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Uloha VLE ... rozliti sklenicka 12 bodii; (chybi statistiky)

Vezméte si sklenicku, plechovku ¢i jinou vdlcové symetrickou nddobu a zmeérte zavislost iihlu
naklonu, pri kterém se prevrhne, na mnozstvi vody uvnitt. Doporucujeme pouzit nddobu s vét-
Sim pomérem vysky ku priméru podstavy. Jindra zaléval stul.

Uvod
Uz jste nékdy rozlili sklenicku nebo hrnek s ndpojem? Asi ano, takovd nestastna situace snad

potkala kazdého. Premysleli jste ale nékdy nad rovnovahou sklenicky? Jak moc muzete sklenici
nahnout, aby se nepfevrhla? Maximalni tihel zcela urcité zdvisi na mnozstvi tekutiny uvnitr.

kterém se sklenice prevrhne, neni Uplné trividlni, ale muZzeme odhadnout, Ze tihel prevrhnuti
bude nejveétsi pri néjakém stifednim mnozstvi vody, nikoliv pfi prazdné nebo plné sklenici.

Usporadani experimentu

Kromé sklenice ¢i plechovky potiebujeme vodu (samoziejmé), posuvné méfidlo k uréeni rozméru
plechovky a vahu k posouzeni mnozstvi vody v plechovce. Jelikoz experiment nutné zahrnuje
rozlévani vody, hodi se experimentovat nékde, kde rozlita voda nevadi, a pro jistotu si pripravte
ruéniky a ubrousky (co kdyby ndhodou. .. ). My jsme plechovku umistili do akvéria, takze voda
zustavala lapena na dné akvéria, ale zdroven jsme pfes prihledné stény mohli pozorovat, co se
déje.

Jakym zpusobem zmérit ihel pddu? Plechovku jsme postavili na drevéné prkno, které jsme
rukou na jednom konci zacali zvedat. Situaci ze vzdalenosti cca 2 m natacela kamera. Museli
jsme vybalancovat dva protichidné pozadavky — kamera musi byt co nejdal, aby tthlové zkresleni
obrazu bylo co nejmensi a zaroven ne pfilis daleko, abychom na zaznamu rozlisili detaily. Diky
kamefte jsme mohli presnéji zachytit okamzik, kdy plechovka zacala padat, a z nasledné analyzy
videa na pocitaéi (pouzili jsme program Tracker) jsme urcili tthel padu. Tento zplisob méfeni
thlt ndm prijde jednak presnéjsi a jednak méné nirocény pro experimentatora, na rozdil od
snahy zmérit padovy thel ptimo v pribéhu experimentu.

Pred experimentem se vyskytl mensi problém — pri vyssich thlech nédklonu plechovka po
dfevé klouzala. Takto bychom nemohli naméftit celou krivku. Proto jsme podstavu plechovky
prilepili pasky smirkového papiru a taktéz na prkno jsme nalepili smirkovy papir.

Meéreni jsme provadeéli po nékolika sériich, kdy jsme postupovali od malého po velké mnozstvi
vody v plechovce. Pro mensi hmotnosti vody jsme udélali okolo 10 méteni, pro velké hmotnosti
jenom 4-5, protoze voda v akvariu pak pribyvala rychle.

Do plechovky jsme nalili vodu, zvazili jsme plechovku s vodou a odecetli jsme predtim
zméfrenou hmotnost plechovky. Takto jsme zjistili hmotnost vody. Nepresnost uréeni hmotnosti
vody vzhledem k pouzité vaze a nepfesnosti hmotnosti plechovky odhadujeme na +0,7g.
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Zakladni parametry plechovky

Méfeni jsme provadéli s plechovkou, jelikoz plechovka mé vilcovy tvar, takze matematicky
popis bude snazsi. Rozméry plechovky najdete v tabulce [ll. Vyznam naméfenych veli¢in je
ziejmy z obrazku [ll. Zmétena vyska H + 1 je bez vrstvy smirkového papiru. Prostor na vodu
je od vysky 9 vys. Délky jsme zmérili posuvnym méridlem s délenim po 0,005 cm a hmotnost
jsme zvazili na digitalni véze s dilkem 1 g. Odchylky v tabulce maji statistickou vyznamnost 2o.

Tab. 1: Parametry plechovky.

Parametr Hodnota
vyska plechovky H 4+ =10,194+ 0,01 cm
vnéjsi polomér plechovky Ryne = 3,26 + 0,02 cm
vnitini polomér plechovky R =3,24+0,02cm
vyska spodni ¢asti ¥ = 0,30 £ 0,03 cm
polomér spodni ¢asti r=3,144+ 0,01 cm
hmotnost plechovky M =38,0£05g

1/)*:::‘ =

Obr. 1: Nacrt plechovky s vyznacenymi rozméry. Namérené hodnoty si muzete prohlédnout
v tabulce [I|.

Poloméry Ryne a r jsme zjistili tak, Ze jsme provedli méfeni pruméru plechovky a z néj
spoéitali polomér. Déle jsme ze znalosti hmotnosti plechovky M, hustoty plechovky (zelezo
s hustotou pre = 7,85 g-cm™?) a z aproximace plochy plechovky jako S = nRZ 421 Ryne H mohli
odhadnout tloustku plechu h = M/(preS) ~ 0,021 cm. To je hodnota srovnatelnd s nepiesnosti
veli¢iny Ryne. Vnittni polomér plechovky je R = Ryne — h a k jeho chybé prispiva prevazné
nejistota v hodnoté Ryne. Vyska spodni ¢asti plechovky nesla zmérit 1épe, nebot dno plechovky
je vlnité, takze se 1 neda definovat s vyssi presnosti.
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Teorie

V 1tvodu bylo naznaceno, ze urcit hel padu neni trividlni. Zacnéme tedy s fenomenologickym
popisem a pokusme se predpovédét, co se bude dit. V zavislosti na mnozstvi vody existuji tii
rezimy prevrzeni.
e Pokud je v plechovce méalo vody, v okamziku_dosazeni padového iihlu bude roviny vodni
hladiny protinat dno plechovky. Viz obrazek E vlevo.
e Pri stfednim mnozstvi vody protind rovina hladiny plast plechovky. Viz obrazek E upro-
stied.

e Zajimavy jev nastane, pokud je plechovka téméf naplnéna. Pfi urc¢itém thlu mensim nez
thel piddu zacne voda pretékat, plechovka vsak zustane stabilni. Od jistého hraniéniho
mnozstvi vody vyse se plechovka prevrhne vzdy pfi stejném hlu! Viz obrézek P vpravo.

Obr. 2: T rezimy pfevrzeni plechovky podle mnozstvi vody v plechovce.

Miuzeme vsak ucinit i néjaké kvantitativni predpovédi? Diky tomu, ze valec je matematicky
jednoduchy tvar, tak ano. Potfebujeme znat par vztahi tykajicich se homogenni valcové vysece,
kde v = R (viz obrdzek P pro definici veli¢in a orientaci souradnicovych os). Objem takové
valcové vysece! je

2
Vg = 5Rf"’ tg . (1)
Souradnice tézisté jsou
TR = 3—HR
R — 16 )

3n
Yr = 3—2Rtga.

Umime urcit polohu tézisté v pripadé popsaném na obrazku E uprostied. Podivejte se na
obrazek H V levé ¢4sti je prebytek vody (oznaceno jako m4) ve tvaru valcové vysece, zatimco
v pravd ¢4sti je nedostatek vody (miZeme s ni v rovnicich pocitat jako se zdpornou hmotnosti
m_ = —my).

!Nasledujici tii vztahy najdete zde: https://mathworld.wolfram.com/CylindricalHoof .html nebo je miZete
odvodit integrovanim.


https://mathworld.wolfram.com/CylindricalHoof.html
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v

Obr. 3: Vélcova vysec.

Hmotnost m4 spocitame ze vztahu (ﬂ)
2
mqy = 3 pR3tg .

vvev

2Rmy — 3ER(—my) _ R tg o
m 4m

Ty =
a y-ova souradnice je

m (%" —|—1/J) + m4 (hv + ¢+ %Rtga) + (—m4) (hv + - %Rtga)

Yv = .
m

Po dosazeni za m4 a za hy = m/(npR?), kde p je hustota vody, dostaneme

4. 2
_m EpR tg” o
yv_2npR2+w+8 '

R *tga
4(M +m)’
2
B #;+mw+ng4tg2a+Mhp
M+m ’

t =
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vvev

Obrazek E popisuje hrani¢ni situaci, kdy je plechovka tésné pred prevrhnutim. Tézisté T
se nachdzi nad bodem O. Dulezité tihly a vzdélenosti jsou: |[ZSPT| = 90°, |£ZSOT| = 90° — «,
|SP| = Yt, IPT| = Tt, |SO| = r. Plati

r =+ Yy tga.

Po dosazeni za xy a y, dostaneme kubickou rovnici pro tga

2

r(M+m) = }InpR4tga+ InplE

tga+myptga + pR tg® a+ Mhptga,

(2)

2
O:tg3a+<2+8Mhp 8my  4Am )t _ 8r(M +m)

npR* + npR*  n?p?RS npR*

Kubickou rovnici dokdzeme vyTtesit analyticlar. Jesté musime zjistit limity platnosti této rovnice.

Na hranici mezi rezimem vlevo na obriazku P a rezimem uprostied bude platit

hv Mmin
t min = &5 = T 53 3
ga R~ mpke (3)

[}
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Obr. 5: Situace tésné pred prevrhnutim.

to je minim&lni thel platnosti naseho modelu. Naopak na hranici mezi rezimem vpravo a rezi-
mem uprostied plati
H—hy TR H — Mumax 4

R npR3 ’ ()
Hraniéni hmotnosti vody Mumin, reSp. Mmax miuzeme najit numericky tak, Ze porovname feseni
kubické rovnice pro danou hmotnost vody s dhlem vypoétenym podle vztahu (), resp. (H).
Pokud feseni kubické rovnice souhlasi s jednim z téch dvou ihli, nasli jsme hrani¢ni thel a tim
padem i hrani¢ni hmotnost. Pro pfechod mezi prvnim a druhym rezimem vysla hmotnost vody
93,0 g pri thlu padu 41,0°, zatimco prechod mezi druhym a tfetim rezimem by mél nastat pti
hmotnosti vody 253,9g a thlu 34,1°. Pro hmotnosti vody vyssi nez 253,9¢ pak oc¢ekdvime,
ze pred prevrhnutim plechovky bude voda pretékat pres okraj a plechovka spadne vzdy pri
stejném uhlu 34,1°.

Péadové dhly v rezimu 1 jsme museli najit numericky na poéi‘caéi.E

tg Omax =

najdete napiiklad zde https://mathworld.wolfram.com/CylindricalWedge.html



https://mathworld.wolfram.com/CylindricalWedge.html
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Vysledky

Vvev

odvozenych v odstavci o teorii a ucinit néjaké predpovédi.

Vysledky experimentu i porovnani s teoretickou predpovédi vidime na obrazku E Maximum
pddového thlu nastane ve druhém rezimu (viz modrou kiivku), takze jej mizeme urcit naleze-
nim nejvétsiho FeSeni rovnice (E) Teoretickd predpovéd maximéalniho paddového thlu je 41,2°
pfi 105 g vody v plechovce.
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Obr. 6: Zavislost padového thlu na mnozstvi vody v plechovce. Chybové tisecky maji
vyznamnost 20. Ve vodorovném sméru jsme chybové tisecky nekreslili, nepfesnost méreni je
vsude +0,7g. Modra kfivka je teoreticka predpovéd padového thlu.

Méreni zavislosti padového tihlu na mnozstvi vody v plechovce potvrdilo nasi kvalitativni
predpovéd, ze maximum padového tthlu nastane pri stfednim mnozstvi vody v plechovce. Z grafu
muzeme vycist, ze maximdlni padovy thel je 38,5 4+ 0,5° pfi hmotnosti vody 98 +6g.

Nameérend data jsou taktéz konzistentni s predpovédi, ze ve tfetim rezimu nad urcitou
kritickou hmotnosti je tthel paddu konstantni. Kritickd hmotnost vody, prechod mezi druhym
a tfetim rezimem, byla urcena z grafu jako 278 4+ 6g a kriticky padovy thel jako amax =
= 30,4+ 0,7°. Na fotografii [] vidite situaci predpovézenou na obrazku P vpravo — voda pretéka
okraj plechovky, avsak plechovka stoji v klidu.
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Diskuze

V datech neni vidét ani ndznak prechodu (napf. nespojitd zména prvni derivace kiivky) mezi
prvnim a druhym reZimem. Na to jsou jednotlivd méfeni pifli§ zatizena chybami. Zadny takovy
naznak vsak nepozorujeme ani v teoretické kiivce, takze je mozné, ze zadny vyrazny prechod
mezi rezimem 1 a 2 neexistuje. Experimentator bohuzel béhem experimentu nesledoval, kdy
vodni hladina protind dno a kdy uz protinad plast plechovky, takze nemtzeme nic fict o tom,
kdy nastal prechod mezi rezimy 1 a 2 v experimentu.

Problém, ze material plechovky nema rovnomérnou tloustku, ale naptiklad okraje dole a na-
experimentalné, nikoliv teoretickym vypoctem. Zmérend hodnota se vyrazné nelisi od rozum-
ného predpokladu h, = H/2. Na druhou stranu, zméfen{ hy ze stejnych dat zase zpusobilo
jistou provazanost mezi teorii a experimentdlnimi vysledky, takze v levé ¢asti grafu pro malé
hmotnosti vody se teoreticka pfedpoved bude vzdy shodovat s daty, ale to je jen uméla shoda
prave kvili urceni h, stejnou metodou.

Tvar modré krivky je velice podobny tvaru experimentalné namérené zavislosti pod ni. Nej-
vétsi rozpor mezi namérenymi daty a predpovédi je, ze modra krivka je posunutd o par stupnu
nahoru. To by naznacovalo systematickou chybu v provedeni experimentu. Nabizi se vysvétle-
ni, ze jsme pri zpracovani obrazu spatné nakalibrovali rovinu, vici které mérime tthel naklonu.
To by vedlo k tomu, Ze teoretickd kiivka by byla o par stupni posunutd viuci namérenym da-
urcend stejnou metodou, takze v kazdém piipadé se pro hmotnost vody 0g budou teoretickd
i nameérena krivka shodovat.

Hrani si s pocitacovym modelem plechovky s vodou také ukézalo, ze i malé variace ve vysce
podstavy 9 vedou k signifikantnim zmén4 ve tvaru a poloze teoretické kiivky. Na to bychom méli
dévat pozor, nebot 1 je veli¢ina, kterd je nejednozna¢né uréend (zvinéné dno plechovky, nenulova
tloustka dna, smirkovy papir piipepeny k podstavé) a zmérili jsme ji s nejvétsi nejistotou.
Napriklad, pokud ponechdme vSechny parametry modelu a zménime jen vysku podstavy na
1 = 0,70 cm, teoretickd kiivka bude dobfe kopirovat data pro vSechny hmotnosti vody. Ackoliv
jsme se pri méfeni ¢ (doufejme) o tolik nespletli, nepfesnost v 1 uréité mohla vyznamnou
meérou prispét k rozdilu mezi teoretickou predpoveédi a daty.

Dalsi oblasti, jez potfebuje nutné vylepsit, je presnost méreni. Pokud chceme v datech najit
prechod mezi prvnim a druhym rezimem, padové thly musi byt zméfeny ptfesnéji. Pomohlo by
zdvihéni prkna rovnomérnou rychlosti (napf. pomoci stroje), presnéjsi vahy, abychom presnéji
zmérili hmotnost vody, atd.

Zavér
Vysledky experimentu muzete vidét na obrazku E Podarilo se potvrdit ptuvodni predpoklad, ze
maximalni paddovy thel nastane pii stfednim mnozstvi vody v plechovce, nikoliv pfi prazdné
plechovce ani plné plechovce. Tento maximélni tihel byl zméfen jako 38,5 4 0,5° pfi hmotnosti
vody 98 + 6 g. Namérend hmotnost je konzistentni s prfedpovézenou hmotnosti 105 g v interva-
lu 20, avsak predpovézeny thel 42,1° se prilis 1isi od namérené hodnoty.

Data taktéz podporuji predpoklad, ze pro velké hmotnosti vody v plechovce je tihel padu
konstantni. Tento thel byl uréen jako 30,4+0,7° a kritickd hmotnost vody, nad kterou je padovy
thel konstantni, je 278 + 6g. Ani tihel ani hmotnost nejsou konzistentni s predpovézenymi
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hodnotami 34,1°, resp. 253,9 g. Je vysoce pravdépodobné, Ze méfeni bylo zatiZeno systematickou
chybou.

Jindrich Jelinek
jjelinek@fykos.cz
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Obr. 7: Treti rezim prevrzeni plechovky na zdznamu z videa. Voda vytéka z plechovky, avsak
thel naklonu je mensi nez amax, a tak se plechovka neprevrati. Kdybychom dale neménili thel
néklonu, po odteceni prebyteéné vody by se situace stabilizovala.
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