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Uloha VL3 ... t¥ikrat a dost 5 bodii; (chybi statistiky)

Usek silnice o délce a = 2,8km zading semaforem s periodou T, na kterém signil zeleného
svétla trva po dobu t1 = 79s. Na konci tohoto tseku je druhy semafor se stejnou periodou, ale
délka trvani téhoz signdlu je pro néj t2 = 53s. Na obou semaforech se zelené svétlo rozsviti
vzdy ve stejny okamzik. Spocitejte, za jak dlouho priimérné prejedete cely usek silnice (véetné
dekéni na semaforech), pokud se pri jizdé pohybujete rychlosti v = 60km-h™'. Cas potiebny
na rozjezdy a brzdéni zanedbejte. Jdachym jel ze soustredka.

Obtiznost této tlohy se skryva v mnozstvi pripadi, které mohou nastat. Potom je prakticky
nemozné najit obecné fefeni, které by vyhovovalo véem poéateénim podminkém. Ulohu proto
budeme fesit konkrétné pro hodnoty ze zadani. V prvni ¢asti se pokusime co nejjednoduseji
odvodit vSechny mozné scénafe. Ve druhé c¢asti spocitame primérnou dobu pro kazdy z nich.

Abychom viibec védéli, jaké scénére se snazime najit, ukdzeme si nejdiive konkrétni vypocet
pro T'=120s.

Oznaéme t) =T —t1, ty =T —t2 a 79 = a/v = 168s. Prvni semafor si miiZeme predstavit
jako filtr, ktery nejdiive po dobu t; auta propousti a nisledné po dobu t; nepropousti. Poté,
co auto projede prvnim filtrem, cestuje ¢as 79 k druhému.

Tady se bude hodit veli¢ina 7, kterou definujeme jako

T=1—nT, (1)

kde n € N je zvoleno tak, aby hodnota 7 byla vzdy mezi 0 a T'. Takto definované 7 ma vyznam
fazového posunu mezi prvnim a druhym semaforem. Ten si mtizeme predstavit jako druhy filtr
s parametry to a th.

Jak vidime na obrazku ﬂ, oba semafory lze spojit do jednoho s tim, ze ten druhy bude vici
prvnimu posunuty pravé o 7. Nyni uz jen musime vyftesit vSechny mozné situace.

Veli¢iny 7, t1 a t2 dokdzeme vyjadrit z ¢iselnych hodnot v zadéni, cemuz odpovidaji i rozmeéry
na obrazku. Jediny nezndmy parametr je 7. Pokud by hodnota T' byla mensi, nez jaka je na
obrazku, useky t, az tq by sice byly jinak dlouhé, ale porad by pro né platily stejné rovnice.

Naopak, pokud by byla T" vyrazné vétsi, tisek t. by zcela zanikl. To je druha mozna situace,
kterd muze nastat. Vyresme nejdiive tu prvni, tj. tu z obrazku [l.

Auto pres semafory v kazdém pripadé pojede alespon cCas 7. Proto jej v dalsich tvahach
nebudeme uvazovat a spocitdme pouze Cas straveny na semaforech ¢. Hledany celkovy cas
projeti soustavou potom bude t = 19 + .

V tsecich t, a t. auto jednoduse hned projede obéma semafory. Proto budou odpovidajici
Casy stravené na semaforech ¢, = p. = 0.

V dal$im tseku uz bude situace zajimavéjsi. Pokud auto prijede béhem c¢asu t,, prvnim
semaforem projede, ale na druhém bude cekat az do konce t,. Proto primérné zpozdéni na
tomto tseku bude ¢ = t/2.

Obdobné, v posledni ¢asti bude auto nejdfive ¢ekat na prvnim semaforu, a potom ihned
projede druhym semaforem. Dostdvame pq = tq/2.

Celkové prumérné zpodéni spocitdme jednoduse jako soucet zpozdéni pro moznosti t, az tq va-
zenych pravdépodobnosti toho, ze auto dorazi k semaforu pravé v dané ¢asti periody, tedy

ta th te ta _ tp+t]
QO_T(;Da'i‘TSﬁb“FT(Pc‘f‘T(,Od— o -
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Obr. 1: Rozdéleni periody T' = 120s na casové tseky t, az tq. Prvni semafor je vlevo.
7 druhého jsou zobrazeny dvé po sobé nésledujici periody, protoze je vicéi prvnimu posunuty
odobu 7. Plati t1 =to +ty +tc ato =7+ tg.

Nynf uZ si jen stadi uvédomit, Ze &iselné plati t, = t5 a tq = ¢t} ¢ili (pro T = 120s) mdme
vysledek

(T — t1)2 + (T — t2)2

2T

Toto je ale vysledek jen pro jeden konkrétni pripad. Pokud by byly zadané parametry jiné,
jednotlivé casové tiseky by mohly vypadat tplné jinak. Napriklad by se mohla prekryvat mista,
ve kterych je na obou semaforech ¢ervend, a podobné. Pojdme tedy postupné projit vSechny
mozné scénafe.

=194s.

a
t=7'0+1,0=5+

Redlné hodnoty T se zfejmé pohybuji v intervalu (t1,00). Ten si rozdélime na dseky

70 70
<t1, 2) , < 5 ,7'0) , C = {(70,00)

Tyto tseky jsme zvolili proto, Ze se v nich méni hodnota n z rovnice (ﬂ) V A, B aC jenrovno
postupné 2, 1 a 0.

Interval A

Zactnéme s T = t1 (v tom pripadé by na prvnim semaforu nikdy nebyla ¢ervend) a predstavme
si, co se bude dit, kdyz budeme zvétSovat periodu T az do T = 79/2 = 84 s. Prvni semafor bude
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*
TE(t1,T0/2) T=To/2
interval A (n = 2)

T=m/2 Te(rn/2,70) T=m T=1 T>1

interval B (n = 1) interval C (n = 0)

Obr. 2: Zndzornéni situace pro postupné rostouci hodnotu 7T'.

stale tvoren ze zelené a Cervené ¢asti o délkach

Z‘ZItl,
Z‘é:T—tl.

Cervend se (piekvapivé) s rostouci T prodluzuje. Naopak druhy se bude skladat ze zeleného,
Cerveného a opét zeleného tseku s délkami

Yo =t2 — T,
y(;:T_tQ,
Yo =T

Situace se z naseho pohledu zméni tehdy, kdy ji bude nutné popsat jinymi rovnicemi. K tomu
muze dojit jen v bodech, ve kterych hranice tseki z druhého semaforu prejde pres hranici dseku



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXXIV.VIL.3

v prvnim semaforu. Hrani¢ni body prvniho semaforu jsou zfejmé v ¢asech

X1 =1z, =11,
Xo=z,+ze=1T.

Naopak u druhého semaforu to jsou

leyz :t2_7-7
Yo =y, + e =T-r7,
YVs=y, +yct+y,=T.

Posledni body u kazdého semaforu, tj. X2 a Y3, jsou ale zfejmé rovny T'. Nemusime je uvazovat
proto, ze k jejich prekrodeni dojde pravé mezi ¢asovymi obdobimi A, B a C (stejné jako jsme
neuvazovali bod Xo = 0, ktery je diky periodicité vzdy shodny s X»). Zatim se vSak stéle
pohybujeme v A, kde mohou nastat celkem dva prechody, konkrétné X; = Y7 a X; = Ya.
Pro prvni plati
Xi=YT = z,=y, = ti=ta—7.

Jelikoz jsme v A, vime, ze n = 2, takze dokdzeme ptrimo dosadit za 7 do vztahu (m) Dostavame

1
t1=t2— (70 —2011) = o= 5(251 —t2+70) =97s,
kde @11 mé vyznam toho, jakd by musela perioda T', aby pii ni doSlo k ptrechodu prvnich
hraniénich bodi. Jelikoz ai1 > 79/2, tato situace nenastane v intervalu A, takze se ji také
nebudeme zabyvat. Naopak pro ais vychazi

Xi=Y: = z,=y+ys = ti=oi2—T=012— (70— 2a12) =

1 .
= a2 = 3 (t1 + 70) = 82,3s.
Ziejmé a1z < T0/2, takze k prechodu dojde v intervalu A.

Zrekapitulujme si, co jsme zatim zjistili. Cilem bylo co nejobecnéji popsat vSechny mozné
situace, ke kterym muze pro rtuzné hodnoty 7' dojit. Problém jsme rozdélili na tii intervaly
podle toho, jaké je v nich hodnota n. Déle jsme si vyjadrili délky tseku Cervené a zelené barvy
na semaforech. Nésledné jsme zjistili casy od zacatku periody, pii kterych dojde na daném
semaforu ke zméné barvy. Pokud se dva tyto ¢asy z rozdilnych semaforti pro néjakou periodu
rovnaji, dochdzi v ni ke zméné struktury barevnych tseki a tedy i ke zméné rovnic, které
popisuji celkovou dobu strdvenou na semaforech. Tim se ndm intervaly (zatim jen A, dalsi jsme
jesté neresili) rozdéli na podintervaly, které musime vyfesit zv1ast.

Vyse uvedeny postup se muze zdat zbytecné zdlouhavy, ale snazili jsme se o co nejvétsi
systematicnost. Jeho vyhodou je to, ze jej miizeme automaticky, tj. bez dalsiho premysleni,
rovnou aplikovat na dalsi intervaly.

Vratme se do intervalu A, ktery se sklada z

Al = <t1,a12) s Ay = <a12,70/2) .
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Resme nejdiive A;. Periodu opét rozdélime na &ty¥i tseky t, aZ tq, které maji ale samoziejmé
jiny vyznam, nez na obrazku [Il. V prvnim a tfetim je zelend na obou stranach, takze ¢, = p. =
= 0. Druhy a ¢tvrty maji zelenou i ¢ervenou. Dilezité ale je, Ze na druhém semaforu po nich
nésleduje zelend. Zpozdéni spoéitdme obdobné jako v piikladu dfive, takze dostaneme ¢, = tp,/2
a pqg = tq/2.

Pro uplnost jesté ukazeme, jak lze piimocafe spocitat délky casovych tseki. Jednoduse
sefadime hrani¢ni body od prvniho k poslednimu a piSeme

te = Y1 =ty — 710+ 2T,
th=Yo—Y1 =T —t2,
te=X1—Yo=t1 —3T + 70,
ta=T—-X1 =T —1t;.

Vysledné zpozdéni v intervalu A; bude

4ty (T—t2)’ + (T —t1)?

2T 2T

PAL

To je shodou okolnosti stejné jako v ilustracnim prikladu vyse.

Situace pro Az bude ale jind, jelikoz tam plati Y2 > X;. Znovu dostaneme ¢tyfi useky,
te az tq. Prvni z nich bude zeleny na obou stranéch, ¢ili ¢, = 0. Ve druhém vsak bude na
prvnim semaforu zelend a na druhém cervend s tim, ze éervend bude trvat jesté po dobu tretiho
tseku t.. To znamend, ze vsechna auta, kterd prijedou v tseku t;, budou muset cekat jak
prumérné t,/2, tak jesté celé t. navic, neboli ¢p = tp/2 + te.

V poslednich dvou tsecich bude na prvnim semaforu vzdy ¢ervend. Prijede-li auto na prvni
semafor béhem useku t., bude muset opét ¢ekat nejen svij pramérny cas t./2, ale i ¢tq4. Proto
plati o, = t./2 4 tq. Cekéni v poslednim tiseku bude jednoduse pq = ta/2.

Casy spoditdme jako

te = Y1 =to — 70 + 2T,
ty=X1—Y1=1t1 —ta+ 70— 2T,
c=Yo—X1=3T—-1t1 — 10,
ta=T—Ys =79 —2T.

Pro vysledné zpozdéni v intervalu A2 dostdvame

oty (b 2te) it (te +2ta) +t5 (b +te+ta)? — 2tta
Pz = 2T - 2T -
(To—tz—T)Q—Z(tl —t2+70—2T)(To—2T)
2T ’

Ostatni intervaly

Interval B si rozdélime na éasti B’ a B”. V B’ jsou na druhém semaforu postupné erveny,
zeleny a Gerveny tsek. V piipadé B” je to naopak, tedy zeleny, ¢erveny a zeleny. Pii feseni
postupujeme analogicky jako v intervalu A s tim rozdilem, Ze tentokrat plati n = 1 ¢ili z (|l])
plyne r =719 —T.
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Interval B’ piejde v B” pro hodnotu periody 8. Kazdy z téchto intervalii se dédle rozdéli
na dva, které oznaéime po fadé Bi, B, BY a BY. Hrani¢ni asy budou 15 a 315. Posledni
interval C se rozdéli na C7, C2 a C3 podle ¢asu 12 a y11. V nich bude 7 rovno 7.

Nyni uvedeme podrobné vypocty, vedouci k témto zavérum. Veli¢iny z,, xz a X; jsou vSu-
de stejné. Naopak u druhého filtru se lisi jak délky useku, tak barvy. Pfislusné rovnice jsou
v tabulce m Z nich jsme spocitali Y7 a Ya, viz tabulku P. Hranic¢ni casy vysly

B =10 —ta =115s,
1
B = 5 (t1 +70) = 123,55,
1
Biz = g(tl —ta+70) =97s,
By =ti—ta+10  =194s,
1
Bl = 5 (ti+70) =1235s,
Y11 =t1 4+ 70 =247s,
Y12 =t1 —t2+ 70 =194s.

Jak si miizeme vSimnout, 51, a 311 nejsou v odpovidajicich intervalech, proto je ddle neuvazu-
jeme. Prehled hranic vSech intervali je v tabulce E Pro kazdy podinterval jsme déle spocitali
délky Casovych tseku t, az tq, vysledky jsou v tabulce f. P¥islusné zpozdéni jsou potom v ta-
bulce .

Tab. 1: Délky zelenych a ¢ervenych tseki na druhém semaforu. V prvni ¢asti jsou hodnoty
vyjddiené pomoci veli¢iny 7. V&§imnéme si, Ze vysledky pro dvojice intervalii A a B” resp. B’
a C jsou shodné. Ve druhé &&sti je za 7 dosazeno z rovnice ([l).

A B’ B" C

Yo =1t2 — T Yye=T-—1 Yo =t — T Ye=T-—7
Ye=T —t2 Yz = t2 Ye=T —12 Yz = t2

! ! ! !

Yo =T Yo =T =12 Yo =T Yo =T =12
Yo =2T +to—T0 ye=2T —19 Yo=T+to—7170 ye=T1T-—10
Ye=T —t2 Yz = t2 Yye=T—12 Yz = t2

y, =70 — 2T ye=10—t2—T y,=70-T Yo =10 — t2

Pro prehlednost zopakujme vysledky z prvni ¢asti

on _ th 4t (T —t2)* + (T —t0)?
! 2T 2T ’
o (tb + tc +td)2 — 2tptq . (T() —to — T)2 - 2(t1 —to + 710 — 2T) (T() - QT)
P = oT - oT '
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Tab. 2: Casy konct prvniho a druhého barevného tseku na druhém semaforu.

Yl Y2
A 2T — 19 + t2 3T — 1o
B’ 2T — 1o 2T — 19 + to
B" T—1o+t2 2T — 19
C T — 1o T — 710+ t2

Tab. 3: Prehled vsech intervald vysledného feSeni spolu s Casy jejich zacatki. Okamzik, ve
kterém kazdy interval konci, je vzdy shodny s ¢asem zacatku néasledujiciho intervalu.
Vyjimkou je posledni pifpad, kde to je cos (ano, i takové semafory existujf). Ciselné hodnoty
jsou zaokrouhleny na sekundy.

interval zacatek intervalu

Ay t1 79s
Ao 12 (t1 + ’7’0) /3 82s
Bi T0/2 84s
By Bia  (ti—ta+70)/2 97s
Bi/ ,8 —t2 + 710 115s
BY 1 (tl + tg) /2 124s
Cy 70 168's
Co Y12 t1 —ta+ 10 194 s
C3 Y11 t1 4+ 10 247 s

Celkové zpozdéni v intervalech B} a Bj vyslo

(ta +tc+ta)? (T —t2)*

vB = 2T T or
_ (tattetta)’ (3T —t1 — 1)’
¥By = 2T - 2T
Pro druhou ¢ast intervalu B mame
_ ty 1 _ (T —1)* + (T —t1)?
¥BY T Tor - 2T ’
(e +tq)? — 2ty _ (- ) =2t —ta+170—T)(r0=1T)
¥y 2T 2T '
Nakonec, v poslednim intervalu, ktery teoreticky pokracuje az do nekonecna, plati
_ (ta+tetta)? (T —t)®
wc, = or - oT ’
oo, = (ta +tc +ta)® _ (2T —t1 — 10)*
2 2T 2T ’
_ (tattotta)® + 26T + 26T — 82 3T — 261 — 270
$Cs o 2 '
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Tab. 4: Délky casovych tseki, pro které dokazeme primocate spocitat zpozdéni.

ta tp te ta
A 2T +to—19 T —to t1 — 3T + 10 T —t1
AQ 2T+t2—’7’0 t1—t2—|—7’0—2T 3T—t1—’7’0 7'0—2T
Bi 2T — 1o to th—tot+7170—-2T T—1
Bé 2T*T() t1+T()*2T 2T*Toft1+t2 T()*lfQ*T
Bi’ T+t — 710 T —to t1 4+ 170 — 2T T —1t
Bé/ T+ ts — 70 ti —tot+7170—T 2T — 190 — t1 T0 — T
Ch T — 19 to th—tot+10 =T T —t1
Cs T — 7o ti1+70—T T—1o—t1+ ts To — t2
Cg t1 T—tl — 70 to To—tz

Tab. 5: Primérné zpozdéni na ¢asovych tdsecich z tabulky H

Pa ©b Pe ©Yd

A1 0 tp/2 0 ta/2

Ay 0 /24t  te/24tq ta/2

By t./2 0 te/2+ta+ta ta/2+ta

B),  t./2 0 te/24ta+ta ta/2+ta

B 0 ty/2 0 ta)2

By 0 tv/2+te te/2+ta ta/2

Cr ta/2 0 te/24ta+ta ta/2+ta

Cy ta)2 0 te/2+ta+ta ta/2+ta

Cs  ta/24t, TH+t/2 T —t/2 ta/2 +ta +ty

Hledanou dobu prijezdu semafory ziskdme snadno tak, Ze ke zpozdéni pricteme hodnotu 7o.

Vsimnéme si, ze posledni funkce je pfimka v proménné T'. VSechny ostatni jsou néjakou
kombinaci primky a hyperboly. Déle, ¢as ¢, z posledniho dseku je zajimavy tim, zZe je jako
jediny vétsi nez T. V tu chvili tak mame jedineénou prilezitost ¢ekat na semaforech déle nez
celou jednu periodu.

Posledni zajimavost je vidét z grafu na obrazku E, kam jsme vynesli vSechna ptedchozi
zpozdéni. Mezi intervaly B a BY je zietelny skok. To znamend, Ze primérnd doba prijjezdu
pres oba semafory muze byt kratsi pti celkové delsi dobé trvani cervené.

Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
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Obr. 3: Vysledné zpozdéni pfi prijezdu semafory pro vsechny mozné hodnoty periody 7.
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