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Uloha IILE ... difuze 12 bodi; primér 7,84; fesilo 31 student

Urcité jste ve skole slyseli o tepelném pohybu molekul, jako je difuze ¢i Browniiv pohyb. Zmérte
casovou zavislost velikosti barevné skvrny ve vodé a vypoctéte difuzni konstantu. Provedte
meéreni pro nékolik riznych teplot a sestrojte graf teplotni zavislosti difuzni konstanty. Jak
byste mohli zaridit, aby byla teplota v priibéhu kazdého méreni konstantni?

Kdta st uzivd praktika i v dobé karantény.

Teorie

Difuze je popsana rovnici

on
— — DAn =
En n=20,

kde n = n(x,t) je koncentrace a D difuzni konstanta. Tento vztah je také zndmy pod ndzvem
rovnice vedeni tepla a ma fundamentalni feseni

1 =2
t

e 4D
VarDt

Miizeme si poviimnout, ze se jednd o statistické normdlni rozdéleni s rozptylem o2 = 2Dt.
Ztotoznime-li posunuti ¢astic = za ¢as t s timto rozptylem, dostdvame

D(x,t) =

(1)

z=v2Dt. (2)

Pri vypoctech budeme predpokladat, ze tento vztah plati, a jeho validitu podrobnéji rozebereme
na konci.

Pro posuvny pohyb kulové ¢astice o hmotnosti m a poloméru r, kterd se nachazi v prostredi
charakterizovaném teplotou 7' a dynamickou viskozitou 7, lze konstantu D vyjadrit jako

D:kBT,
6nnr

3)

kde kg je Boltzmannova konstanta.
Chyby urcujeme pomoci zékona pienosu chyb pro nezavislé proménné

kde hleddme chybu veli¢iny V', jez zavisi na proménnych Pi,..., P,.

Vysledky méreni
Pohyb ¢&astic
Meéreni probihalo piFiblizné za normélniho tlaku p¥i teplotach 4 °C, 11 °C, 20 °C a 23 °C.
Nejprve jsme naplnili misku ¢i talifek vodou a nechali odstat, aby pro nasledné méreni méla
voda teplotu okolnfho vzduchu. Pouze pro teplotu 7' = 4 °C se ndm takové podminky nepodafrilo
zajistit, okolni vzduch mél tedy teplotu pokojovou.
Poté jsme do vody nasypali potravinarské barvivo. Kamerou mobilniho telefonu se zapnutym
programem FrameLapse jsme misku natédeli (program udélal jeden snimek za pét sekund),
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pri¢emz pro referenci jsme k ni polozili pravitko a nechali jsme barevnou skvrnu expandovat ve
vodeé.

Nésledné jsme v programu OpenShot Video Editor pro jednotlivé snimky odecetli jejich
indexy f, ze kterych jsme diky znalosti periody snimku ziskali jejich ¢asy ¢. Pro nejnizsi index
snfmku v daném méfen{ jsme polozili ¢ = 0s, zbylé casy pak odpovidaji pétindsobku (perioda
snimkt) rozdilu mezi néjakou hodnotou f a fo, jiz odpovidd t = 0s. Pro kazdou teplotu jsme
v programu PizelZoom stanovili méritko (kolik pixelti odpovidd jednomu centimetru) a zmérili
rozméry barevné skvrny, a to vzdy podél dvou (ndhodnych) na sebe kolmych os, jez budeme
dale oznacovat a a b. Tyto veli¢iny v rdmci naseho experimentu popisuji prakticky stejny jev
(nemélo by zédlezet na tom, v jakém sméru rychlost difuze méfime), nebudeme proto jejich vztah
déle uvazovat a budeme s nimi pocitat jako s nezavislymi veli¢inami.

Veli¢ina z z teorie znac¢i polovinu rozmeéru barevné skvrny, plati tedy z, = a/2, zp, = b/2.
Ve vzorcich budou obé proménné reprezentovany spolecné pismenem x. Zamérné se vyhybame
slovam ,,praumér* a ,,polomér*. Teoreticky by totiz skvrna méla byt po cely experiment kruhova,
nicméné redlné mohl byt tvar mirné odlisny. Proto také méfime dva na sebe kolmé rozméry,
nikoliv jen jeden.

Nejistotu odecteni jedné vzdalenosti odhadujeme jako 5 px. Nejistota urceni rozmeéru skvrny
tedy zavisi na tom, kolik pixeltt odpovidd jednomu centimetru. Konstanta prepoc¢tu — ozna¢me
ji k (jeji jednotkou je pixel na centimetr) — byla ruznd pro kazdé méfeni a jeji hodnoty jsou
zaznamenany v tabulce [l|.

Potom plati

afem] = k' a[px],

pricemz chyba je dle zdkona prenosu chyb
oulem] = k™' 0, [px] =k~ - 5px.

Chyba z, je pak jednoduse o, = 04/2. Pro b a z» postupujeme zcela analogicky. Ve zbytku
textu je vyrazem x vzdy mysleno x [cm]. V tabulce [I| jsou uvedeny také nejistoty o [cm] pro
odpovidajici méteni.

Pro T = 23 °C jsme provedli dvé riznd méteni se dvéma riznymi méfitky. Zavislost druhych
mocnin veli¢in x, a x, na Case znazornuji grafy [ll az

Tab. 1: PrepoCty k a nejistoty méreni x, a xp.

T k Oz
°C | px-cm~! cm

4 28 0,17
11 14 0,35
20 20 0,25
23 20 0,25
23 31 0,16

Difuzni koeficient

Pro kazdou hodnotu z, a zp jsme pomoci vzorce (E) stanovili hodnotu difuzniho koeficientu.
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Obr. 1: Zavislost vzdalenosti na ¢ase pro T =4°C a k = 28 px-cm ™!

Nejistotu méreni i-té hodnoty difuzniho koeficientu jsme spocitali ze zdkona prenosu chyb
(H) dle vzorce
_2D;

Zq

oD, Oz,

pri¢emz jsme neuvazovali nejistotu pri urcéeni ¢asu, kterd je vzhledem k ostatnim chybam za-
nedbatelnd (as byl méfen velmi presnymi hodinami mobilnfho telefonu).

Celkové jsme difuzni koeficient pro danou teplotu stanovili aritmetickym priumérem jednot-
livych hodnot. Chybu urceni difuzniho koeficientu jsme pak spocitali ze vztahu

oD = O-QDstat + UQDsys )
kde
N
1 1 _
TDiiar = NN -1 > (i@
=1

je statistickd chyba aritmetického pruméru a

N
2 1 2
IDsys = N2 Z OD;

=1

je chyba systematicka.
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Obr. 2: Z&vislost vzddlenosti na ¢ase pro T =11°C a k = 14 px-cm™
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Vysledné hodnoty difuznich koeficient véetné odpovidajicich chyb jsou zaznamendny v ta-
bulce B Zavislost D(T') jsme vynesli do grafu H

Tuto zavislost jsme linedrné fitovali v programu gnuplot podle teoretické zavislosti (H)7 ¢imz
jsme ziskali konstantu imérnosti mezi D a T s hodnotou (—0,1 +2,1) - 1074 m?.s LKL

Tab. 2: Difuzni koeficienty.

z i D oD

°C 10-5m?2.s—! 10-5m?2.s—!
4 28 0,9 0,3

11 14 0,4 0,5

20 20 1,2 0,7

23 20 1,3 0,4

23 31 0,5 0,1

Diskuze

Zanedbani a aproximace

V celém postupu jsme predpokladali, ze dynamickéd viskozita vody 7 se s teplotou neméni,
diky ¢emuz je zdvislost D(T') linedrni. Ve skutecnosti vSak viskozita na teploté zdvisi, coz by
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Obr. 3: Zavislost vzdalenosti na ¢ase pro T = 20°C a k = 20 px-cm ™ *

bylo mozné zahrnout do vypoc¢tu. V ndmi pouzitém rozsahu teplot jsou ovSem zmény viskozity
zanedbatelné.

Na experiment také mohlo mit vliv povrchové napéti vody, jez mohlo ovliviiovat zptsob
pohybu castic barvy. Da se ale predpokladat, ze tento jev neni v experimentu vyrazny, proto
byl zanedbéan.

Model difuze predpokladé, ze jak molekuly vody, tak molekuly barvy jsou pouze ,kulicky*,
které na sebe (vyjma srazek) nijak silové neptisobi. Redlné molekuly na sebe samoziejmé plisobi
i jinymi silami, které zde vsak také zanedbavame.

Oveéreni predpokladii

Vztahem (m) jsme se dopustili pomérné velkého teoretického skoku. Pojdme se nyni timto skokem
a validitou vztahu (B) vice zabyvat.

Je rozumné predpokladat, ze stav systému v Case zavisi na pocatecnich podminkéach. Ty
ale mohou byt v kazdém pripadé jiné — vyjadiuji se ve tvaru no(x) = n(x,0). Z tohoto duvo-
du pfi feSeni diferencidlnich rovnic zpravidla neexistuje obecné feSeni a musime pouzit prave
fundamentélni reseni. To mé velmi vyhodnou vlastnost

n(x,t) = (no * ®) (x,t),

kde * oznacuje konvoluci pies vSechny prostorové proménné. Tato rovnice ndm tedy z funkce,
ktera popisuje stav systému na zacatku, ,vyrobi“ funkci popisujici systém v libovolném case.
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Obr. 4: Zavislost vzdalenosti na ¢ase pro T = 23°C a k = 20 px-cm ™~ *

Konvoluce je matematickd operace, jez mé zasadni fyzikalni vyuziti. MuZzeme ji chdpat jako
vyjadreni, jak moc se grafy vstupnich funkci prekryvaji. Presna definice je

() () = / - ¥y,

kde R™ indikuje, Ze integrace probihd pres vSechny body prostoru.

Pocitat tento integral pro obecné ny nemusi byt nic snadného. Nastésti se tomu muzeme
vyhnout vhodnou volbou pocdteénich podminek, napfiklad no(x) = d(x). Tomuto vyrazu se ika
d-funkce a jeji zdkladni charakteristikou je, Ze se ve skutefnosti nejednd o funkci. Nemusime
zachézet do podrobnosti, dilezité vSak je, co tento vztah vyjadfuje — totiz ze na pocatku
je vSechna barva v jednom bodé. Jelikoz je d-funkce radidlné symetrickd, tuto vlastnost si
zachova i vysledné feseni, a proto muzeme piejit do polarnich souradnic, kde x bude vyjadiovat
vzdalenost od pocatku.

Vyznamnou vlastnosti J-funkce je, ze se vici konvoluci chova jako jednotka. To znamena,
ze pro libovolnou funkci f plati f *§ = f. Vybaveni touto znalosti uz snadno najdeme feseni

rovnice
1 2

«
e iDt |

VAanDt

Tento vysledek méa jednu nepfijemnou vlastnost — ze koncentrace neni v zadném bodé nulova,

ackoli exponencidlné klesd do nuly. Vskutku, feSeni se uz v prvnim mozném okamziku rozsiii
do celého prostoru. To je zpusobeno tim, ze uvazujeme idedlni castice, které jsou nekonecné

n(z,t) = (0 % @) (z,t) = ®(x,t) =
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Obr. 5: Zavislost vzdalenosti na ¢ase pro T = 23°C a k = 31 px-cm ™ *

malé a je jich nekonec¢né mnoho. Redlné castice se tak samoziejmé nechovaji, lepsi model vsak
bohuzel nemame.

Za hranici barevné skvrny budeme proto povazovat takovou vzdalenost od pocatku x, v niz
je koncentrace c-krat mensi nez v pocatku. Pro tuto vzdalenost potom dostavame

n(ac,t)zl = x=+V4Dtlnc=VCDt,
n(0,t) ¢

kde C =4Inec.

V tomto vzorovém Teseni jsme predpokladali C' = 2, nicméné dopocet konstanty C' je obecné
velmi netrividlni. Vime pouze to, Ze c je pomér koncentrace uprostied a koncentrace na hranici
— ten samoziejmé nezname, ale mize to byt velmi vysoké ¢islo. Koncentrace uprostied bude
(fddové) v procentech, koncentrace za okrajem muze byt prakticky nulova. Nanestésti si tedy
nemiuzeme byt jisti ani fddem spravného vysledku.

Presnost vysledku

Vodu jsme pred méfenim nechali odstat, aby ziskala teplotu okolniho vzduchu a aby teplota
béhem experimentu byla konstantni. Vyjimkou je méfeni pfi 4 °C, které jsme z technickych
davodu provadéli pri pokojové teploté okolniho vzduchu. Tento fakt mohl mit negativni vliv na
presnost méreni.

Chyby méfeni by pravdépodobné bylo mozné snizit Setrnéjsim davkovanim barvy do vody
(napf. pipetovanim). Pro lepsi ovéfeni zdvislosti (J) by také bylo vhodné provést méfeni ve
vétsim rozsahu teplot.
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Obr. 6: Zavislost difuzniho koeficientu na teploté.

Graf E zobrazuje zavislost D(T'), jez by méla podle (E) byt linedrni a rostouci. Takovou zavis-
lost ovSsem ani podle fitu, ani vizudlné nepozorujeme. Smérnice mé dokonce $patné znaménko.
Chyby méfeni jsou znacné a pouhym okem v grafu vidime, ze presnost takového vysledku je
diskutabilni.

Srovejme jesté vysledky s teoretickymi hodnotami ze vztahu (E) Neznéme sice polomér
Castic r, ale ostatni hodnoty jsou snadno dohledatelné; teplotu volme napiiklad T = 300 K.
Pak 23 19

D— kT ~ 1,4-107*° - 300 ~ 2,4-10" '
6mnr 6m-9-10—4r r

Vidime, e aby difuzni konstanta méla ndmi naméfené hodnoty (v fadu 10~°), pak by polomér
molekul barvy musel byt fadové 107 m, coz je bohuZel o nékolik f4di méné, nez je polomér
jediného atomu. Mirné nas muze uklidnit diskuse parametru C vyse a z ni vyplyvajici fakt, ze
C muze byt fddové nizsi nez ndmi zvolend hodnota C = 2. Vysledek tedy pravdépodobné neni
vzdalen priliS mnoho fadt od skutec¢nosti, nicméné nic blizsiho fict nedokazeme.

Zavér
Thomas A. Edison jednou fekl: I have not failed. I've just found 10000 ways that won’t work.
(Neselhal jsem, jen jsem objevil 10 000 zpisobi, které nefunguji.)

My jsme pravé objevili jeden zpusob, jak nezméfit spolehlivé difuzni konstantu.
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Poznamka ke ziskanym FeSenim

V fesenich nalézdme pozoruhodny rozptyl hodnot difuznich konstant, celkové ¢ini asi deset
radi. Do této skutecnosti se ziejmé promitla i slozitost teorie — Casto dochazelo k zdménam
stredniho kvadratického posunuti jedné céstice, pres které lze difuzni konstantu pocitat mikro-
skopicky, a poloméru barevné skvrny, jenz je s difuzni konstantou svidzan jinym vztahem nez
mikroskopické velic¢ina.

Martin Vanék
martin@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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