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Uvodem
Milé fesitelky, mili Fesitelé,

je to tu, posledni série 34. ro¢niku FYKOSu!

A co ze jsme si to pro vas pripravili? Rozebereme si pohyb krasobruslarky pfi pirueté,
pokusime se urcit stabilni polohu matematického kyvadla, ale také prodlouzeni homogenni
pruziny.

V experimentélni tdloze si zahrajeme na nesiky, ktefi vylévaji sklenicky s vodou (nékterf
experti naopak upfednostiiuji misticky s mlékem). Posledni dil leto$niho seridlu se bude zabyvat
zejména, polarizaci.

Zéavérem bychom vam chtéli moc podékovat za krasny, avSak netradi¢ni 34. ro¢nik FYKOSu.
Vérime, ze se opét shleddme piisti skolni rok a néktefi z vas tfeba rozsifi nase rady. A ted uz
jen pohodové ukoncéeni skolniho roku a huréd na prazdniny!

Organizdtori

Zadani VI. série

Termin uploadu: 4. 5. 2021 23.59
Termin odeslani: 3. 5. 2021

Uloha VI.1 ... krasobruslaika 3 body

Uvazujme krasobruslarku s rozpazenyma rukama, tocici se ihlovou rychlosti w kolem své osy.
Jakou tihlovou rychlosti w’ se bude toéit, pokud ptipazi? Jakou praci musi vykonat, aby p¥ipa-
zila? Tvar krasobruslarky aproximujte dle svého uvéazeni.

Uloha VI.2 ... rotujici kyvadélko 3 body

Méjme matematické kyvadlo délky [ se zdvazim o hmotnosti m v tthovém poli se zrychlenim g.
Kyvadélko uvedeme do rotacniho pohybu okolo svislé osy s konstantni tthlovou rychlosti w.
Urcete stabilni polohy kyvadla. Vysledek vyjadifete pomoci tihlu od svislice.

Uloha VL.3 ... tfikrat a dost 5 bodi

Usek silnice o délce a = 2,8km za¢ing semaforem s periodou T, na kterém signél zeleného
svétla trva po dobu t1 = 79s. Na konci tohoto tiseku je druhy semafor se stejnou periodou, ale
délka trvani téhoz signdlu je pro néj to = 53s. Na obou semaforech se zelené svétlo rozsviti
vzdy ve stejny okamzik. Spoéitejte, za jak dlouho prumérné piejedete cely tsek silnice (véetné
¢ekéni na semaforech), pokud se pii jizdé pohybujete rychlosti v = 60km-h~*. Cas potfebny
na rozjezdy a brzdéni zanedbejte.

Uloha VI.4 ... spat¥il jsem kometu 8 bodu

Dlouhoperiodické a neperiodické komety za¢nou vyvrhovat plyn zpravidla pfi prekroceni drahy
Saturnu. Do té doby se pro pozorovatele na Zemi jevi jen jako malé kusy skal, a jsou tedy témér
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nepozorovatelné. Uvazujte kometu se vzdalenosti v ptisluni rovnou ¢ = 0,5au a odhadnéte, za
jak dlouho od okamziku, kdy prekonad drahu Saturnu, poprvé pirekroc¢i drahu Zemé. Trajektorie
komety ma excentricitu velmi blizko jedné.

Uloha VL5 ... t&7ka pruZina 9 bodt

Méjme homogenni pruzinu s tuhosti k a hmotnosti m, jejiz sitka je zanedbatelnd vuci jeji
délce. Pruzinu uchytime na jednom konci tak, aby kolem né&j mohla rotovat, a nasledné ji
roztoc¢ime tthlovou rychlosti w. Kolikrat se tato pruzina pti rotaci prodlouzi? Vliv tithového pole
neuvazujte.

Uloha VL.P ... nebezpeéndjsi korona 10 bodt

Dojde-li k vyronu koronalni hmoty ze Slunce, zacne se tato hmota velkou rychlosti sitit pro-
storem. Nékdy muze zasdhnout Zemi a ovlivnit jeji magnetické pole. Odhadnéte, jak velké
elektrické proudy by mohl takovy vyron generovat na Zemi v siti elektrického vedeni. Na ja-
kych parametrech to zavisi? Okomentujte, jaké by méla takovd udédlost dopady na lidskou
civilizaci.

Uloha VLE ... rozlita sklenic¢ka 12 bodu

Vezméte si sklenicku, plechovku ¢i jinou vilcové symetrickou nadobu a zmétte zavislost thlu né-
klonu, pri kterém se prevrhne, na mnozstvi vody uvniti. Doporucujeme pouzit ndadobu s vétsim
pomérem vysky ku priaméru podstavy.

Uloha VL.S ... nabiti struna 10 bodt

Uvazujte napnutou strunu o délkové hustoté p, kterd je navic rovnomérné nabitd s délkovou
nabojovou hustotou . Napéti ve struné je T'. Struna se nachdzi v magnetickém poli o konstant-
ni velikosti B, jez je ve sméru struny v rovnovazné poloze. Vasim tikolem bude popsat nékolik
aspektt kmitani této struny. Nejprve bude tfeba sestrojit vlnovou rovnici. Zanedbejte indukéni
efekty (predpokladejte, ze struna je perfektné izolujici, a tedy nédbojovd hustota zstédva kon-
stantni) a urcete Lorentzovu silu na jednotku délky pro malé oscilace struny v obou smérech
kolmych na smér jejiho napnuti. Tuto silu pouzijte pro sestaveni vlnové rovnice (ta ddle obsa-
huje silu plynouci z napéti struny). Provedte fourierovskou substituci a uréete disperzni vztah

v aproximaci malého pole B; konkrétné uvazujte ¢leny do prvniho fadu v § = : \A/JELT < 1, kde k
P

je vlnové cislo. Urcete dva polarizacni vektory, tentokrat pouze do nultého radu v S.
Nyni predpokladejte, ze v urcitém misté struny vytvorime vinu, ktera bude oscilovat pouze
v jednom sméru. V jaké vzdalenosti od ptivodniho bodu bude vina stocena o devadesat stupni?




Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXIV ¢islo 6/7

Reseni’ V. série

Uloha V.1 ... naboj Zemé 3 body; (chybf statistiky)
Jaky celkovy naboj by musela mit Zemé, aby elektrony blizko jejtho povrchu odlétavaly pryc?
Jak by se tento ndboj lisil pro protony? Karel md rdad planetdrni tlohy.

Elektron blizko povrchu Zemé je pritahovan gravitacni silou

meM@
2 7
REB

F,=G

kde G = 6,67 - 107" m3 kg~ '-s7? je gravitacni konstanta, me. = 9,11 - 1073 kg hmotnost
elektronu, Mg = 5,97 - 10%* kg hmotnost Zemé a Rg = 6,37 - 10° m polomér Zemé. Odstiedivou
silu nemusime uvazovat, i kdyz Zemé rotuje, protoze jeji vliv je mensi nez 1% gravitacni sily.

Aby &éstice zacala stoupat, pak je potieba, aby elektrickd sila (Coulombova) byla vySsi nez
gravitacni, tedy

FC ngv
iquQ@ 2 Gmejy@ 7
ine B2 R
Me . .
Qe <4reGZ® = 95.1077C,

kde ¢ = 8,85-10712 F-m ™! je permitivita prost¥edi, kterd je ve vzduchu velice blizka permitivité
vakua, ge = —e = —1,602 - 107 *° C néboj elektronu (jeden zaporny elementarni néboj) a Qg je
hledany nédboj Zemé. Protoze jsme délili zdpornym ¢e, znaménko v nerovnici se otocilo. Pro
elektron nam vyslo, Ze pokud by Zemé méla naboj —2,5 - 1077 C, pak by se na ni elektrony
neudrzely a ,utikaly* by ndm do vesmiru. Jde o minimélni ndboj, co se absolutni hodnoty tyce.
Pokud bude jesté vétsi (absolutné) zdporny naboj, tak budou elektrony ulétdvat jesté snadnéji

(rychleji).
Podivejme se na variantu tlohy pro protony. Ve vysledku sta¢i nahradit hmotnost elektronu
hmotnosti protonu m, = 1,67 - 10727 kg, ndboj elektronu za naboj protonu g, = —g. = +e

a opét otocit nerovnost. Dostavame vysledek
Mg . _
Qs zma% ~46-107*C.

Néboj Zemé by musel byt zhruba 1800krat vétsi a opacného znaménka, aby od ni odlétavaly
protony, pokud situaci srovname s elektrony. Dalsi zajimavé porovnani by mohlo byt s autoba-
terii. Typicka autobaterie méa kapacitu fadové 70 Ah, coz pti plném nabiti odpovida 250 000 C.
Nejde sice o dokonalou analogii a neni to ,,odhaleny naboj“, jako by to bylo u Zemé, ale jde spise
o potencidl toho, kolik ndboje ndm umozni baterie diky chemickym reakcim prenést elektrickym
obvodem.

Vidime, ze Zemé musi byt jako celek relativné dobre neutralni. I kdyz k tomu bychom mohli
dojit logickou uvahou. Pokud by totiz celkovy naboj Zemé stacil na to, aby néjaky typ castic
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odlétéval, tak by prichdzela o ndboj tohoto znaménka odlétanim téchto Casti, az by se jeji
celkovy naboj opét vratil priblizné do neutralni stavu.
Karel Kolar
karel@fykos.cz@fykos.cz

Uloha V.2 ... retardovany Jupiter 3 body; (chybi statistiky)

Siderickd perioda Jupiteru ¢inf priblizné 11,9 roku, rychlost svétla je 3 - 103 m-s™', vzdjemnou
vzdélenost Zemé a Slunce piedpokldejte rovnu 150 - 10° m. Pomoci téchto veli¢in odhadnéte,
jak dlouho poleti svétlo z Jupiteru na Zem, jestlize se Jupiter nachdzi na misté, na které se
z opozice dostane za jednu ¢tvrtinu synodické periody.

Vasek si vzpommnél na observace Oleho Rgmera.

Pti opozici se nachazeji Slunce, Zemé a Jupiter na jedné primce a po ¢tvrtiné synodické periody

budou tvorit vrcholy pravoihlého trojihelniku s preponou Zemé-Jupiter. Vzdalenost Jupiteru
od Slunce je podle tretiho Keplerova zdkona

o —a (ﬁ)%
J — az TZ 5

kde T jsou periody obéhu planet. Vzdalenost Jupiteru a Zemé pak spocitdme podle Pythagorovy

véty jako
l=+/a2+d3.

Svétlo tuto vzdélenost urazi za cas

t= -
c

a po dosazeni dostédvame

4 4
1 Ty\ 3 az, Ty\ 3
C az TZ * CLZ C TZ *

Pti poditani s hodnotami ze zaddni vychézi ¢iselné ¢ = 44 min.

Veronika Hendrychovd
vercah@fykos.cz@fykos.cz

Uloha V.3 ... nedobrovolné breatharianstvi 6 bod; (chybi statistiky)

Lukés si chtél uvafit veceri. Postavil hrnec na plotnu, ale zapomnél do néj ddt vodu (nebo
cokoliv jiného). Teplota hrnce a vzduchu uvniti néj se ustélila na 100 °C (neptejte se, jak se to
bez vody podarilo). Lukés si zdhy svoji chybu uvédomil a hrnec z plotny sundal, po vychladnuti
na pokojovou teplotu z néj ale nedokazal sejmout poklici o plose S a hmotnosti m. Spocitejte,
Jjakou silou poklice na hrnci drzela, pokud ji tam Lukas dal

1. tésné pred sundanim z plotny,

2. pred zacatkem pripravy vecere.
Predpokladejte, ze vzduch se chova jako idedlni plyn. Lukds a jeho kulindrské uménd.
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Poklice poloZena pred koncem varu

Poklice drzi diky rozdilu tlak vné a uvniti hrnce. Tésné pred polozenim poklice méa vzduch
v hrnci atmosféricky tlak p; = pa a teplotu T3 = 100 °C. Objem ani pocet ¢astic se pri chladnuti
neméni, jde o izochoricky déj. Po vychladnuti na pokojovou teplotu 7o ma tlak

—p 2
P2 =p1 T, .
Poklice tedy drzi silou
T
F:S(pa—pg):Spa(l——Q> .
T

Poklice poloZena pred zacatkem varu

V tomto pripadé bude tlak pred zacatkem chladnuti jiny, nebot poklice svoji vahou v hrnci
udrzi pretlak pouze

P1 = Pa + % .
Vzduch pak opét chladne izochorickym déjem do vysledného tlaku
I ( @) I
prplTlf Da + S )T
Poklice nyni bude drzet silou
o . T Ty
F =8 (pa—p2) = Spa (1 Tl) mng .

Tento vztah ale plati pouze za predpokladu, ze pretlak, ktery ohratim vzduchu uvnitt hrnce
vznikne, bude vétsi nez hodnota, kterou udrzi poklice. Potom ¢ast vzduchu unikne a tlak se
ustali na hodnoté, kterou jsme odvodili vyse. Tim dostavame podminku

Spa (Tl )
m < ——1).
=74 T

Pokud nebude splnéna, poklice se viibec nepfilepi.

Lukds Timko
lukast@fykos.cz@fykos.cz

Uloha V.4 ... perioda velkych kmiti 7 bodi; (chybi statistiky)

Uvazujme dvé poloroviny, které sviraji tihel 2¢p < n. Umistime je v !
tak, aby jejich spolecnéd primka byla vodorovna a jejich rovina syme-
trie byla svisla, takze vytvori jakési udoli. Nasledné vezmeme hmot-
ny bod a z vysky h nad spolecnou primkou jej hodime rychlosti v
ve vodorovném smeéru tak, aby zacal konat periodicky pohyb jako
na obrazku. Jak velkou rychlosti ho musime hodit? Predpokladejte
dokonale pruzné odrazy od polorovin.
Legolase uz nudi periody malgjch kmiti.

Budeme hladat symetrické rieSenie — cize hmotny bod bude behat po jednej parabole. Jej
vrchol je zrejme na ose, ¢ize rychlost, ktorou ho mame hodit bude mat nulovi zlozku v smere y.
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Zaroven bude treba, aby v = v, = Kkonst, ¢ize nds hmotny bod musi na polrovinu dopadnut
vzdy kolmo. Splnme teda tieto podmienky.
Suradnice hmotného bodu v ¢ase ¢t od hodenia budua

T =0t,
1
=h— gt
Y 29 )

kde sme pociatok umiestnili do spolo¢nej priamky rovin. V tejto stistave budi stiradnice polro-
viny leziacej v prvom kvadrante spliat

ytgp =x.

Dosadime a dostavame kvadratickt rovnicu pre ¢as dopadu

1
0= §gtitgnp+vtd —htgo,

/ 2
L= v 1+2ghtg<p_1
gtgy v?

No a ako sme uz spominali, tak v tomto case musi byt vektor rychlosti kolmy na polrovinu.
Symbolicky

ktorej kladny koren je

vy (ta)l
t = —
gp 0

Rychlost v smere y bude v, (t) = —gt. Podosddzame

v 2gh tg?
vtgp = gta = — \/1+972g¢_1
tgp v

2gh
2+1tg2p

a vyjadrime

Co je zjavne rychlost, ktorou musime na$ hmotny bod hodit (a teda odpoved na otdzku zo
zadania).

Ak chceme spocitat periddu, tak to stac¢i dosadit spat do vztahu pre tq a vyuzit fakt, ze je
to presne Stvrtina periédy

2
T—tty= 2 (J1p2hiee ) _y [2h 8o
gtge v 9 \/2+tg2y

Vidime, ze pre ¢ — 0 ide T — 0, ¢o celkom ddva zmysel. Zaroven pre ¢ — ©/2 by sme cakali,
ze aj v — 0 a pohyb bude ¢im dalej, tym viac pripominat volny pad, odraz spéit, volny pad na
opacnu polrovinu a odraz spéat, ¢ize limita T — 44/2h/g presne sedi.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz@fykos.cz
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Uloha V.5 ... rheonomni katapult 10 bodi; (chybi statistiky)

Meéjme tenkou obdélnikovou desku, kterd se otaci kolem své horizontdlné orientované hrany
konstantni iihlovou rychlosti. V okamziku, kdy se deska nachazi ve vodorovné poloze a otaci se
smérem nahoru, na ni umistime maly kvadrik tak, aby se vzhledem k ni zpocatku nepohyboval.
Jak se bude kvddrik po desce pohybovat, jestlize je treni mezi obéma télesy nulové? Kam
musime kvadrik na zacatku umistit, aby z desky vyletél po ¢tvrtiné otacky desky? Diskutujte
dale vsechny potrebné predpoklady, které pro to musi byt splnény.
Bonus Jaky vykon dodava deska kvadriku a jakou celkovou praci na ném vykona?

Vaska uz omrzely priklady na skleronomni vazby, tak prisel s vazbou rheonomni.

Odvozeni pohybovych rovnic

Jednd se o mechanickou tdlohu s vazbou, nebof maly kvadiitk mtzeme aproximovat hmotnym
bodem vazaného na desku do okamziku, kdy z ni vyleti. Deska pusobi na kvadiik jako vazba
z4visld na Case, tj. rheonomni vazba (odtud ndzev tlohy). Vazba nezdvisld na dase se nazyva
skleronomni. Pohyb kvadriku nalezneme vyfesenim pohybovych rovnic. Nejdrive vsak potrebu-
jeme zvolit soufadnice. Problém je efektivné dvourozmeérny, protoze se kvadiik bude pohybovat
po desce ve sméru kolmém k ose otdcCeni a také se bude otdcet spolecné s deskou. Staci ndm
proto zvolit dvé kartézské souradnice x, y s pocatkem na ose otaceni. Déale si zavedeme dru-
hou sadu soutradnic, a to polarni souradnice 7, ¢. Souradnice r méii vzdalenost od osy otaceni
a thel ¢ méri orientovany thel sevieny spojnici pocatku a daného bodu s kladnou poloosou z,
jak je vidét na obrazku [l|. Transformacni vztahy z polarnich do kartézskych soutradnic jsou

T=TCcosp, (1)
Y

Pohyb kvadiiku v zévislosti na ¢ase ¢ je pak dén funkcemi z = z(t) a y = y(¢), resp. funk-
cemi r = r(t) a ¢ = p(t). Nachdzi-li se kvdditk na desce, je soufadnice ¢ kvadiiku totozna
s thlem natoceni desky, pro ktery ze zadéani plati ¢(t) = wt, kde w > 0 je konstantni velikost
thlové rychlosti. Kartézské souradnice x a y generuji vektorova pole e, a e,. To jsou tecné
vektory k soufadnicovym ¢ardm y = konst a x = konst majici jednotkovou velikost. Vektor
rychlosti v kvadriku pak je

rsing. (2)

v(t) = 2(t)es +y(t) ey,
kde tecka znadi (totalni) ¢asovou derivaci. C‘asvovou zavislost zduraznénou v kulatych zavorkach
budeme c¢asto pro prehlednost vynechévat. Casovou derivaci vektoru rychlosti v dostaneme
zrychleni kvadriku
a=de; + jey. (3)
Poznamenejme, ze jsme vyuzili faktu, ze se vektor e, (jeho velikost i smér) podél trajektorie
kvadiiku neméni (podobné i vektor e, ), neboli

6 — de,

ST ode

Nyni vyuzijeme transformacni vztahy (E) a (E)7 do kterych dosadime konkrétni souradnice
kvadiiku a rovnice (totdlné) zderivujeme podle ¢asu ¢, ¢imz dostaneme

=0.

T =1rcosp—rpsing,

y=1rsinp+rocosy.
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Obr. 1: Kartézské a polarni souradnice.

Dalsi ¢asovou derivaci ziskdme
T =1Tcosp—2rpsine —rgsingp — rapz cos p,
g =7sinp+ 2rpcosp + rycosp — r¢2 sin .
Tyto rovnice dosadime do vztahu (E), ¢imz dostaneme zrychleni ve tvaru
a= (i‘coscp — 2rpsing —rgsingp — rgbZ cosgp) e: +
+ (r sin ¢ 4 27 cos @ + r@ cos @ — 1 sin np) ey. (4)

Celkova sila F pusobici na kviadiik je ddna souctem reakce N desky na kvadriik a tihové
sily mg, neboli
F=N+mg=—(Nsing)e; + (Ncosp —mg) ey, (5)

kde N je (orientovand) velikost reakce N, m je hmotnost a g je velikost tihového zrychleni.
Druhy Newtonliv pohybovy zdkon lze matematicky vyjddrit ve tvaru F = ma. Z rovnic (H)
a (f) potom dostavdme pohybové rovnice

—Nsinc,p:m(Fcosgp—27*<,bsincp—r¢'zsin<p—rgb2cos<p) , (6)
Ncosp —mg=m (ﬁsingp + 27 cos @ + 1@ cos p — sincp) . (7)
Jedn4 se o soustavu dvou obyéejnych diferencidlnich rovnic se tfemi nezndmymi funkcemi r(¢),
o(t) a N(t). Nezapomenme vsak, ze jesté madme zadén pohyb desky (a tedy i jednu soufadnici
kvadifku) ¢(t) = wt. Jesté pred tim, nez dosadime () = wt, upravime soustavu rovnic (ff) a ([1)
do jednodussi podoby. Rovnici (ff) vyndsobime (sin ¢) /m a rovnici (J]) vyndsobime (cos ¢) /m,
¢imz dostaneme
N .o .. L2 L2 .2 .
——sin” ¢ = fsinpcosp — 2r@sin” ¢ — r@sin” p — re” sing cos
m
N 2 o .. 2 . 2 .2 .
— cos” p — geosp = Fsinpcosp + 2rpcos” p + r@cos” p — T sinpcos g .
m

Nyni odecteme prvni rovnici od druhé

N
%fgcosga:%ngrrgb. (8)
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Tuto rovnici vynasobime sin ¢ a seCteme ji s rovnici (E) vydélenou m. Vysledek této operace
jesté vydélime cos ¢ a dostaneme

—gsinap:?'“'—rgf. (9)

Soustavu rovnic (E) a (H) jsme tak zjednodusili na soustavu rovnic (E) a (a) K nalezeni po-
hybovych rovnic v takto jednoduchém tvaru bylo potfeba s rovnicemi manipulovat zptsobem,
ktery nemusi byt na prvni pohled zrejmy. Ukazeme si proto alternativni postup jejich odvoze-
ni. Na misto vektorové béze (e, e,) budeme pracovat s bzl (e,,e,). Bude to sice vyzadovat
jisté matematické operace navic, za to vsak dostaneme pohybové rovnice piimo v jednoduchém
tvaru.

Alternativni odvozeni pohybovych rovnic

Poloha kvidiiku je tedy dédna funkcemi r = r(t) a ¢ = ¢(t). Vektor rychlosti je proto roven

dr 0  dy @

V=——+——— =70, +©8,, 10

at or T dt o e (10)

kde % = 0., resp. % = 0, jsou vektory tecné k souradnicovym ¢aram ¢ = konst, resp. r =

= konst. Vektory 8, jsou normalizované na jednotku (82 = 8, - 8, = 1) a proto jsou v kazdém
bodé shodné s jednotkovym vektorem e, miticim v radidlnim sméru, t;.

0, =e,.

Vektory 0, mifici v tangencidlnim sméru vSak uz nejsou normalizované na jednotku, ne-
bot Bi =0,-0, = r2. Misto nich proto budeme pouzivat normalizované vektory €,, pro
které v kazdém bodé plati

0, =re,.

Rychlost v z rovnice (@) prepiSeme do tvaru

dr de
v=—e,+r—e 11

dt T dt L2} ( )
ve kterém rozeznavame clen odpovidajici radidlni rychlosti a ¢len odpovidajici tangencialni
rychlosti. Zrychleni kvadriku a ziskame totalni casovou derivaci vektoru rychlosti v. Ted ovSem
musime byt obezfetni. Bazové vektory na pravé strané rovnice ([L1l) jsou zavislé na dase ¢,
protoze se vycisluji v bodech, které odpovidaji poloze kvadiiku v daném case. Totalni casovou
derivaci rovnice (E) dostaneme
d?r dr de, drde d?p dep de,

er+ — + = e, +r——Fe, +r— . (12)

a7 a2 dt at | dt dt di2 dt dt

Casovou zménu béazovych vektoru podél trajektorie vyjadiime pomoci zmény bazovych vektoru
v soufadnicovych smérech a pomoci casové zmény souradnic polohy kvadiiku, neboli aplikujeme
pravidlo o derivaci slozené funkce na vektory

de, _ Ode,  drde,  dypJe,
dt ot dt Or  dt dp’
de, Je,  drde dep de,

et 2 Pk ) —_r
& o Tator Tt dp (14)

(13)
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Parcidlni derivace obou bazovych vektoru podle ¢asu jsou nulové, nebot v pevné poloze neza-
vis{ bazové vektory na Case. Zacneme se ¢lenem de,/dp. neboli se zménou vektoru e, podél
soutadnice ¢. K nalezen{ vysledku ndm pomtize obrazek fl. V bodé o soutadnicich (r, ¢) méme
vektor e (r, ¢) a v bodé pootodeném o maly thel 6 mame vektor e, (r, ¢ + d¢). Vzhledem k to-
mu, ze sméfujeme k derivaci, chceme od sebe tyto vektory odecist. Umime vSak odecitat pouze
vektory v jednom bodgé, a proto vektor e, (r, ¢ + d¢) paralelné pfeneseme z bodu (r, ¢ + dp) do
bodu (r, @) a ziskdme tak novy vektor e,(r, ¢ + 6p)". V bodé (r, ) uz je dobie definovany roz-
dil e (r, 0 + 3¢)’ — e,(r,¢). Jeho vysledkem je vektor, jeho# velikost je 2sin(dep/2). Budeme-li
thel d¢p limitné zmensovat k nule, dostaneme vektor mitici ve sméru e, (r, ¢). Zdroven pro malé
uhly d¢p plati pfiblizeni 2sin(dp/2) ~ dp, proto celkové dostaviame

Der(r,p) _ 1. er(rp+09) —er(r,¢)
dp  se—0 dp

= etp(rv 90) :

Zjednodusené zapsano jsme ziskali
e,

=e,.
dp s

Se ¢lenem Oe,, /Oy budeme postupovat opét s pomoci obrizku E Postup je analogicky, a proto

ho ponechdme bez slovniho komentatre. Vysledkem je vztah

ey

Oy

= —e,.

Vybaveni zkusenostmi z piikladd vyse jiz snadno nahlédneme, Ze nésledujici parcidlni derivace
jsou nulové

Oe, 0= Oe,
or or
Pro totalni ¢asové derivace bézovych vektoru (rovnice (@) a (@)) tak dostavame
de, dp
at — ar e
dep _ _de
dt dt

er(r, o +6p) —e(r,¢)

Obr. 2: Odvozeni parcidlnich derivaci bazovych vektora v polarnich souradnicich.

10
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Na zakladé predchozich vypoctu se ndm rovnice (@) pro zrychleni a zjednodusi na
a=(i—rp?) e, + (g +rd)e,.

Jednd se o obecny tvar zrychleni pri pohybu v roviné vyjadieny v polarnich soutadnicich. Jako
cviceni se miizete sami pokusit interpretovat kazdy jednotlivy ¢len na pravé strané. Vyslednou
silu F' pusobici na kvadrik lze zapsat ve tvaru

F=—(mgsinp)e, + (N —mgcosp)e,.

7 druhého Newtonova pohybového zdkona pak dostédvame soustavu pohybovych rovnic pfimo
v jednoduché formé — rovnice (§) a (H)-
Reseni pohybovych rovnic
Pokrac¢ujeme v hleddni pohybu kvadiiku. Ze zadéni zndme pohyb desky a tedy soutradnici
kvadiiku ¢ = wt. Dosazenim do pohybovych rovnic (§) a () dostaneme

N

— — gcoswt = 2wr, (15)

m

—gsinwt = — w’r. (16)

Rovnice (@) je sama o sobé nehomogennf linedrni obyéejnou diferencidlni rovnici druhého rédu
pro funkci 7(t). Jeji feSeni se skladd z homogenniho a partikuldarniho feSeni. Homogenni feseni
hleddme ve tvaru

ru(t) = Ae*’ + Be ",

kde A, B jsou konstanty. Pomoci prevodnich vztahi mezi exponencidlou a hyperbolickymi
funkcemi jej muzeme piepsat do (pro nasledujici vypocty) vyhodnéjsi podoby

ru(t) = asinhwt + beosh wt

kde a, b jsou konstanty. Partikuldrnim fesenim je napriklad

)

re(t) = 57 sinwt .
Tim jsme nasli obecné feSeni
r(t) = ru(t) + rp(t) = asinhwt + bcosh wt + 2’% sinwt, (17)
w
odkud pro prvni ¢asovou derivaci ziskame
(T
) = acoshwt + bsinhwt + =L coswt . (18)
w 2w?

Oznaéme pocdteéni vzdalenost od osy otdceni ro = r(0). Ze zadan{ vyplyva, ze kvadiik se po
desce ze zacatku nepohybuje, neboli 7(0) = 0. Dosazenim pocateénich podminek do rovnic (@)
a ([L§) dostaneme
g
=b, 0= . 19
To a + 2w2 ( )

Pohyb po desce je tedy dan rovnici

r(t) = ro coshwt + 2’5 (sinwt — sinh wt) . (20)

11
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Podminka padu kvadriku z desky

Ted nas bude zajimat kam kvadiik umistit, aby z desky vyletél po ¢tvrtiné otacky, kdy ¢ =
= 1/2. To muze nastat dvéma zpusoby. Na kvadiik pusobi deska pouze tlakovou silou (N > 0),
a proto kvadiik mize odletét od desky v okamziku, kdy tato sila v ¢ase spojité vymizi (N =
= 0). Jednoduse deska nebude dost rychld na to, aby dohonila kvadiik. Druhou moznosti je, ze
kvadrik pravé po ¢tvrtiné otacky dojede na konec desky.

Predpokladdame-li, ze je deska dostatecné dlouhd, vyleti kvadiik z desky v okamziku, kdy
na néj prestane silové pusobit, tj. kdyz bude platit N = 0. Navic, aby kvadiik skutecné odletél,
pozadujeme, aby ¢isté matematicky v tomto bodé prechizelo N do zdpornych hodnot. Fyzi-
kélné korektnéji pozadujeme, aby mélo N v daném okamziku zadpornou c¢asovou derivaci zleva.
Dosazenim nalezeného reSeni (E; do prvni pohybové rovnice (E)) dostaneme

N
N = 2row” sinh wt — g cosh wt + 2g cos wt . (21)
m

Z pozadavku, aby kvadiik vyletél po ¢tvrtiné otacky, mame podminku
0 = 2row’ sinhg — gcoshg = r0= ;ﬁ coth g . (22)

Dostavame tak vyslednou zavislost vzdalenosti kvadiiku od osy otéceni

r(t) = % (coth g cosh wt — sinh wt + sin wt) , (23)
. g T .
r(t) = =— (coth — sinh wt — cosh wt + cos wt) .

2w 2

Vsimnéme si, ze (¢ = n/2) = 0, coZ znamend, ze kvidiik bude vystielen ve vodorovném sméru.
Stéle vsak nemame zaruceno, ze nadm v prubéhu ctvrtotacky neprekmitne N do zdpornych
hodnot. Pro velikost reakce N desky na kvadriik podle rovnice (@) plati

N(b)

= coth = sinhwt — cosh wt + 2 cos wt . (24)
mg 2

Ovéfime si, ze na zacatku (¢ = 0) je N(0) = mg > 0. Pro wt € (0,7/2) se o tom presvédéime
s pomoci grafu fJ. Vidime, Ze funkce je pro wt € (0,7/2) kladnd a ze v bodé wt = n/2 ma
zapornou derivaci, coz lze ukdzat i vypoctem. Plati

1 dN /= yis T LT 1 o T . 27:)
— — | =coth=cosh= —sinh = — 2= h” = —sinh® = ) —2=
mgd(wt)(Q) coth 5 cosh 5 — sinh o Snh (cos 5 —sinh” 3
1
= —F—-2<0,
sinh 3

takze kvadiik od desky skutecné odleti.

Dalsi nutnd podminka proto, aby kvadiik nevyletél diive, je dostatecna délka desky v ra-
didlnim sméru. Jeji minimalni délka lmin musi byt rovna vzdélenosti, do jaké se kvadiik po
¢tvrting otdcce dostane. Dosadime do vztahu (R3) a vyjde ndm

T g T T L T g 1
Iins = ( :f)z—( th = cosh & — sinh = 1):— ). (@5
T\P=g) T g (Ot eoshy memhg 2.2 \ sz © (25)

12
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Délka desky Imin je skutec¢né postacujici, nebot, jak je patrné z grafu 57 v prubéhu celé ¢tvrto-
tacky je 0 < 7(t) < lmin. Poznamenejme jesté, ze kdyby byla deska ptili§ dlouhd, mohla by do
kvadiiku po vystfeleni znovu narazit. Zarizeni by pak tkol katapultu prilis nespliovalo.

1,6

1 L i
lmin -
0,8 |- 2%r(t) /g

N(t) /mg
06 i

04 |- 1

02 | 1

0

e
IS
oo
!

Obr. 3: Funkce N(t) a r(t) béhem prvni ¢tvrtotacky desky.

Podminka druhého zpiisobu padu kvadriku z desky

Podivejme se na situaci, kdy kvadiik dojede po ¢vrtiné otaCky na konec desky, jejiz délku
v radidlnim sméru oznacime [. Dostavime podminku

r<¢:g) =[] =rgcosh = +F(1—smh )

Odtud mame pro pocatecni vzdalenost vztah

I+ 5% (sinh 5 — 1)
cosh

ro =

>0. (26)

Pro dplnost uvedeme plnou zavislost radialni vzdéalenosti na case

I+ 5% (sinh% —1)
cosh 2 cosh wt + 902

9

r(t) = (sinwt — sinh wt) . (27)

13
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Ovsem TfeSeni (ﬁ) neni vzdy smysluplné. Vzhledem ke konecné délce desky musi po celou
¢tvrtotdcku platit r(¢) < I. Pro ¢ = wt € (0,1/2) prepiSeme tuto nerovnost do tvaru

coshp \ » L, T cosh ¢ . .
1- 1> h--1 — sinh 2
< ook ;> > (sm 3 ) cosh £ + (sinp — sinh ¢) , (28)

kde jsme zavedli bezromérny parametr | = 2/w? /g. Hleddme tedy nejmensi hodnotu parame-
tru [, pro ktery je nerovnost splnéna pro viechna ¢ € (0,7/2), coz neni zrovna jednoduché.
Zafneme proto nutnou, avSak ne nutné postacujici, podminkou 7(p = n/2) > 0. Zderivové-
nim (R7) a dosazenim ¢ = n/2 dostaneme

g . e sinh% g b
I+ - (sinh= —1 — L cosh= >0.
( + 2w? (sm 2 )) coshf  2w? cositg = 0

Tuto nerovnost prevedeme ekvivalentnimi dpravami na podminku

1

I>1 .
+ sinh 5

(29)

Zkusme nyni zjistit, zda je nutnd podminka (@) zérovenl postacujici, tj. zda I splitujici (@)
spliiuje také r(t) <. Ptame se tedy, zda je splnéna nerovnost

cosh ¢ 1 ( R > cosh ¢ . ]
1- 1 > h-—1 — (sinh o — ‘
< cosh 3 ) ( + sinh 5 ) = \sn 2 cosh & (sinh ¢ — sin @)

Roznasobenim a dal$imi Gpravami dostaneme

1+ sinh g — sinh g sin ¢ > cosh g cosh ¢ — sinh g sinh ¢ .

Pouzitim souctového vzorce cosh(x 4 y) = coshx coshy + sinh zsinh y a pfi¢tenim sinh F sin ¢
prevedeme nerovnost na tvar

1+ sinhg > cosh(g — gp) + sinh g singp. (30)
Definujme funkci P(p) jako levou stranu této nerovnosti. Jeji maximum na intervalu (0,7/2)
se nachdz{ bud na krajich tohoto intervalu, nebo ve stacionarnich bodech P’ = 0. Derivaci
dostdvdme podminku pro stacionarni body
dpP
P = i = —sinh(g —ga) —i—sinhgcosgo:O.

Tato rovnice ma na hledaném intervalu dvé feseni a sice 0 a m/2. Dosazenim téchto hodnot
do P(p) se presvédéime, ze maximum P je rovno P(n/2) = 1 + sinhn/2. Vidime, Ze nerov-
nost (BJ) je tak splnéna. Zjistili jsme, ze pro

1
sinh 5

I>1+ (31)

je FeSeni pohybu s pocateéni vzdédlenosti ro danou rovnici (@) smysluplné, neboli (@) je po-
stacujici podminkou pro r(t) < I. Vypad4 to tedy tak, ze i v pfipadé druhé moznosti vystteleni

14
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kvadriku existuje pro pevné w minimélni potifebnd délka desky, ktera je shodna s délkou po-
t¥ebnou pro prvni moznost, viz vatah (). Zbyva vSak jesté ovéfit, ze kvadiik neodleti od desky
diive, neboli ze plat{ N(p) > 0. Dosazen{ za rg z rovnice () do (R1)) vede na

N(t) I+ (sinh 3 — 1)

mg cosh T sinh ¢ — coshp +2cos . (32)

A protoze plati (@), musi také platit

N(t)  Ltsinh™' 5+ (sinh 3 —1)

L &
mg cosh 3

sinh ¢ — cosh ¢ +2cosp.

Spolecéné s pozadavkem N (p) > 0 to vede na podminku
coth%sinh(p —coshyp+2cosp > 0.
Pro tuto nerovnost jsme jiz ovérili, Ze je pro vSechna ¢ € (0,7/2) splnéna, viz (@)

Bonus

Dalsim tkolem je zjistit mechanicky vykon P dodévany kvadiiku deskou. Deska ptisobi na
kvadrik silou N, a proto

P=N-v=Ne, - (fre. +r¢e,) = Nrg,

kde jsme vyuzili rovnice (EI) a ortonormality bdzovych vektori. Ke stejnému vztahu muzeme
také dojit z jiného thlu pohledu. Deska pusobi na kvadiitk momentem sily

M =re, X Ne, = Nr (e, X €,)

a kvadiik se otaci s vektorem thlové rychlosti w = ¢ (e, X e,). Vykon P je pak roven

P=M-w=Nr¢p. (33)
V pripadé prvni moznosti vystteleni kvadiiku dosadime ¢ = w, N z rovnice (@) arzrov-
nice (é)7 ¢imz dostaneme vykon
mg? T, T . .
P = s (coth 5 sinh wt — cosh wt + 2 cos wt) (coth 5 cosh wt — sinh wt + sin wt) .
w

Celkova prace W vykonand na kvadiiku je rovna ptirustku mechanické energie kvadriku, tj. souc-
tu prirastku kinetické energie Ey a prirtstku tihové potencidlni energie Fp, neboli

Bu(p=3) - Blo=0)+ B0 =3) ~ Bulp=0) =

w

1
= §m (VQ(QO =1/2) — v2(¢: = 0)) + mglmin -

Za rychlost v dosadime z rovnice (@) a dostaneme
o 1 .2 s 2 2
W = §m = 5 + (Iminw)” — (row)” ) + mglmin -

15
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Nyni za 70 a lmin dosadime z rovnic (@) a (@) a vyuzijeme toho, ze 7(¢ = n/2) = 0, ¢imz
ziskdme hledany vztah pro vykonanou praci

2 2 2
w="49 ( L +1> —coth? & erg( 1 +1>_

Sw? sinh 3 2 2w? \ sinh §

2
mg 3
= — 41 .
2w? (ZSinh;‘ + )
Ke stejnému vysledku lze dojit i pfimou integraci vykonu P. Jedné se vSak o delsi vypocet.

V piipadé druhé moznosti vystreleni kvddiiku dosadime do rovnice (B3) opét ¢ = w, N z rov-
nice (BY) a r z rovnice (R1), ¢imz dostaneme vykon

p_ m92 ) <l+sinh’2‘1
2w

cosh £ sinh ¢ — cosh ¢ + 2 cos cp) .
<Z+ sinh Z — 1

cosh cosh ¢ + sin ¢ — sinh <p> .
2

Celkova prace W vykonana na kvadriku bude rovna
1
W = zm (v2(<p =1/2) —v(p = O)) + mgl.

Dosazenim za rychlost v z rovnice (EI) dostaneme

W = 1m (7”2 (go = E) + (lw)® — (row)2> + mgl.
2 2
Zbyva uz jen dosadit s uzitim rovnice (@) pro r a rovnice (@) pro ro.

Vidclav Mikeska
v.mikeska@fykos.cz@fykos.cz

Uloha V.P ... to nechces 9 bod; (chybi statistiky)

Jisté jste jiz neékdy slyseli, ze skorapka bézného slepiciho vejce dokaze vydrzet i pomeérne velky
tlak. Vysvétlete, jak je to mozné, kdyz je preci velmi snadné vejce rozbit. V jakém sméru
snese skorapka nejvétsi zatizeni? Proc¢ a jak se rozbije, kdyz ji zatizime prilis? Popiste rizné
mechanismy a urcete, ktery je nejpravdépodobnéjsi. Nezapomeiite, Ze se zabyvame skutecnymi,
nikoli idedlnimi vejci. Kde to bude mozné, zkuste sva tvrzeni podporit vypocty.

Napadla Jachyma p7i sledovdni kultovniho ceského filmu.

Uvod
Napriek tomu, ze tato iloha vyzera jednoducho, tak plné rieSenie problému tenkej vrstvy pod
vonkajsim tlakom je velmi komplikované a aj vyrazne zjednodusené modely si za rozsahom
typickej tlohy. Preto sa tu najskor pokusime pouzit relativne jednoduchy 2D model gulovej
skrupiny a pozrieme sa na obmedzenia takéhoto modelu. Najmé sa vSak poktusime pouzit ele-
mentarne fyzikdlne argumenty, kedze takyto postup je omnoho instruktivnejsi ako riesenie
velkej sustavy parcidlnych diferencidlnych rovnic.

Predtym ako za¢neme, predstavme si par zdakladnych konceptov aby sme vSetci boli na
rovnakej vlne.
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Napitie

Napétie alebo stres je veli¢ina popisujica vnutorné sily medzi ¢asticami v materiali. Urcite
poznate napatie v jednoduchych pripadoch, ako napriklad pri zdvazi visiacom na Spagate, ¢o
sposobi normalové napitie v Spagate o = F/A, kde A je obsah prierezu $pagdtu (teda plochy
kolmej na smer pdsobenia sily). Ako moézeme vidiet na tomto jednoduchom pripade, tak napétie
a tlak maja rovnaké jednotky. Kedze sa snazime Spagat natiahnutf, budeme takémuto napétiu
hovorit napétie v tahu [tension]. Ak si naopak predstavime ty¢, ktord ma na vrchu zdvazie,
takdto ty¢ bude v tlaku (kompresii, [compression]). To, Ze sme museli vymenit Spagat za ty¢
ilustruje extrémny pripad ddlezitého faktu: niektoré materialy zvladajt tah inak ako tlak. Dalsia
forma napétia je napétie v strihu, ktoré nastdva ak materidl (alebo jeho cast) je ,fahany“
v dvoch smeroch paralelne k jej povrchu (napriklad pri tahan{ zlepenych papierov od seba alebo
pri strihani, kedy noznice od seba tladia 2 ¢asti materidlu). Rovnako ako predtym definujeme
napitie 6 = F//A, tu ale A znad{ plochu prierezu paralelni so smerom sily (teda v pripade noznic
by tato plocha zdlezala na hribke papiera).

Zatial ¢o pre vécsinu tejto diskusie je porozumenie normélového a strihového napétia posta-
Cujuce, pre 2D model budeme neskér potrebovat kompletnejsi popis pomocou tenzoru napétia.
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Vajcia

Pozrime sa teraz na vlastnosti vajec. Je pomerne rozumné predpokladat, ze vajcia maju valcova
symetriu. Skrupina slepacich vajec ma typicky hrib-
ku (0,3 — 0,4) mm§ vysku priblizne 50 mm a $irku o niedo menej. Pomer priemeru k hriibke
je teda blizko 100.

Skrupina je typ bio-keramického materidlu, ktory je v kuracich vajciach zloZeny z 96 % uhli-
¢itanu vdpenatého, 2 % organickej matrice a malého mnozstva horcika, fosforu a dalsich stopo-
vych prvkov. Vnitornd mikrostruktira je netrividlna a moézeme ju rozdelit radidlne na 5 vrstiev,
v angli¢tine nazyvanych mammillary knob, cone, palisade, vertical crystal layer a cuticle. Viac
detailov a obrizky mikrostruktiry mozete najst v literattire® to co je dolezité pre nas problém
je, ze keramicky material je hlavne z kalcitu, ale so zlozitou vntutornou struktirou.

Konkrétne vlastnosti skrupiny je fazké najst, ale vseobecne vieme, ze keramické materialy
maju typicky vysoky Youngov modulus (sti nepoddajné [stiff]) ale st krehké (brittle) a typicky
slabsie v tahu oproti tlaku (Casto 10x slabsie) kvéli vnatornej Struktire, kde sa defekty ako
trhliny, ktoré koncentruju pnutie, mézu lahko sirit v tahu.

Experimentélne vysledky ukazuju, ze obsah Skrupiny nema vyrazny vplyv na pevnost VajegE
preto budeme vajce povazovat za prazdnu skrupinu.

Vajcia predsa nie su pevné!

Ako vsetci vieme, je jednoduché vajcia rozbit, ale ako hovori zadanie, dokdzu naozaj vydrzat
velky tlak, ak je aplikovany spravne. Aby sme zistili preco, pozrime sa najskoér na rozdiel medzi
situdciami, ked aplikujeme tlak na vajce tym, ze ho napriklad stlicame v jednej ruke a tym,
ze ho buchneme o hranu panvice alebo hodime na zem. Medzi tymito dvomi situdciami si dva
klicové rozdiely, pricom oba prispievaju k rozdielu v odolnosti vajca.

Prvym rozdielom je jednoducho plocha, na ktoru je tlak aplikovany: ak vajce stlac¢ime, sila
sa rozlozi na pomerne velku plochu a vysledny tlak nie je taky velky. V pripade vajca, no aj
akéhokolvek objektu podobného tvaru, je sila rozlozena a to ndm pomdze aj inym spdsobom.
Ked aplikujeme silu, musime uvazovat nad smerom, v ktorom tato sila pdsobi. Ak je ten smer
kolmy na tvar, tak povrch spdsobuje napétie v strihu (shear) a kedze je Skrupina velmi tenk4,
tak toto napéitie bude velmi vysoké, zatial ¢o ak je sila rozlozend, materidl ma viac priestoru
previest toto napétie dovnutra skrupiny, kde dokéze zniest omnoho vyssie napétie.

Ked vajce stlacame, tlak sa aplikuje pomaly a mdzeme ignorovaf dynamické sily a tento
proces mozeme povazovat za izostaticky, tj. Ze stav materidlu mozeme riesit v kazdom momente
samostatne, zatial ¢o ked vajce narazime o hranu, tak aplikujeme silu velmi rychlo a material
nemd Cas aby tieto sily vyrovnal, ¢im sa maximélne napétie v materiali zvysi.

Tak ako silné s vajcia?

Zistili sme, zZe toto je velmi zlozity problém, ale pozrime sa teda na nejaké experimentalne
vysledky. Tiez je mozné pouzit simuldciu pomocou finite element analysis na odhad sily, ale
takdto simulacia nezachyti detaily nedokonalého biologického materialu. Mézeme néjst niekolko

thttps://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/1828051X.2017.1344935

2https://link.springer.com/chapter/10.1007/978-1-4615-3060-2_1 s
https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC4118947/,
https://pubmed.ncbi.nlm.nih.gov/22201802/

Shttps://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC5310731/ (section 3.3)
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¢lankov popisujucich silu skrupiny online, naprikladE hovori, Ze slepacie vajcia dokdzu pri vhod-
nom loadingu pozdlz ich osi odolat velkej sile, ale tiez nasli velkd variabilitu medzi jednotlivymi
vajcami. Vseobecne to vyzerd tak, Ze slepacie vajcia dokazu typicky odolat sile az 700 N.

Médy zlyhania

Ako sa vajcia rozbiju ak tuto silu prekro¢ime? Existuje viacero moznych mechanizmov rozbitia
vajca. To, ktory nastane zavisi od vlastnosti vajca a sposobu ako nan posobf sila.

Strihové zlyhanie

Ako sme uz spomenuli pri pripade rozbitia tiderom do malého miesta, ked strihové napétie
prekro¢i medzu pevnosti materidlu, vajce sa v tomto bode rozbije. Pevnost je tiez znizend
tym, ze takyto tder aplikuje silu velmi rychlo, ¢o vyzaduje velky strain rate aby tato silu
vykompenzoval.

V pripade, Ze je sila rozlozenad a posobi v smere osi vajca, je situdcia zlozitejsia a moznych
moédov zlyhania je viac.

Buckling

Mozno pozndte situdciu bucklingu (,vypulenia®) Eulerovej tyce, ¢o je pripad ked stla¢ame tyé
pozdiéne az sa stane mechanicky nestabilnou a ,vypiuli“ sa do jedného smeru. Asi si viete
predstavit, alebo ste mozno aj videli hracky z tenkého plastu, kde tato situdcia nastava na
tenkom zakrivenom materidli. KedZe ale keramicky material vajca nie je velmi flexibilny, tento
mod je nepravdepodobny.

Tah na vnitornom povrchu

Ked ohybame struktiru konec¢nej hrubky, napétie pdsobi na opac¢nych stranach v opac¢nom
smere (predstavte si ohnutd ty¢), materidl je v tahu na vonkajSom povrchu a v kompresii na
vndtornom povrchu (vnutorny a vonkajsi v smere ohybu). Na to aby materidl kompenzoval
stres, aj ked ma velky Youngov modul, tak sa vzdy mus{ mierne zdeformovat (Hookov zdkon),
¢o v pripade vajca znamend, ze sa povrch mierne prehne smerom dnu voc¢i pévodnému tvaru,
¢o vedie k tahu na vnitornom povrchu vajca a ku kompresii na jeho vonkajsom povrchu. Kedze
keramicky materidl vajca je vyrazne slabsi v fahu, tak na vnatornom povrchu méze dojst
k praskline, ktord sa bude sirif. Toto sa zda byt ¢asty moéd zlyhania¥ ale v zavislosti na spdsobe
aplikovania, tlak nemusi vzdy viest k Uplnému zlyhaniu. Vrch vajca praskne, zdeformuje sa,
¢im sa bude sila efektivne prendsat na zvySok Skrupiny, ktord potom prezije vyssi tlak (ak sa
trhlina nedostane aj na ttito ¢ast skrupiny).

Hoop tension

Ked aplikujeme kompresiu pozdii osi, indukujeme tah pozdii rovnobeziek na povrchu. Toto
je pomerne intuitivny vysledok: predstavte si ako sily pdsobia pozdii poludnikov, kedze sa
poludniky na guli aj na vajci rozchadzaji kvoli zakriveniu povrchu, vznikne sila posobiaca pozdiz
rovnobeziek, tahové napétie je preto potrebné pozdii rovnobeziek aby sa vajce neroztrhlo.
Ak toto napétie prekroc¢i pevnost vajca, vajce sa roztrhne. Toto napétie posobi na velkom

“https://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC5310731/
5 attps://www.tandfonline.com/doi/abs/10.1080/00071666708415678
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povrchu, ¢o ako uvidime neskdér hré znacnd rolu. Toto je typicky moéd zlyhania v niektorych
experimentocht

2D model

Skusme teraz vytvorit zjednoduseny 2D model skrupiny. Budeme hovorit o gulovej Skrupine (aj
ked ako uvidite rieSenie pre lubovolni rotéciu skrupiny je prakticky rovnaké).

Nasledujuca sekcia je pomerne zlozita a rozhodne nebola potrebnd na ziskanie plného poctu
bodov, je tu len pre citatela so zdujmom.

Cauchyho tenzor napétia

Vseobecne moze stres v materidli byt v Ilubovolnom smere, a teda jednoduchy popis aky sme
pouzivali vyssie ndm tu nebude stacit. Kedze sila pésobiaca na rovinu v materidli bude zavi-
siet na orientacii tejto roviny, potrebujeme popis, ktory ndm d& silu posobiacu na Ifubovolnia
rovinu definovanu jej normélovym vektorom, a teda potrebujeme mapu z vektoru na vektor,
¢o je tenzor. Zatial Co tenzory sa zo zacCiatku moézu zdat desivé, tu nepotrebujeme nic zlozité,
jednoducho ho pouzijeme ako maticu.

Tenzor plne popisujici napéatie v materidli sa nazyva Cauchy stress tensor. Jeho komponenty
v Kartézskych suradniciach m6zeme jednoducho vycitat z predoslej diskusie. Chceme maticu o
takud, aby ked ju aplikujeme na normalovy vektor k rovine n, dostaneme silu, ktora pésobi na
tito rovinu (T = n- o). Vieme, ze normélové napétia o4, oy, 0, posobia na roviny kolmé na x,
y, z osi v smere pozdl# tychto os (napr. oy posobi pozdlz = na yz rovinu). Akykolvek strih
posobi v kolmych rovinach, a teda tu neprispieva. Takze hned vidime, ze diagonalne komponenty
matice budd (o4, 0y, 0.). Strihové komponenty st trochu menej intuitivne, ale vieme, Ze s to
nediagonalne komponenty, ktoré posobia pozdii rovin, a teda

Oz Tzy Trz
g = Tyx Oy Tyz
Tzx Tzy Oz

Tento tenzor bude zavisly na polohe, teda napétie tvori tenzorové pole.

Pozorny &itatel si viimol Ze tu hovorime o rovnovéhe, teda tento tenzor musi spiiiat nejaké
podmienky aby sa casti materidlu voci sebe nepohybovali.

Uvazujme Iubovolny objem V' v materiali uzavrety povrchom S. Na kazdy bod na povrchu
posobi sila T(z,y, z) kvoli napatiu v materidli a na kazdy objemovy element pdsobia telesové
sily (body forces) F (napriklad tiazovd sila) nezévislé od napétia (tieto neskor zanedbame).
Vieme, ze celkova sila na kazdy takyto objem musi byt nulové, teda ak s¢itame vsetky sily na

povrchu a vsetky telesové sily
/ FidV—i—/Ujmde: 0,
v s

kde sme pouzili indexovi notdciu a Einsteinovu sumaéni konvenciu (opakované indexy sa
séitaji, teda rovnost T = n - o vieme napisat ako T; = oj;n; tymto sposobom), toto budeme

Shttps://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC5310731/
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pouzivat v celej nasledujicej sekcii, kedze to velmi zjednodusi vyjadrenia. Teraz mézeme pouzit
Gaussovu vetu a nahradif integral cez povrch objemovym integralom a dostaneme

O:/FidV—&—/ 6‘Tﬂdvz/E-Jra"ﬁdv,
v Va{Ej v 617]'

aaji
)
(’)xj

0=F;+

(34)

kde sme posledny riadok dostali tym, ze hovorime o Tubovolnom objeme a jediny sposob ako
bude tento integral 0 pre Iubovolny objem je, ak je integrand nula. Toto ndm da 3 rovnice
(vSimnite si Ze index 7 sa nevyscital), ktoré musi tenzor stresu Spiflaﬁ.

Toto ale nie je jedind podmienka. Tiez musime dodrzat zachovanie momentu hybnosti, a teda
sucet vSetkych momentov sil voci lubovolnej osi musi byt nula. Podobnym sp6sobom ako vyssie
dostaneme, oznacujuc sily pésobiace na povrch T a telesové sily F

0:/(I‘XT)idS —‘r/ (I‘XF)idV :/aijkxjamknmdS -|-/ Eijkijde =
S 14 S Vv

:/ 785“/%15]'(77%1@ dv —|—/ EijkIij dv |
v Om v

ox; do
J mk
0= Eijk <O'mk:7 + x;

8x7"/ 8w7"/

+$3Fk) )

kde sme prepisali vektorovy sicin pomocou Levi-Civitovho symbolu E,E Gaussovu vetu a rozsirili
derivaciu. VSimnime si, Ze ¢len

8.2%

Oxm,

je rovny 1 ak a iba ak ¢ = m (kedze vtedy je v tvare dz/9z) a 0 inak. Tenzor, ktory sa takto
sprava je znamy ako Kroneckerovo delta §;; a jeho efekt v sumadcii je, ze efektivne ,premenuje”
index j — ¢ (alebo naopak). S touto vedomostou dostaneme

0:/€ijk (Ujk+f17j (?JFF;C))dV :/Eijko'jkdv )
v Tm v

0=¢€ik05k,

kde sme dostali druhy riadok tym, Ze sme si vSimli, Ze vyraz nasobeny x; je rovnaky ako
podmienka, ktord sme videli vyssie (B4). Rozsirenim posledného vyrazu a pouzitim vlastnosti
€ dostaneme o012 = 021,023 = 032,013 = 031, teda 0;; = 0;; a tenzor stresu je symetricky.

Spherical coordinates

Doteraz sme sa zapodievali Kartézskymi siradnicami, ale tie pre nas problém nie st velmi uzi-
to¢né. Mohli by sme vajce aproximovat ako nieco s valcovou symetriou, ale pre este jednoduchsi

“Toto je totdlne antisymetricky tenzor, davajici 1 ked ijk je parna (sudd) permutécia 123 (napr. 123),
—1 ked je to nepédrna (lichd) permutacia 123 (napr. 132) a 0 inak.
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model sa pozrime na pripad sférickej symetrie. Na to budeme potrebovat iba transforméciu rov-
nice (B4) do sférickych stiradnic. Toto urobime tak, ze transformujeme tenzor stresu a aplikujeme
derivéicie® a dostaneme tri rovnice (zanedbavajic telesové sily (teda hmotnost Skrupiny))

do, 1079 1 Ory 1 Tro
= — — 12 r— — 7 ,
0 ar +r 00 +rsin0 Op +’f‘ ( or a0 U¢+tg0>

_ Otre |, 1009 1 Ome 1 [00—0,
0= or +r o0 +rsin0 Ay +r tg 0 3T )

_ OTry |, 1070, 1 Jo, 1 2Toy
0= or +r 00 +rsin98g0+r 3Tre + '

Ah, super. Teraz mame 3 parcidlne diferencidlne rovnice so 6 nezndmymi funkciami. Spravme
krok spédf a pozrime sa na situaciu, ktort riesime. Najskor problém zjednodusSim pouzitim
valcovej symetrie, teda ze vSetky funkcie st nezavislé na p. MozZeme teda hned odstranit vsetky
Cleny s 0/0¢, to ale nie je vSetko. Tato symetria tiez znamend 7,9 = 7, = 0 (kedZe tieto by
museli byt nezévislé na ¢, integrovanie pozdiz celého rozsahu ¢ (teda po obruciach) neméze
viest k nenulovej sile, inak by sa obruée hybali). Toto velmi zjednodusi rovnice ale bohuzial to
tiez tplne odstrani posledni z rovnic a zostane nam

Oor 1019 1 Tro
0= = 2200 —0p—0p+ 2,
8r+7’ o7} +T(U 76 G¢+tg0>

o= 2o 1000 1 (‘7" e +3m> :
tg 0

or r 00 r

To uz vyzerda o dost lepsie. Ak sa pozrieme na okrajové podmienky, tak vidime, Ze chceme
problém rozdelit na dve cCasti: jedna bude popisovat dva gulové vrchliky, na ktoré pdsobi sila
zvonku a druhd bude popisovat zvySok skrupiny, kde je povrch volny (ked zanedbame tlak
vzduchu, ktory pdsobi z oboch stran).

8 Alebo najdeme vyjadrenie pre tenzorovi divergenciu v sférickych siradniciach online.
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Tento 2D model nedokéaze dobre popisat gulové vrchliky, kedZe tu hra vyrazni rolu strihové
napétie, takze sa pozrieme len na rieSenie druhej casti. Pre tito ¢ast mame z volného povrchu
okrajové podmienky

or(R,0) = 19(R,0) = 0r(R+t,0) =19(R+1,0) =0,

kde t je hrubka skrupiny a R je jej vnutorny priemer.

Aby sme sa dostali k prvému skuto¢nému vysledku, uvazujme limitu ¢ — 0, teda skutoc¢ne
2D skrupinu. Toto prakticky odstrani zavislost na r, kedze » = R sa stane konstantou vnutri
skrupiny, ale tiez to znamend, ze Skrupina nedokéze udrzat strihové 7,9 ani normalové napé-
tie o, kedze okrajové podmienky znamenaji 7.¢(R,6) = 0-(R,0) = 0 a jediné r je r = R. Ak
toto vlozime do nasich rovnic, dostaneme

0=—09 -0y,
o 20 000,
00 tgld

Kombinéaciou tychto dvoch obycajnych diferencidlnych rovnic dostaneme oy

doyg o9
0= —+2—
do + tgh’
doy __, [ do
oo tgh
Riesenie je
o — C
= 29’
__C
7 sin?26’

kde C je konstanta zavisla na vonkajsej sile. Pre jednoduchost predpokladajme, Ze sila je apliko-
vand na kruhovi oblast okolo osi, kolko na povrch vajca (teda prispievajic do o = p pre 6 < g
alebo 6 > 1 — 6o, kde 6y urcuje velkost oblasti, kde sila posobi). Z nasich rieseni vidime, ze ak
aplikujeme silu na velmi malt oblast, tak dostaneme velké napétia kvoli 1/ sin? 0 &lenu.

Ako vidime, kompresia pozdiz poludnikov vedia k fahu na rovnobezkach. TieZ vidime, 7e
toto 2D riesenie je nekompletné: v 3D realite je strih 7,9 nenulovy. Mohli by sme uvazovat
zlozitejsiu verziu tejto tedrie, kde by sme povazovali napétie za konstantné vo vnutri tenkej
gkrupiny s napatim danym iba ako funkciou 6 a integrovanim rovnic cez tenku skrupinu. Toto
ale vedie iba na 2 rovnice pre 3 nezname funkcie, ¢o je zjavne nedostatocné. Chybajici kisok
puzzle st rovnice pre mechanickd deforméciu a tie by ale model extrémne skomplikovali.

Aby sme urcili konstantu C, stac¢i ndm urcit celkovi silu, ktord sa z gulového vrchlika pod
vonkajs$im tlakom musi preniest na zvysSok skrupiny. Ako sme spomenuli, nase rieSenie v gulovom
vrchliku nefunguje, ale stéle plati, ze tento vrchlik musi preniest vSetku vonkajsiu silu na zvysok
skrupiny, kedZe reakcia na tuto silu je to, ¢o kompenzuje vonkajsiu silu a drzi tuto cast skrupiny
na mieste. Tato sila sa moze preniest iba cez kruhové rozhranie na 6y. Porovnanim celkovej sily
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posobiacej na vrchlik s projekciou sily z napétia na tomto rozhrani (reakcia na silu, ktord drzi
vrchlik na mieste) do vertikdlneho smeru dostaneme,

27 sin? OoRoo(00)t = —F,
I
" 2rnRt’

o0(0) = F

" 2nRtsin?6’ 0 € (00,7 = 00) ,

kde F je celkova sila posobiaca na vajce, t je hribka Skrupiny.

Ako sme spomenuli vysSie, keramické materidly maji nizsiu pevnost v tahu ako v kompresii,
a preto sa vajce v tomto modeli rozbije kvoli tahu pozdl# rovnobeziek.

Fakt, ze kompresia na poludnikoch vedie na tah na rovnobezkach je zjavny len z geometrie,
necakali by sme ale, Ze bude napétie maximalne v 6y. Toto je dosledok 2D modelu, ktory
nedokédze udrzat nevyhnutné strihové napétie v 6. Zavislost F/R je zaujimava, ak uvazujeme
nad tlakom namiesto sil F < pR?, dostaneme napitie oy  pR, teda malé gule (alebo tvary
s malym lokdlnym polomerom krivosti) odoldvaju tlaku lepsie.

Dalsia moznost zlyhania gule, ktord sme spomenuli vyssie je, e sa stane mechanicky ne-
stabilnou a vypuli sa dnu (buckle). Toto sa stane v oblasti, kde posobi vonkajsia sila a nase
rieSenie tu neplati, ale fakt, ze dostaneme tah po rovnobezkach stéle plati a tu pomdze spevnit
povrch voci takémuto prevaleniu. Pokracujic v tejto myslienke ako sme zistili vyssie, tak utva-
ry s mensim polomerom krivosti dokazu rychlejsie previest tlak na rovnobezkovy fah, a teda
st odolnejsie voci takémuto prevaleniu. Ak ddme vsetko toto dokopy, tak vidime, Ze vajce je
naozaj najsilnejsie pozdlz jeho osi.

Membranova tedria

Co sme ziskali vyssie je zndmy model z membranovej teérie krupin a ak sa vratim o kisok
spat, videli sme, ze strihové a normalové napétie je nevyhnute nulové. Toto dava zmysel, kedze
skrupina ma nulovi hribku, ale tiez to znamenad, ze vsetky sily musia posobit tangencialne voci
povrchu, ¢o je vyrazné obmedzenie, kedze v tomto pripade sily zjavne nie st tangencialne.

Toto tiez vysvetluje preco sme dostali maximalne napétie v tahu v 0p: ak je tu sila aplikovand
tangencidlne, potrebujeme velké napétie pozdii 6o rovnobezky, aby sme skrupinu udrzali pokope
(predstavte si sily pdésobiace na valec so stlaGenym plynom).

Uplné sférické riesenie

Kedze nas 2D model nam nedal uspokojivé riesenie, mohli by sa pokusit najst tplné riesenie
pomocou rovnic pre elasticki deforméciu a pouzit elastické vlastnosti skrupiny dostupné onli-
ne. Myslienka je pouzit 3 rovnice kontinuity, ktoré sme pouzili vyssie, napisat 6 stress-strain
rovnic (v podstate Hookov zdkon vo vSetkych smeroch) a 3 rovnice pre deformécie v zvolenych
sturadniciach, z coho dostaneme stustavu 15 parcidlnych diferencidlnych rovnic. Valcova symetria
znamena 7g, = Tr, = 0 a rovnice sa o nieco zjednodusia. PIné analytické riesenie tohto pripadu
existuje a da sa vyjadrit pomocou nekone¢nych rad Legendreovych polyndémov*

Shttps://link.springer.com/article/10.1007%2Fs00419-015-0993-§&
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Zakrivenie povrchu a sila

Ako vieme intuitivne a ako sme videli v 2D modeli, vajcia st najsilnejsie pozdiz ich osi. Toto je
dané tym ako sa napétie rozkladd v materidli. Cim vyssie zakrivenie, tym rychlejsie sa strihové
napétie dokaze previest do tangencidlneho tahu a kompresie, kde je skrupina omnoho silnejsia.
To znamen4, Ze ostrejsie vajcia budu silnejsie v tomto smere. Vacsie existujice zakrivenie tiez
pomdze s tahom na vnitornom povrchu indukovanom zakrivenim.

Skutoéné vajcia

Ako kazdy biologicky material, ani skrupina nie je vSsade rovnaka. Jej hribka a zlozenie ma
nejaku premenlivost a skrupina obsahuje mnoho mikroprasklin a dalsich materidlovych defektov,
ktoré prerusuji tok napatia v materiali (sila sa nedokdze preniest cez prasklinu), ¢o vytvori
lokalne koncentricie napéatia vedice k zlyhaniu. Ako désledok tohto je, Ze nedokdzeme presne
predpovedat medzu pevnosti ani méd zlyhania, kedze skutocné vajce pravdepodobne praskne
v mieste, kde existujuci defekt vytvoril vysoku koncentraciu napétia alebo uz pritomné mikro-
trhlina narastie tak, ze vajce sa rozbije.

Zatial ¢o tieto materidlové nedokonalosti vyzeraju ako jednoduché vec, ich désledok je velmi
hlboky. Ich ndhodna pritomnost znamend, Ze prasknutie vajca je efektivne stochasticky proces,
s pravdepodobnostou prasknutia v nejakom danom bode (teda v nejakom objemovom elemente)
zavislom na napéti v tomto bode, tym ako dlho je tento bod pod tymto napatim a aj ako rychlo
sa pod toto napétie dostal. To znamend, ze pravdepodobnost, ze vajce praskne kdekolvek zavisi
na tom ako velky objem je vystaveny takmer-kritickému napéatiu. Ak predpokladédme, ze Skrupi-
na ma priblizne konstantna hribku a dalSie parametere, tak tento objem bude imerny povrchu
a teda tvar, ktory dokaze rychlo rozlozit napéatie bude mat mensi povrch pod takmer-kritickym
napdtim a nizsiu pravdepodobnost zlyhania. Toto prispieva k tomu, preco rovnobezkovy fah
moze mat vacsi vplyv ako vyssie napéatie na vrchu vajca, kedze tento tah pésobi na velmi velkom
povrchu.

Zaver

Uvazujtc vsetko, ¢o sme tu spominali aj citované experimentalne vysledky, mézeme teraz od-
povedat na otazky v zadani

e Vajcia sa lahko rozbiju ak je rychlo aplikovana velka sila na maly povrch, ale ich tvar do-
kéze rozlozit strihovii a normalov silu do tangencidlnych napéti, kde je Skrupina omnoho
silnejsia.

e Vajcia s najsilnejSie pozdlz ich osi a vicsie zakrivenie efektivnejsie rozlozi aplikované
napatie.

o Vidcsina vajec pravdepodobne zlyhd kvoli indukovanému rovnobezkovému tahu, kedze
keramicky materidl je omnoho slabsi v tahu ako v kompresii, ale predpovedat méd zlyhania
pre konkrétne vajce je takmer nemozné kvoli variabilite vajec a materidlovym defektom.

Filip Ayazi
filip@fykos.cz@fykos.cz
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Uloha V.E ... neklamou nas? 12 bodu; (chybi statistiky)
Zmérte kapacitu libovolné baterie (napriklad tuzkové AA) a porovnejte ji s deklarovanou hod-
notou. Matéj neveri hodnotdm od vyrobci.
Teorie

Kapacita baterie ¢i akumulatoru je mnozstvi elektrického ndboje, které muze tento ¢lanek dodat
pri vybijeni. Bézné se rozliSuje kapacita jmenovitd (nominalni) a skutecnd (aktudlni). Prvni je
hodnotou udévanou vyrobcem a predstavuje naboj, jejz ¢lanek mize dodat za stanovenych
podminek (typicky za pokojové teploty pfi vybijeni béhem péti hodin), a to za predpokladu
udrzeni stanoveného rozsahu napéti (bézné v rozmez{ £10 % od napéti pfi plném nabit{). Druha
je hodnotou naboje, ktery baterie vydéa za danych konkrétnich podminek. Skutecna kapacita
zévisi na mnoha faktorech; napiiklad na stdrfi akumuldtoru, podminkdch nabijeni, velikosti
vybijectho proudu, koneéném vybijecim napéti nebo teplotés

Zname-li ¢asovou zévislost proudu I(¢) prochézejiciho uréitym obvodem, muzeme celkovy
pruchozi ndboj urcit integraci jako

Q= / I(t)dt.
t

Pro zpracovani chyb vyuzivame predevsim zakona prenosu chyb pro nezavislé proménné@

(35)

kde hleddme chybu proménné V', jez zavisi na N proménnych P;, které jsou namérené s chyba-
mi op,.

Pomiicky a pristroje

AAA baterie typu SHO 750 Orion (Ni-MH), multimetr UNI-T M840D s tiimistnym displayem,
nepf‘esnostiE =+ (0,5 % + 3) pro napéti a + (0,8 % + 3) pro proud, nabije¢ka Voltcraft IPC-1L,
moturek, zarovka, tablet s aplikaci Skyflow (coby kamera).

Vysledky méreni

Meéfteni probihalo pfiblizné za normalni pokojové teploty. Sestavili jsme sériovy obvod slozeny ze
zdroje (jedna ¢i dvé baterie SHO 750 Orion), odporu (zarovky nebo zirovky a motoru v sérii)
a ampérmetru.

Obvodem jsme nechali prochizet proud, pricemz v pravidelnych ¢asovych intervalech jsme
zaznamenavali hodnotu proudu, resp. natéiceli jsme display ampérmetru tabletem s aplikaci
Skyflow v rezimu timelapse (po péti ¢i Sedesati sekunddch v zdvislosti na méfeni) a hodno-
ty nésledné odecetli. Kompletni ¢asovou zavislost jednoho méreni znézornuje obr. H, casovou
zévislost proslého naboje pak obr.

10Battex: abeceda baterii a akumuldtorii, kapacita [online][cit. 10.4.2021]. Dostupné z http://www.battex.
info/slovnicek-a-pojmy/kapacita+%28&lanki+nebo+baterii2g.

Hwikipedia: Propagation of uncertainty [online][cit. 2.3.2021]. Dostupné z https://en.wikipedia.org/wiki/
Propagation_of_uncertainty.

12Nepiesnost piistroje se nAm bohuzel nepodafilo dohledat, pouzili jsme tedy nepiesnost podobného piistroje
jiné vyvojové rady.
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Obr. 4: Zavislost proudu na case.

Jak je z grafu ziejmé, obvodem prochézi po vétSinu Casu priblizné konstantni proud. Pro
srovnani s nomindlni kapacitou budeme ¢ast méreni, ve které zacne rychle dochazet k poklesu
proudu, zanedbavat.

Pro ziskani celkového naboje jsme proud numericky c¢asové zintegrovali dle vztahu

Q= / Bdi~ I( )JFQI(tZH) (tiv1 —ti) .

Jelikoz obvodem prochdzel pfiblizné konstantni proud, pro jednoduchost pfejdeme pro pocitani
chyb ke konstantni (stfedni) hodnoté proudu I. Tu si definujeme pravé tak, aby platilo @ = It
(tedy naboj ziskany integraci jednoduse vydélime celkovym Casem). Ze zdkona pienosu chyb

pro nasobeni pak mame
o=\ 2 o\ 2
0Qisys = Qi (7[) + (Tt) )

kde ox je chyba v urceni veli¢iny X a Q; je ndboj ziskany z i-tého métfeni. Odchylky proudu
zpusobené nepresnosti ampérmetru ¢inf priblizné 0,04 A pro namérené proudy nad 0,6 A a 0,03 A
pro proudy nizsi.

Hodnoty pro jednotlivd méfeni jsou uvedeny v tabulkach E E pricemz jsme oddélili méfeni
se zarovkou od méfen{ se zadrovkou i moturkem. Konkrétné jsou zde zaznamenény zatéz (z — pou-
ze zarovka, zm — zarovka a motor v sérii), celkovy nédboj ziskany numerickou integraci a stfedni
hodnota proudu. Vyslednou hodnotu kapacity @ ziskdme jednoduse aritmetickym primérem.
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Chyby u jednotlivych méfeni jsou pouze systematické, pro celkovy naboj pak stanovime chybu
kombinovanou z chyby statistické i systematické

700
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300 |-

200 -

100 |-

0 | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70
t

m

Obr. 5: Zavislost proslého naboje na case.

Pro méreni se zarovkou byla stanovena (aktudlni) kapacita
Q. = (540 &+ 20) mAh,
pro méfeni se zarovkou i motirkem pak

Qum = (650 + 180) mAh .

13 Statistickou chybu aritmetického priiméru uréime jako

Jelikoz jsou si pro méfeni v rdmci kazdé metody (vybijeni s nizsim proudem, vybijeni s vy$sim proudem...)
systematické chyby velmi blizké, odhadneme celkovou systematickou chybu jako artimeticky primeér systema-
tickych chyb. Celkovou chybu pak stanovime jako

_ /2 2
7Q = T8 ,sys T 90 stat -
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Tab. 1: Vybijeni se zarovkou. Chyby
méreni jsou oy = 55, o7 = 0,04A a

0o = 30mAh. Tab. 2: Vybijeni se zarovkou a mottrkem.

Chyby méfeni jsou oy = 1s a o7 = 0,03 A.

t 1 _Q t T Q 0Q

5 A mAh m A mAh  mAh
2700 0,70 560 366 0,11 670 190
2935 0,68 520 347 0,11 630 180
2825 0,69 560 ’

2765 0,69 530

Mezi v8emi méfenimi jsme pouzity zdroj (akumuldtor) nabfijeli (pfiblizné) konstantnim prou-
dem I, ktery jsme zaznamendvali opét pomoci timelapse, tentokrat jsme vsak snimali display
nabijecky, jenz hodnotu proudu ukazoval. Diky konstantnimu proudu se vztah pro celkovy
ndboj redukuje na néasobeni @ = It. Hodnotu proudu budeme povazovat za presnou (vice
v diskuzi), v dusledku toho povazujeme i celou systematickou chybu urceni néboje za zanedba-
telnou. V tabulkach pak chyby neudavame a vysledné chyba aritmetického priméru je pouze
statisticka.

Naméfené hodnoty jsou uvedeny v tabulkach [ a [i.

Tab. 3: Nabijeni proudem 0,7 A. Chyba
méfeni Casu je oy = 5s. Tab. 4: Nabijeni proudem 0,5 A. Chyba
méfeni Casu je oy = 5s.

t Q -

s mAh t Q@
4000 T s mAh
3925 763 5770 801
3815 741 5395 749

3840 746

Vysledné hodnoty ¢ini
Q700 = (757 £ 8) mAh

pro proud 0,7A a
Qs00 = (780 & 30) mAh.

pro proud 0,5 A.

Diskuze

Z namérenych hodnot je patrné, ze baterie vydala vyssi naboj pfi pomalejsim vybijeni, coz
je plné v souladu s predpovédi (dochdzelo k mensim ztrdtdm energie). Systematické chyby
u méfeni s nizsim proudem jsou bohuzel znacné, coz je zpusobeno nevhodnou volbou rozsahu

vy

desetina hodnoty proudu. Tento rozsah jsme vsak zvolili z toho divodu, Ze pouzity ampérmetr
na nizsim rozsahu nefungoval. Pro presnéjsi vysledky by bylo vhodné pokus opakovat s mensim
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rozsahem. Vzhledem k délce vybijeni odpovidaji nomindlnimu napéti spise vysledky z delsiho
méfeni.

Hodnota kapacity pii nabijeni byla konzistentné vyssi nez hodnota pri vybijeni. Vliv mohlo
mit nékolik faktori. Nabijeni je endotermicky jev — pro uchovani energie v chemickém ¢lanku
je potreba vyvolat endotermickou chemickou reakci. Projevem toho se napriklad baterie béhem
nabijeni znatelné zahfivala, coz znamend nizsi energetickou efektivitu. Prebyteény ndboj pfi
nabijeni se pak ztraci v nevratnych chemickych reakcich v materidlu akumulatoru, které na-
sledné zpusobuji snizeni kapacity, tedy opotfebovani. V nasem piipadé byl pouzity akumulator
aktivné pouzivan po nékolik let, 1ze tedy predpokladat pomérné velkou miru opotrebovani.

Pouzité nabijeci proudy byly pomérné vysoké, coz mohlo déle snizit efektivitu nabijeni. To
vSak nase méreni nepotvrdilo (ani nevyvratilo), jelikoz se kapacity pro oba proudy v rdmci chyby
shoduji; méfeni s niz$im proudem pak dévd dokonce vyssi prumérnou hodnotu, ale s mnohem
vétsi chybou.

Vyrobce udéava nominalni kapacitu v = 750mAh. Té jsou blize méfeni z nabijeni, pri
kterych baterie pojala znatelné vyssi naboj, nez jaky vydala ptfi vybijeni. Nomindlni kapacita
se vSak udava jako naboj, ktery je akumuldtor schopny vydat, nikoliv pfijmout.

7 vyse uvedenych duvodu usuzujeme, Ze idedlnimu zpusobu uréeni nominédlniho napéti nej-
vice odpovidalo méfeni pti vybijeni nizsim proudem. To v nasem pripadé dalo vysledek Q,m =
= (650 = 180) mAh.

Do méfeni mohly vnést dalsi chyby zmeény elektrickych vlastnosti odporu v pribéhu méreni;
experiment mohlo ovlivnit naptiklad zminéné zahtivani baterie. Déle se také mohl ménit odpor
obvodu (zdrovky), to vSak na nase méfeni nemé velky vliv, nebot jsme mérili pouze prochézejici
proud.

Hodnotu proudu pri méreni jsme povazovali za presnou, nebot se ndm nepodafrilo dohledat
konkrétni presnost displaye nabijecky. Konkrétni namérené hodnoty pak nemaji velkou vahu,
nicméné i kdyby systematickd chyba byla nékolikandsobné vyssi nez ptfi méteni vybijeni s vyssim
proudem, hodnoty naméreného proslého ndboje by stéle vychézely konzistentné vyssi nez pri
vybijeni.

Zavér
Cty¥fmi zptisoby jsme zmd¥ili nadboj vydany & pfijaty baterii (SHO 750 Orion) béhem vybijent

a nabijeni. Hodnoty jsou shrnuty v tabulce f.

Tab. 5: Shrnuti vysledkii.

. oo Q oQ
zpusob méreni AL wmAL
vybijeni, 0,7 A 540 20
vybijeni, 0,1 A 650 180
nabijeni, 0,7 A 760 8
nabijeni, 0,5 A 740 30

Fyzikalni podstatou nejvice méreni nominalni kapacity odpovidalo vybijeni s nizsim prou-
dem. Stanovend kapacita je tedy

Q = (650 + 180) mAh,
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pricemz vyrobce uddvd nominalni kapacitu Q. = 750 mAh.
Vzhledem k opotfebovanosti baterie je pravdépodobné, ze vyrobce nam nijak zdsadné nelhal.

Martin Vanék
martin@fykos.cz@fykos.cz

Uloha V.S ... rezonance a tlumeni 10 bodiy; (chybi statistiky)

1. Na napnutém lané mohou existovat viny ve vychylce u(z,t) z rovnovazné polohy, které

spliiuji vinovou rovnici s tlumenim
2 2

Fu_ 20 Lou

ot? ox? ox
kde v je fazova rychlost a I" je tlumici koeficient. Provedte fourierovskou substituci a ur-
cete disperzni vztah. Vyreste jej pro vlnové cislo k. Jakou podminku, vyjadrenou pomoci
frekvence w, fazové rychlosti v a koeficientu I', musi viny spliiovat, aby byly na lané po-
zorovany uzly (body, ve kterych lano ziistdvd v rovnovazné poloze, ale v jejichz okoli se
pohybuje)?

2. Uvazujte svihadlo, prichycené na jednom konci k nehybné sténé. Ve vzdalenosti L od stény
jej chytneme do ruky a zacneme s nim pohybovat nahoru a doli, ¢imz v ném vytvorime
vinéni. Svihadlo s délkovou hustotou A udrzujeme v napéti T ve sméru od stény, vychylka
tedy spliiuje rovnici

0%u T 0%u

ot2 X ox?’
Pro vychylku konce $vihadla, se kterym pohybujeme, plati uo(t) = A cos(wot). Predpo-
kladejte, ze reseni lze zapsat ve formé dvou rovinnych vin, pohybujicich se v opac¢nych
smérech. Naleznéte takové reseni pouze s vyuzitim zadanych parametra, tj. T, A\, L, A
a wo. Vysledné reseni ma amplitudu rostouci nade vSechny meze pro urcité frekvence.
Urcete jejich hodnoty a jim odpovidajici vinové délky.

Stépdn si hrdl se svihadlem.

Lano

Fourierovska substituce nahrazuje casové derivace mocninami —iw a prostorové derivace moc-
ninami ik, kde k je vlnové ¢islo a w je frekvence vinéni. Rovnice ze zadani prejde na

—w?a = —v*k*a + Tk 4,
kde @ = ugelF* =t je komplexni vychylka. Rovnici vydélime vyrazem —v2d a dostaneme
%22 =k - l%k
Pravou stranu doplnime na c¢tverec
w2 T2 , .T 2
F ot R Tk T
% (4w2v2 — FQ) = (k - i%)2 .
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Nyn{ médme dvé moznosti. Bud plati 4w?v? > I'?, potom

. I 1
k— g3 = :I:ﬁ\/élw%ﬂ -I2,
il' £ vV4w?v? — T2

k=
202

a vlnové ¢islo k je komplexni. Pro vychylku dostaneme

U = upe

Vychylka ma uzel v bodech
z T
4202 — T2 = =
202 w=v 5 + nw,
kde n je celé cislo.

Druhou moznosti je 4w?v? < T2, potom

. T P
k — lﬁ = iT’UQ F2 — 4{4}21)27
i

k=
202

(F + /T2 — 4w2v2)

s . .z 2. 3 12 _px
ikx—iwt = uge 1wtei12v2 V 4w<v=—T" e F2u2 )

a vlnové ¢islo k je Cisté imaginarni. Pro zavislost komplexni vychylky v tomto pripadé plati

ik z—iwt —iwt —%(Fi 1"2—4w2v2)
e 2v .

u= upe = up¢€

To znamend, ze zavislost amplitudy na soufadnici x je Cisté exponencidlni a neobsahuje tedy
zadné uzly. Po provedeni odmocniny za predpokladu, ze Iy w a v jsou kladné, dostavame

hledanou podminku pro existenci uzlu

I' < 2ww.
Svihadlo
Druhé ¢ast dlohy pouziva vlnovou rovnici

Pu_ T
otz X0z

Miuzeme rovnou urdit disperzni vztah pomoci fourierovské substituce

=3 ()

YT
T
w—|/<:|”X.

Obecna rovinna vlna sitici se podél osy z je popsédna rovnici

ﬁl(:v,t) — Blei<k1$*°~)1t*¢1) 7
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ve které jsou amplituda Bi, vlnové cislo ki, uhlova frekvence w; a pocatec¢ni fize i redlnd
¢isla. Podle zadani hleddme feSeni ve tvaru dvou proti sobé se pohybujicich vin neboli

U =10 + Uz,

kde je bez Gjmy na obecnosti k1 kladné a ks zdporné. Predpokladdme kartézskou soustavu
soufadnic, v niz je osa x shodna s klidovym stavem svihadla. Bod, kde se svihadlem pohybujeme,
se nachéazi v x = 0. Okrajové podminky jsou nésledujici. Nejprve musime zajistit, ze zacatek
svihadla se pohybuje spolecné s nasi rukou

Red(0,t) = A cos(wot) .
Déle, konec $vihadla u stény ztstdva nehybny
a(L,t) =0.

Zac¢neme prvni podminkou, do které dosadime Ree'” = cos(z). Nasledné vyuzijeme sudosti
cosinu a nakonec pouzijeme souctovy vzorec

A cos(wot) = By cos(wit + ¢1) + Bz cos(wat + p2) =
= Bi (cos(w1t) cos p1 — sin(wit) sin 1) +
+ Bs (cos(wat) cos w2 — sin(wat) sin p2) . (36)

Funkce na levé strané rovnice je sudd, to samé musi platit i pro pravou stranu. Ta se skldda
z linedrni kombinace sint a cosinu ¢ili vSechny siny se musi secist na nulu

Bi sin(wit) sin 1 + Bz sin(wat) sings = 0.

Aby tato rovnice platila pro vSechny casy, obé frekvence musi byt stejné neboli w1 = w2. Potom
ji muzeme vydélit sin(wit) a dostaneme

0 = Bysing; + Basin s . (37)
Ve vztahu (@) se tedy muzeme zbavit vsech sinu. Vysledkem je
A cos(wot) = (B cos p1 + Bz cos p2) cos(wit) .

Opét vyuzijeme toho, Ze dva cosiny se mohou rovnat jen tehdy, pokud maji stejnou frekven-
ci wo = wi. Rovnici vydélime cos(wot), ¢imz ziskdme
A = Bj cos p1 + Bz cos s . (38)
Tim jsme vycerpali prvni podminku a pokracujeme druhou. Pfedtim jesté pripomenme, ze
z rovnosti thlovych frekvenci w1 = we, disperzniho vztahu wy  |k| a pfedpokladu o znaménkach
vlnovych c¢isel nutné vyplyva ki = —ko. Oznac¢me pro jednoduchost k1 = k. Funkci v vyjadiime
v obecném bodé x, pricemz se pokusime oddélit ¢asovou a prostorovou zavislost
u(z,t) = Re(Blei(kwfuJot*m) + B2ei(*k1*wmfsﬂ2)) _
= B cos(kx — wot — ¢1) + Ba cos(—kx — wot — p2) =
= (B1cos(kx — 1) + Bz cos(kz + ¢2)) cos(wot) +
+ (Bisin(kx — ¢1) — Basin(kz + p2)) sin(wot) =
= f(z) cos(wot) + g(x) sin(wot) . (39)
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Funkce f(z) a g(x) jsme zavedli pro zjednoduseni zdpisu. Druhou podminku tak muZeme vy-
jadrit jako
0 = f(L) cos(wot) + g(L) sin(wot) .

V ¢ase t = 0 bude sinus nulovy, takze pro splnéni rovnice bude muset platit f(L) = 0. Podobnou
uvahou dostaneme g(L) = 0. Tyto dvé podminky jsou zfejmé postacujici pro to, aby byl cely
vyraz nulovy ve vSech Casech.

Zacneme napiiklad s f(L) = 0. Pomoci souctovych vzorcu se pokusime oddélit promén-
né Bi 2 a ¢1,2, pro které uz mame rovnice vyse, od kL. Dostavame

0= f(L) = Bicos(kL — 1) + Bz cos(kL + ¢2) =
= (Bysin g1 — Basinpg) sin(kL) + (Bi cos p1 + Bz cos p2) cos(kL) . (40)

Vyraz pred cos(kL) je podle (@) roven A. Zaroven vidime, Ze sin(kL) # 0, protoze jinak by
platilo 0 = Acos(kL), coz by nebylo mozné soudasné splnit. Podminku tedy miizeme upravit
do tvaru (kL)
cos
—A——% = Bysi — Bassi . 41
Sin(kL) 1 8in @1 2 sin g (41)
Druhé rovnice bude

0=g(L) = Bysin(kL — p1) — Basin(kL + ¢2) =
= (B1cosp1 — Bacossz)sin(kL) — (Bi sin g1 4+ Bz sin p2) cos(kL) . (42)

V tomto pfipadé je ¢len pied cos(kL) diky (@) nulovy. Jelikoz nemize byt nulovy sin(kL),
musi byt nulovy vyraz pred nim neboli

0= Bicosgs — Bacospa . (43)

Rovnice (@), (@), (@) a (@) tvorIi soustavu ¢tyT rovnic o ¢tyfech nezndmych, které mtizeme
v principu vyfesit. My ale potfebujeme vyjadrit pouze u(z,t). Ukazuje se, Ze explicitni vyrazy
pro uhly a amplitudy vln tvoficich v hledat nemusime. Vyjdeme z rovnice (@) a dosadime
za f(z) a g(x). Druhou zmirtiovanou funkci mdme vyjiadienou ve vztahu (49), akordt jen misto
konkrétniho bodu L napiSeme obecné x. Dosazenim z (B7) a (13) snadno zjistime, ze g musi byt
identicky nulové, piseme g(x) = 0. Funkci f(z) najdeme obdobnym zplisobem v rovnici (@;
Dosadime pro zménu z (@) a ({1) a dostaneme
cos(kL)

f(z) = Am sin(kz) + Acos(kz) = A

sin(k (L — x))
sin(kL)

Nakonec jesté pomoci disperzniho vztahu nahradime konstanty. Vysledna funkce je
sin (wo (L —x) \/%)
sin (wOL\/¥>

Dosazenim x = 0 a z = L snadno ovéfime, ze jsou splnény obé okrajové podminky.
Reseni mé divergujici amplitudy v pripadé, ze

0 = sin(kL) = sin (woL\/§> .
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To nastava, pokud
kL =mm,

kde m je celé ¢islo. Vlnovou délku lze vyjadrit jako | = %", takze plati

2Z—KL:mrc = 2L =ml.

Divergujici amplituda (kterd odpovida rezonanci) se tedy objevuje v pfipadech, kdy je celoci-
selny nasobek vlnové délky roven 2L neboli kdy existuje celé ¢islo m spliujici

)

=

l

Stépdn Marek
stepan.marek@fykos.cz@fykos.cz
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Serial: Polarizace

V minulém dile seridlu jsme se zabyvali vinénim, které se odehravalo pouze v jednom rozméru —
struna mohla oscilovat jenom vertikdlné, Castice reprezentovala pouze jedna vlnova funkce atp.
Nyni se zkusime zamyslet nad tim, co se stane, kdyz se vinéni objevi ve vice rozmérech, které
jsou navzajem provazany. Napiiklad mizeme premyslet nad oscilacemi struny v obou smérech
kolmych na smér napnuti struny, nebo nad tim, jaké viny mohou existovat v nabité tekutiné, kde
se kromé hustoty a teploty muze ménit i ndbojova hustota. Jako konkrétni priklad si ukdzeme
pomalé vinéni v plazmé, které spliuje rovnice takzvané magnetohydrodynamiky. Za¢néme ale
pomaleji, se strunou, kterd mize kmitat ve dvou smérech.

Svihadlo

Uvazujme svihadlo napnuté mezi dvéma body, pricemz napéti ve svihadle je T'. Jeho délkova
hustota je p. Zvolme soustavu soufadnic tak, aby bylo napnuté podél osy z, a aby bylo jednim
koncem uchyceno v pocatku soustavy souradnic. Necht je u vychylka svihadla z rovnovazné
polohy ve vertikdlnim sméru (podél osy z) a v je vychylka v horizontdlnim sméru (podél osy vy,
tj. kolmo na smér napéti). Mohli bychom zopakovat stejné odvozen{ jako v minulém dile, avsak
musime brat v potaz dva rozméry, ve kterych se Svihadlo mtze pohybovat. To lze nejlépe ucinit
pomoci vektorového formalizmu.

Vime, ze vertikalni silu pusobici na element délky dz v jednom rozmeéru slo uréit jako dF' =
= T% dz. Lze predpoklddat, ze oscilace v dalsim sméru budou nezdvislé (nijak nezdvisi na

oscilacich v pitvodnim sméru), takZe pro silu v druhém sméru bude platit dF’ = T% dz. Pro
celkovou silu miuzeme psat

0%u
0x?
kde u = (u, v)T a dF = (dF, dF’)T. Druhy Newtonuv zdkon pak lze zapsat jako

dF = 72— dz,

9*u 9%u

a tedy

0%u T 0%u

o2 p ox?’
Toto je nase dvourozmérné analogie vlnové rovnice. Dilezité je, ze zachoviaviame fakt, ze vy-
chylky v obou smérech jsou stédle funkce pouze dvou proménnych (éasu a prislusné souradnici)
¢ili muzeme provést fourierovskou substituci jak jsme zvykli. To vede k vektorové rovnici

W= = (—k") 1,
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kde 11 je komplexni vektorova vychylka, pro kterou plati u = Re 1, pficemz redlnou ¢ast bereme
z kazdé komponenty zvlast. Toto je vlastné soustava algebraickych rovnic, kterou lze zapsat

v maticové podobé jako
Iy o a\ _ (0
0 Tk —w?)\0) \0)”’

kde @ a v jsou komplexni vychylky v jednotlivych smérech. Ve fourierovské substituci jsme
predpokladali tvary feseni

ik —iwt
= Uop¢€ y

>

ikx—iwt
= Vo€ 5

>

kde uo a vo jsou potencidlné komplexni konstanty. Jelikoz exponencidlni ¢ist je pro oba sméry
shodnd, muzeme maticovou rovnici upravit na

Th2 2 0 w) (0
0 %kQ—wQ v/ \O/

Zde pouzijeme jiz zndmy formalizmus z normélnich modu — takovéto rovnice maji netrividlni
feseni pouze pokud determinant této matice je nula

2
= <Tk2w2> = w== Ik
P V »

Dostavame stejny disperzni vztah jako v jednorozmérném pripadé. Matice se nyni stava nulovou
matici, takze uop i vo jsou zcela neomezeny, tj. vlnéni mizeme zapsat jako libovolnou linedrni

kombinaci
a(z, ) = upe Tt ((1)> 4 ppetikr it <(j> ’

kde sméry propagace obou vin mohou byt nezavislé. Témto odliSnym vlndm se ¥ikéd polarizace
daného vInéni a vektor (uo, vo)T nazyvame polarizacni vektor. Jak presné urcime konstanty uo
a vo? Uvazujme nyni konkrétni pripad — necht se svihadlo pohybuje jako pfi klasickém preska-
kovani, tj. obihd okolo rovnovazné polohy tak, ze jednotlivé elementy se pohybuji konstantni
thlovou rychlosti po kruznicich, jejichz polomér se zvysuje smérem ke stfedu svihadla, kde
dosahuje maxima. V ¢ase t = 0 lze amplitudu $vihadla zapsat jako

11(23,0) = (ASHB(Y)> )

kde A je redlna konstanta. Dulezitd je také rychlost $vihadla v ¢ase ¢ = 0, kterou muzeme

zapsat jako
du _ 0
ot~ \Aw sin(%) ’

Jak tento pohyb zachytit pomoci polarizaci? U stojatého vinéni uz jsme zvykli, Ze pohyb lze
zpravidla popsat jako superpozici dvou vin propagujicich se v opa¢nych smérech. Navrhnéme

tedy
ﬁ(:v,t) _ (uo) eika:—iwt + (Ul) e—ika:—iwt.
Vo U1
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V ¢ase t = 0 potom plati

(2, 0) = <uoe”“ + ule_i’”) _ ((uo + u1) cos(kx) +1i(uo — u1) sin(k:c)) .

voe'* 4 vy e iR (vo + v1) cos(kz) + 1 (vo — v1) sin(kx)

Reélnou ¢ast urc¢ime jako
u(z,0) = ((Re uo + Rewui) cos(kz) + (Re(%uo) — Re(.iul)) sm(/ﬂx)) '
(Rewvo + Rewir) cos(kzx) + (Re(ivg) — Re(iv1)) sin(kz)
Abychom splnili poc¢atecni podminky, potfebujeme k = + a déle
Reup +Reu; =0,
Re(iuo) — Re(iu1) = A,
Rewvo +Revy =0,
Re(ivg) — Re(iv1) = 0.
Jelikoz pro obecné komplexni ¢islo plati
Re(iz) = —Im z,
miuZeme psat
Reup = —Rewus,
Revg = —Rew1,
Imvo =Imuoy,
Imug=Imu; — A.

Toto jsou prvni ¢tyfi rovnice pro celkem osm nezndmych (redlné a imagindrni ¢asti uo,1 a vo,1).
Dalsi ¢tyti rovnice 1ze odvodit ze vztahu pro pocdteéni rychlost. Méame
% =(—iw)t
a tedy
ou (Re(—iuo) + Re(—iu1)) cos(kz) + (Reuo — Reu1) sin(kx)
ot ( (Re(—ivo) + Re(—iv1)) cos(kx) + (Revo — Revy) sin(kx) ) '

Tim jsme ziskali ctyri rovnice
Imup = —Imuy,
Re ug = Re ui ,
Imvg = —Imwy,
Revg =Revy + A.

Dosazenim z predchozich vztaht dostavime

Imu —A=—-Imuy,
—Reu; = Rewus,
Imv; = —Imw,
—Revi =Revi + A.
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Vysledkem je

(NIESENIS

Celkovy ¢asovy vyvoj lze popsat rovnici

A ikx A —ikx . T
N —i5e"™ +i5e iwt sm(fx> iwt
_ 2 2 1wt L 1w
iz, t) = ( A ike Al —ikz ) € =A ( x) e )
2

A s e s
e e ISIH(L

u(z,t) = Asin(%:ﬁ) (Z?SEZ;;) .

tudiz v redlné vychylce

Viny v plazmatu

Rozmeér, ve kterém viny osciluji, ovSem nemusi byt pouze prostorova dimenze, mize se jednat
o jiny stupen volnosti. Tuto skutecnost budeme reprezentovat na modelu plazmatu. Predpo-
klddejme, Ze plazma se skldda z nabitych castic, elektront a jader. Budeme uvazovat pomalé
pohyby, tj. budeme predpokladat, ze jakdkoliv dynamika elektronu ustala a vedla k vybalan-
covani elektrického pole. Dale budeme zkoumat pouze plazma, kde se veskeré hodnoty méni
v prostoru pouze v zdvislosti na souradnici = kartézského souradnicového systému (pfedstavuj-
me si tenky sloupec plazmatu).

P1i feseni vyjdeme z rovnic magnetohydrodynamiky. Jedna se o soustavu dvou skaldrnich
a dvou vektorovych diferencialnich rovnic. Postupné je nyni predstavime.

Prvni je tzv. rovnice kontinuity, kterd zajistuje, ze se hmota plazmatu nikam neztraci. Jeji
tvar je
% + % (pvfﬂ) = 07
kde p je hustota plazmatu a v = (vz,wy,vz)T je jeho rychlost. Dalsi skalarni rovnici je sta-
vova rovnice plazmatu. Tu je obecné slozité urcit presné, takze zde pouzijeme pouze obecnou

fenomenologickou stavovou rovnici, kterd ma tvar

(240 2)(2) =0

ot ' ox) \p)

kde P je tlak v plazmatu a 7y je konstanta. Ttreba pro idedlni plyn by se v pojila s Poissonovou
konstantou. Tato rovnice vlastné zajistuje adiabati¢nost stlacovani plazmatu.

Miuzeme prejit k vektorovym rovnicim. Prvni z nich je tzv. Navier-Stokesova rovnice, kterd
reprezentuje druhy Newtontuv zékon v tekutinidch

_ 9P 0
ov 0 Oz 1 oB
ooy (0) te (o)

p(at vaxv 0 1o a}?;
oz

kde B = (B, By, Bz)T je magnetické pole v plazmatu a X znaci vektorovy soucin. Této rovnici
je o néco slozitéjsi porozumét, ale vnimejme ji tak, Ze na pravé strané jsou sily na jednotku
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objemu tekutiny, jednak kvuli nerovnosti tlaku a zadruhé kvuli magnetickému poli, zatimco na
levé strané je popsdna zména hybnosti tekutiny v daném bodé.

Posledni vektorova rovnice je tzv. indukéni rovnice, kterd plyne z Maxwellovych rovnic
v nasem modelu a m4 tvar

0
IB _ [ _awxB),
ot 6(v><6]§)y
oz

Piimé feSeni téchto rovnic je zfejmé extrémneé tézky tikol — jedna se o soustavu nelinearnich
diferencialnich rovnic. Ukazuje se, ze jedno relativné trividlni feseni se sestava z klidového
stavu p = po, P = Py, v = 0 a B = By, kde veli¢iny oznacené indexem 0 jsou konstantni
jak v Case, tak v prostoru. Kolem tohoto klidového stavu lze rovnice linearizovat, ¢imz ziskame
vlnové rovnice.

Bez Gjmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze magnetické pole Bg lezi v rovinné zz,
tedy Bo, = 0. Déle pfedpoklddejme, Ze obecné proménné lze zapsat jako p = po + p1(x,t), kde
|p1| < |po| pro vSechny Casy a pozice (obdobné pro ostatni veli¢iny). Dosazenim téchto vyrazu
miuZeme rovnice linearizovat, pokud zachovdme ¢leny pouze do prvniho fddu ,,malych® veli¢in.
Nezapomenme pritom, ze vo = 0.

Prvni rovnice je linearizovana jako

8/)1 8’!)11.

—— + po O

ot =0

Druhé vyzaduje slozitéjsi tpravu

10} 0 Py + P
(8t o 8x> ((po +p1)w>

-
(o +p1)" =po <1+pl> ~po (1—7[)1)-
Po Lo

Pokud zachovavame pouze ¢leny do prvniho radu, dostavame

1o} 0 YP1
vy — — + =
pO ( i -"-Ux ) (R) Po 0 P1> 0

Jelikoz Py je konstantni a ostatni ¢leny v druhé zavorce jsou jiz prvniho fadu ,,malosti®, pouze
Casovd derivace zustane v naSem piibliZzeni do prvniho fddu a plati (pro nenulovou hustotu po)

Plati

8P1 'YPO 801 _

ot po Ot

40



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXIV ¢islo 6/7

Navier-Stokesovu rovnici rozepiseme v jednotlivych komponentech vektori. Déle zavedeme
thel a, ktery urcuje odchylku pole By od sméru osy z. Plati By, = Bocosa, By, = Bpsina,
kde By = |Bo|. Potom mutzeme psat (zde jiz bez odvozeni, ziddné zvlastn{ triky tu nejsou)

81)1;5 _ _8P1 _ LB SinaaBlz
P70 T om 1o 0 oxr
Oz _ iB cosaaBlz
po ot o 0 or '’
1o}
00 ;y = iBo CoS v ly .

Nésledujici t¥i vztahy odvodime obdobnym zptsobem z indukéni rovnice

OB
5 =0
agtlz = By cosaaglz — By sinaaglz ,
T T
OB
atly = By cosa g;y

Celkem tedy mame osm rovnic pro osm nezndmych — 3 komponenty B1, 3 komponenty v,
p1a Pr.

Ve vektorovych rovnicich jsme zdmérné psali komponentu y jako posledni. Divodem je, ze
jsou oddélené od ostatnich — nezndmé v1, a Bi, se vyskytuji pouze v nich. To znamend, ze
vInéni popsané témito dvéma rovnicemi je nezavislé na vinéni, které je popsano zbytkem rovnic.

Déle postupujeme jiz standardné — provedeme fourierovskou substituci pro vsechny veli¢iny
typu pi(x,t) — p1 = Aetf=t kde A je komplexni konstanta a p; je komplexni vychylka
(v tomto pripadé hustoty). VSech osm rovnic pak lze zapsat jako dvé maticové rovnice (jedna
pro proménné v, a Bi,, druhd pro ostatni proménné)

()
O )

—iwpo —ikzu—loBo Cos & Uiy \
ik By cos « iw By

—iwpo 0 ,iTI;BO sin « 0 ik V1 0

0 —iwpo f%Bo cos o 0 0 11:12 0
ikBosina —ikBog cos « —iw 0 0 Bi,| =101,

ikpo 0 0 —iw 0 eit 0

0 0 0 w2y P 0

PO

kde jsme vypustili triviadlni rovnici —iwﬁlx = 0, ze které plyne prave Bu = 0. Tim méame
dva potencialni typy vinéni. Abychom uréili disperzni vzorec, je potfeba spocitat determinant
matice odpovidajici danému vinéni. Zde se budeme vénovat pouze vinéni v vi, a Bi,. Tyto
viny nazyvame Alfvénovy viny.

Determinant matice 2 x 2 urc¢ime snadno

ik Bo cos « iw o1l o o 5
. kLB =k"—DBjcos”a—wpo .
—1lwpo —1 E 0 COS ¥ o
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Z podminky, Ze determinant musi byt roven nule, vychézi disperzni vztah

_ Bopcosa
T

To znamend, ze vlny majf linedrn{ disperzi (stejnou jako svétlo nebo zvuk) s fdzovou rychlosti

k.

v __ Bocosa
P Voo

Plati tedy, ze ¢im vice je pole Bg odklopené od sméru x, tim pomaleji se vlny propaguji. Pro
urceni polarizacnich vektoru dosadime tento vysledek zpét do maticové rovnice

. : kBg cos ~
( I::BBO iy 1 W ) (’U}y) - <O> .
—ittzme il )5, ) = o

7 cehoz plyne, ze mozné feseni je
A =(__ ,
Biy VH0PO

kde v je komplexni konstanta s rozmérem rychlosti. Oscilace v By, probihaji v pfimé antifazi

k oscilacim v1, a jsou vétsi pro nizsi hustotu plazmatu po.

Zavérem

V tomto seridlu jsme postupné objevovali systémy, které vSemozné kmitaji, vini se a osciluji
v blizkém okoli lokalntho minima energie. Svét vln ovSem neni omezen pouze na malé oscila-
ce, existuji i typy vlnéni, které spliiuji nékteré charakteristiky (napiiklad zachovavaji tvar pfi
pohybu), ale od jednoduchych vln se odliSuji. Napiiklad rovnice, kterd je popisuje, mize byt
nelinedrni, takze viny musi mit konkrétni amplitudu. Nelinedrni rovnice jsou ovSem vyrazné
slozitéjsi na TeSeni, zejména kvuli tomu, Zze nemizeme uplatnit princip superpozice. Takové
systémy se v soucasnosti stale zkoumaji. Nicméné linearni vinéni a oscilace se stdle hodné ¢asto
objevuji v mnoha systémech a my véfime, ze zkusenosti nabyté v tomto serialu se Vam budou
velmi hodit ve Vasi fyzikalni kariére.
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v 7/ Vv Vv o / =m
Poradi resiteli po V. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.
Kategorie prvnich rocniki
jméno Skola 1 2 3 45PES V %% %
Student Pilng MFF UK 100 110 264
1. Lukds Linhart G P. Bezruce, Frydek-Mistek — 79 62 148
2. Vojtéch Kaderdbek G Mensa, Praha - 68 44 105
3. Viadimira Jirickova G J. Vrchlického, Klatovy — 60 34 82
4. Daniel Cturtecka G Christiana Dopplera, Pra- — 70 22 52
ha

5. David Mendl G P. de Coubertina, Tdbor — 59 20 47
6. Veronika Bartdkovd  Slovanské G, Olomouc - 70 19 45
7. Anezka Cechovd G Brno, tf. Kpt. Jarose - 57 16 39
8. Richard Materna G Brno, tr. Kpt. Jarose - 53 13 32
9. Sandeep Kandi IMSA, Aurora, USA - 41 11 27
10. Lukds Jardbek G Grosslingova, Bratislava - 39 10 23
11. Vitézslav Lamos G, Omska, Praha - 57 9 21
12. Boris Pasternak Leaf Academy - 8 8 19
13. Kristian Matus G, Novy Jic¢in - 48 6 15
14. Samuel Sevéik G, Jesenik - 59 5 13
15.-16. Jakub Ebringer G, Blansko - 56 4 10
15.-16. Vojtéch Jandcek G F. X. Saldy, Liberec - 37 4 10
17. Johana Vanickovd G, Ceskolipsk4, Praha - 57 3 8
18. Krishna Kumar Sah  Awasiya Public School - 47 3 7
19. Isuru Liyanawaduge D.S.Senanayake College -100 3 6
20. Patrik Pecina G F. Palackého, Val. Mez. - 31 2 5
21. Viclav Vinkler Wichterlovo G, Ostrava - 17 1 3

Kategorie druhych rocniki
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jméno Skola 1 2 3 45PES V %% %
Student Pilny MFF UK 100 110 264
1. David Bdlek G Legionéaru, Pribram - 85 50 120
2. Pawvel Provaznik G Dasicka, Pardubice - 65 48 115
3. Jonds Dej Wichterlovo G, Ostrava — 75 48 114
4.-5. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, Kosice - 74 41 99
4.—5. Jan Lepic G, Strakonice - 56 41 99
6. Jakub Hadac G V. Hlavatého, Louny - 70 39 94
7. Martin Kysela G, Cesky Krumlov - 63 39 93
8. Alexzander Stoyanov 91 Germ. Lang. Sch. "Pr. K. — 42 35 84
G77
9. Vojtéch Juza G, Litomysl - 57 31 74
10. Lukds Létal G J. Skody, Pierov - 58 28 67
11. Miruna Neacsu Inter. Computer HS, Bucha- — 51 27 65
rest,RO
12. Tomds Patsch Slovanské G, Olomouc - 84 25 59
13. Daniela karpiskovd Masarykovo G, Plzen — 49 23 56
14. Evan Kim Tesla STEM High School, — 82 23 54
USA
15.—16. Vit Brdzda G Dasickd, Pardubice - 80 22 53
15.—16. Ladislav Vdvra G, Roznov pod Radhostém - 32 22 53
17. Jan Engler G, Hodonin - 77 21 51
18. Petr Pinos Biskupské G, Brno - 74 20 48
19. Vojtéch Kysilka G, Roudnice nad Labem - 51 18 43
20. Karolina Sedovd G Jana Keplera, Praha - 91 17 41
21. Juraj Pavolko G, P. Horova, Michalovce - 54 17 40
22. Martin Svanda Arcibiskupské G, Praha - 73 15 37
23. Ioana Milea CN Mihai Eminescu, Roma- — 61 15 35
nia
24. Jiri Jirdsek G Mikulasské n. 23, Plzen — 52 13 32
25. Ivy Qin RC Palmer Sec. Sc. - 42 12 28
26.—27. Julie Krimskad G Jana Keplera, Praha - 65 11 26
26.—27. Dalibor Ocendsek G Unicov - 52 11 26
28. Jakub Gencur G Matyéase Lercha, Brno - 9% 9 22
29. Jiri Mladek G, Sobéslav - 32 8 18
30. Ashmit Dutta Wayzata High School - 8 7 16
31. Jan Cicha Gymnézium Brno-Bystrc - 42 6 15
32. Pragun Pudukoli Sishu Griha HS, India - 58 6 14
33. Dominik Blaha G, Uherské Hradiste - 50 5 12
34. Petr Vitko G Teplice - 37 4 10
35. Barbora Perinovd Ceska zemédélskd akademie — 31 4 9
Humpol
36. Jakub Kondrek G Brno, tr. Kpt. Jarose - 73 3 8
37. Vojtéch Stépdn G, Benesov - 100 3 6
38. Damidn Tancos G, Kukué¢inova, Poprad - 14 2 5
39. Patrik Jendele SPS stavebni Plzeit - 36 2 4
40. Timotej Marhefka G sv. Jana Pavla II., Poprad — 5 1 2

Kategorie tretich rocniki
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jméno Skola 1 2 3 45PES V %% %
Student Pilny MFF UK 100 100 240
1. Ales Opl G a Hudebni skola, Praha 3 — 91 68 164
2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno - 94 54 130
3. Josef Vicha G Jana Keplera, Praha - 79 48 114
4. Yahya Numan INCIR- Yasar Acar High School - 65 46 110
KUS
5. David ChudoZilov Redlné G a ZS, Prost&jov - 70 42 101
6. Jan Pijacek Biskupské G, Brno - 55 40 95
7.—8. Hynek Jakes Slovanské G, Olomouc - 81 35 83
7.—8. Nikita Ustinov G Jana Keplera, Praha - 73 35 83
9. Marie Lausovd G, Jihlava - 50 31 75
10. Elena Chocholakovd G L. Svobodu, Humenné - 75 29 70
11. Ondrej Piroutek G, Ceskolipské, Praha - 47 29 69
12. Adam Kozubek G a ZUS, Slapanice - 70 26 62
13. Daniel Skypala G, Olomouc-Hej¢in — 74 24 58
14. Martin Fedorko G J. A. Raymana, Presov - 72 23 56
15.-16. Jan Bajer G, Jihlava - 30 23 54
15.—16. Pavlina Zavrelovd Biskupské G, Brno — 64 23 54
17.—18. Jakub Mikes G J. Skody, Pierov - 73 22 52
17.—18. Ales Manuel Papdcek G, Trebon - 69 22 52
19. Jan Marjanko G J. Jungmanna, Litométice — 52 21 50
20. Vojtéch Stransky G Brno, t¥. Kpt. Jarose - 63 20 49
21. Antonin Kubik G, Roudnice nad Labem - 49 19 45
22. Jakub Pelc G, Benesov - 39 18 44
23. Adam Hustava European School Luxem- — 66 17 41
bourg I
24. Lukds Fidler Jirdskovo G, Néchod - 69 17 40
25. Adam Krska G, Mikulov - 75 16 39
26. Viclav Mastera G P. de Coubertina, Tabor - 76 15 37
27. Aleksandar Rusev First Language school, Bul- — 72 14 34
garia
28.—29. Matej Korz G J. A. Raymana, Presov - 72 14 33
28.—29. Aneta Piklovd G, Strakonice - 43 14 33
30.—31. Wiktor Macura G J. Stowackiego, Cesky Té- — 65 13 31
$in
30.—-31. Jdchym Mracek Akademické G, Praha - 52 13 31
32.—33. Eliska Durstovd G, Dvir Krélové n. L. - b5 12 28
32.—-33. Matej Charousek G Na Vitézné plani, Praha - 44 12 28
34.—35. Ddvid Brodnansky G J. A. Raymana, Presov - 79 11 26
34.—35. Matous Hofmeister G J. Barranda, Beroun - 62 11 26
36.—37. Tomds Heger Jiraskovo G, Nachod - 58 10 25
36.—37. Anicka Chu Ngoc G, Jihlava — 49 10 25
38.—39. Lubomir Brousek G, Jihlava - 60 10 24
38.—39. Eliska Mald Slovanské G, Olomouc - 42 10 24
40.—41. Lubos Bariak G Tajovského, B. Bystrica — 43 10 23
40.—41. Monika Janderovd G J. V. Jirsika, C. Budgjovi- — 49 10 23
ce
42. Jevhenij Vorochta Jirdskovo G, Nachod - 43 9 21
43. Vojtéch Votruba G Jana Keplera, Praha - 8 8 20
44.-45. Eva Feldbabelovd Katolické gymnézium Ttebic — 66 8 19
44.-45. Matis Jakuboc G, P. Horova, Michalovce - 79 8 19
46. Martin Poldk G Masaryk.nam. - 34 8 18
47. Tereza Skorepovd G Dasicka, Pardubice - 18 6 15
48. Bishoy Roushdy STEM High School, Egypt — 25 6 14
49. Ondrej Korbel G Varsavska, Zilina - 81 5 13
50. Michaela Sidovd G, Litoméricka, Praha - 57 5 12
51. Eliska Véneckovd G J. Vrchlického, Klatovy - 41 5 11
52. Michal Stépdn Jirdskovo G, Nachgd - 63 4 10
53.—54. Stépdin Kozdk Jirdskovo G, Nachod - 50 3 8
53.—54. Vojtech Smola G Komenského, Havitov - 73 3 8
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jméno Skola 1 2 3 45PES V %% %
Student Pilny MFF UK 100 100 240
1. Patrik Kaspdrek Katolické gymnézium Ttebic — 86 65 155
2. Vojtéch Kuchar Wichterlovo G, Ostrava - 78 58 140
3. Simon Kurz G Ludka Pika, Plzen - 63 45 109
4. Marek Milicka G dr. K. Polesného., Znojmo — 79 41 99
5. Stépdn Pressl G J. Vrchlického, Klatovy - 73 40 96
6.—7. Matej Dvordk G Jana Keplera, Praha - 64 37 89
6.—7. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha - 95 37 89
8. Tomds Volf G Jura Hronca, Bratislava - 59 32 77
9. Dominik Farhan G Mikuldsské n. 23, Plzen - 66 32 76
10. Daniel Fousek G, Spitalska, Praha ~ 54 28 66
11. Lubor Cech G Brno, tr. Kpt. Jarose - 66 25 59
12. Tomds Tuleja G L. Svobodu, Humenné - 75 24 57
13.—14. Sona Husdkovd G, Ceskolipska, Praha - 73 21 51
13.—14. Matus Kolenka G Konstantinova, Presov - 39 21 51
15. Marek Broul G dr. V. Smejkala, Ustin. L. — 66 15 35
16. Viduranga Landers D.S.Senanayake College - 58 13 30
17.-18. Livia Ceresriovd SpMNDaG, Bratislava - 53 12 29
17.-18. Aneta Pjatkanovd G, Kralupy - 57 12 29
19.—20. Mona Alizadeh St Paul’s GS - 70 11 26
19.—20. Marika Kosohorskd G J. Vrchlického, Klatovy — 90 11 26
21. Andrew Pun M. Garneau Collegiate Insti- — 85 10 23
tute
22. Martin Opat G Tudovita Stdra, Trenéin  — 72 9 21
23.—24. Log Franc Cumberland Valley HS, — 69 8 20
USA
23.—24. Agra Navaratne Nava- D.S.Senanayake College - 48 8 20
ratne
25.—26. Aahana Aahana CHIREC International — 40 8 19
School
25.—26. Ondrej Sladky G Mikulasské n. 23, Plzen - 70 8 19
27.—28. Jaroslav Grulich Jirdskovo G, Nachod - 81 7 17
27.—28. Konstantin Tripunov- American HS Skopje, Mace- — 36 7 17
skt donia
29.-30. Zsolt Beke G H. Selyeho Koméarno - 56 6 15
29.—-30. Riley Lofgren Lambert High School, USA - 100 6 15
31. Makar Kuznietsov Lviv Lyceum - 67 5 12
32.—-34. Robert Gemrot G Komenského, Havirov - 91 4 10
32.—-34. Gauri Shankar H Pondicherry University - 48 4 10
32.—34. Patrik Kocan G M. Hattalu, Trstena - 28 4 10
35.—36. Gauri Shankar H Pondicherry University - 21 4 9
35.—36. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice - 7 4 9
37. Jakub Kliment G Tajovského, B. Bystrica - 73 3 8
38. David Benko G L. Svobodu, Humenné - 4 3 7
39.—40. Martina Darnkovd Gymnazium Brno-Bystrc - 8 2 5
39.—40. Jan Klivan G, Dacice - 45 2 5
41. Kian Kyars Harry Ainlay Highschool - 67 2 4
42.—44. Youssef Abdelmoneim STEM High School, Egypt - 50 1 3
42.—44. Philopater Gabra STEM High School, Egypt — 5 1 3
42.—44. Le Vu Neumann G Opatov, Praha -100 1 3
45. Anna Kaiserovd SPSS a OA Kadan - 40 1 2
46.—49. Hussein Hassan STEM High School, Egypt — 0 0 0
46.—49. Islam Hassan STEM High School, Egypt — 0 0 0
46.—49. Andrew Henin STEM High School, Egypt — 0 0 0
46.—49. Ahmed Jaheen STEM High School, Egypt — 0 0 0
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FYKOS
UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
18000 Praha 8
www: https://fykos.cz
e-mail:  fykos@fykos.cz

K] @rYKOS [(O) @fykosak

Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyzika. Realizace projektu byla
podpotena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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