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Uvodem

Milé fesitelky, mili Fesitelé,

je za ndmi témér polovina letosniho ro¢niku, ktery je diky aktudlni situaci pro vSechny jiny.
Avsak pevné doufiame, Ze jste zdravi a v rdmci moznosti se vaim dafi.

A co nés ¢eka ve 3. sérii? Upeceme si pernik s hydrogenuhli¢itanem sodnym, vyfesime Jirktv
a Kéti problém s bungee-jumpingem a zkusime katapultovat mysdka Joe pomoci ventilatoru.
V experimentalni tloze se budeme vénovat vypoctu difuzni konstanty vzhledem k zévislosti
velikosti barevné skvrny ve vodé. V seridlu se tentokrat zamérime na oscilatory, které budou
vzajemné propojeny, s ¢imz souviseji také oscilace ve vice dimenzich.

Tak Sup, bézte resit. Nezapominejte, ze mate posledni moznost nasbirat body a tim si zajistit
misto na jarnim soustifedéni! Budeme se tésit!

Organizdtori
Zadani lll. série
Termin uploadu: 29. 12. 2020 23.59
Termin odeslani: 28. 12. 2020
Uloha III.1 ... peéici 3 body
Pri  peceni perntku se do tésta pridiva jedld soda — hydrogenuhli¢itan sod-

ny (NaHCO3). Uvazujte, ze se pii vyssi teploté rozloz{ podle rovnice
2 NaHCO3 — N32C03 + HQO + COQ

na uhli¢itan sodny, oxid uhli¢ity a vodu. O kolik se diky bublinkdm oxidu uhli¢itého a vodni
pary zvétsi objem buchty, kdyz do ni pfiddme 10 g hydrogenuhli¢itanu sodného? Pocitejte, ze
oxid uhli¢ity a vodni para se chovaji jako idealni plyny a tésto v okoli bublinek tuhne pii
teploté 200 °C a tlaku 1013 hPa.

Uloha IIL.2 ... bungee 3 body

Jirka s Kéfou si chtéji vyzkouset bungee-jumping. Na skok z vysky h = 100 m maji dokonale
pruzné lano o délce | = 40m, které je kalibrované tak, ze kdyz s nim sko¢i Kata o hmotnos-
ti mk = 50kg, zastavi se ve vysce hk = 16 m nad zemi. Muze toto lano bezpecné pouzit Jirka
s hmotnosti my = 80kg? Odpor vzduchu a vysku Kati a Jirky zanedbejte.

Uloha IIL.3 ... bum-bac, bum-bac 6 bodu

Predstavme si, ze na geosynchronni obéznou drdhu umistime velké mnozstvi sateliti. Shodou
okolnosti dojde ke srézce, kterd se vymkne kontrole a vytvori tenkou sférickou vrstvu homo-
genné posetou deseti miliony tlomkt o pramérné velikosti = 10 cm. Predpokladejte, ze sméry
rychlosti jednotlivych dlomki jsou v te¢né roviné ke sfére orientované nahodné. Kolik casu
prumérné uplyne mezi dvéma srdzkami?
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Uloha II1.4 ... vétrnikovy katapult 6 bodu

Maly mysék Joe se rad katapultuje z konce vrtule ventildtoru tak, ze se jednoduse ve vhodnou
dobu pusti a odleti. Kdy se ma pustit, aby doletél co nejdal? Vrtule ma délku [ a otici se
s uhlovou rychlosti w, pficemz rovina otaceni je kolmé na vodorovnou rovinu. Dodejme, ze
stied otaceni je ve vysSce h nad zemi.

Uloha IIL.5 ... paSovani ve vesmiru 9 bodu

Dvé vesmirné lodé leti v jedné priimce proti sobé. Jejich pocatecni vzdalenost je d. Prvni se
pohybuje rychlosti v1, druhd v (ve stejné vztazné soustavé). Prvn{ dokdze vyvinout maxim4lni
zrychleni a1, druhd az (obé v libovolném sméru). Posadky lod{ si chtéji pfedat néjaké ,zbozi*,
ale k tomu potfebuji, aby se lodé potkaly ve stejny Cas na stejném misté a pritom mély stejnou
rychlost. Za jaky nejmensi cas je toho mozné dosdhnout? Relativistické jevy neuvazujte.

Uloha IIL.P ... vlnity elektromagnetizmus 11 bodu

Co kdyby prirodni zdkony nebyly v celém vesmiru stejné? Co kdyby se néjak ménily s polohou?
Zamérme se na elektromagnetickou interakci. Jak minimélné by se konstanta v Coulombové
zékonu musela ménit se vzdélenosti, abychom to mohli pozorovat? Jak bychom to pozorova-
li?

Uloha IILE ... difuze 12 bod

Urcité jste ve skole slyseli o tepelném pohybu molekul, jako je difuze ¢i Browntv pohyb. Zméite
casovou zavislost velikosti barevné skvrny ve vodé a vypoctéte difuzni konstantu. Provedte
meérfeni pro nékolik riznych teplot a sestrojte graf teplotni zavislosti difuzni konstanty. Jak
byste mohli zaridit, aby byla teplota v prubéhu kazdého méreni konstantni?

Uloha IILS ... elektron v poli 10 bodu

Uvazujte castici s ndbojem ¢ a hmotnosti m, kterd je prichycena k pruziné o tuhosti k, jejiz
druhy konec je ukotven v jednom bodé. Predpokladejte, Ze pohyb ¢astice je omezen na pohyb
v jedné roviné. Cely systém je v magnetickém poli o velikosti By, které je kolmé na rovinu
pohybu c¢astice. Pokusime se popsat mozné oscilace této Castice. ZaCnéte sestavenim rovnic
pohybu pro tuto ¢astici — nezapomnte zapocitat vliv magnetického pole.

Poté predpokladejte oscilujici pohyb pro obé kartézské souradnice ¢astice, a provedte Fou-
rierovskou substituci, tj. nahradte derivace nasobky iw, kde w je frekvence oscilaci. Vyteste vy-
slednou soustavu rovnic tak, abyste ziskali pomér amplitud oscilaci a frekvenci oscilaci. Takto
ziskané feseni je pomérné slozité, a abychom mu lépe porozuméli, je vhodné priblizit si ho v jed-
nodusim piipadé. Piedpokladejte tedy dale, Ze magnetické pole je velmi silné, tj. L58 > £
Urcete pfibliznou hodnotu (hodnoty) w v této aproximaci, hledejte vzdy nejvyssi nenulovy Fad
priblizeni. Déle nadrtnéte pohyb (pohyby) ¢dstice v redlném prostoru pii této aproximaci.
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Reseni ll. série

Uloha II.1 ... sviti-nesviti 3 body; priumér 1,27; fesilo 80 studenti

Délka dne a noci se v priibéhu roku méni, pricemz na riiznych mistech na Zemi se miize ménit
jinak. Jak je to vsak s ro¢ni priumérnou délkou dne? Je vsude stejnd, nebo se na riznych mistech
na Zemi lisi? Staci uvést pouze kvalitativni popis.
Bonus Pokuste se odhadnout, o kolik nejvice miize byt priimérny den delsi, nez 12h.

Dodo vyhazoval staré ulohy.

Dizku diia pre pozorovatela na Zemi ovplyviiuje kombinécia jeho zemepisnej sirky a deklinécie
Slnka, ktora sa v priebehu roka meni. Slnko je na oblohe najjuZznejsie pocas zimného slnovratu
21. alebo 22. decembra a najsevernejsie pocas letného slnovratu 20. alebo 21. jina. To méa za
nésledok, Ze na severnej pologuli je den v tieto data najkratsi, resp. najdlhsi, a na juznej pologuli
naopak. Hranica, ked je dizka diia a noci rovnaks, nastdva pocas jarnej (20. marca) a jesennej
(23. septembra) rovnodennosti¥ V tento deni sa na p6loch meni poldrna noc na polarny den. Na
rovniku je situacia jednoduché — Slnko je nad obzorom vzdy 12h, vychadza a zapad4 kolmo na
obzor.

Pre nés je najvyhodnejsie pozerat sa na situédciu zo ststavy spojenej so Slnkom a hviezdami.
Hore popisané zmeny sa daju popisat jednoducho. Okolo Slnka obieha Zem, ktorej rotacna os
je v tejto sistave orientovand pevne so sklonom asi 23,5°. Pocas obehu sa tak postupne meni
poloha slne¢ného tiefia na Zemi. Z dizky rovnobeziek v tieni Zeme by sme potom lahko uréili
dizku noci. Vidime, Ze za predpokladu rovnomerného obehu Zeme okolo Slnka po kruznici, je
stredné dizka diia aj noci na celej Zemi presne 12h. Dni, ktoré st pol roka od seba sa navzdjom
presne spriemeruju na stred, teda na 12 h.

Tento predpoklad musime pre rieSenie problému opustit. Zem obieha okolo Slnka po eliptic-
kej drahe — najblizsie k Slnku je v perihéliu, okolo 4. janudra, a najdalej v aféliu, okolo 5. juna.
Z druhého Keplerovho zdkona potom moézeme vidiet, ze v januéri sa Zem okolo Slnka pohybuje
rychlejsie a v juni pomalsie. Preto je leto na severnej pologuli dlhsie ako na juznej (ktoré je
prave okolo januéra). Na severnej pologuli st dni dlhsie ako 12h viac ako pol roka, a to az 186
dni medzi rovnodennostami. Na zbytok roka tak pripada len 179 dni, ¢o je o tyzden menej. Ma-
me zaver, ze priemerny den je dlhsi na severnej pologuli ako na juznej. Kratko este odhadnime
dizku priemerného diia na severnom péle. Je tu 186 dnf Slnko nad obzorom a 179 dni pod nim.

V priemere teda dostavame

186d
T =24h et = 1223D,

¢o je o skoro 14 minut viac ako 12 hodin na rovniku.

Na zéver spomenme este iné javy spdsobujtice zmenu diiky dna ako casu, ked sa nachiadza
aspon nejakd cast slnecného kotica nad obzorom. Prvym z nich je samotny rozmer Slnka na
oblohe, jeho polomer je asi 0,25°. Dalej ohyb svetla v zemskej atmosfére sposobuje zdanlivé

I Situacia je v skutoc¢nosti komplikovanejsia ako nacrtnuté rieSenie, ktoré povazuje den za cas medzi precho-
dom stredu disku Slnka matematickym horizontom. Spravne by sa mala uvazovat stredna refrakcia na obzore,
ktora je priblizne 0,5° a horny okraj disku. Ziskany vieobecny zaver je vSak nadalej platny.
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nadvihnutie objektov najvyraznejsie pri obzore. Objekt nachddzajici sa na horizonte je v sku-
toénosti uz asi 0,5° pod nim. Dalej na dizku diia mé& samozrejme vplyv aj tvar nasho lokdlneho
horizontu. Ako jeden zaujimavy vplyv uvedieme vplyv nadmorskej vysky (¢im vysie sa nachd-
dzame, tym viac pod horizont budeme vidiet). Je zrejmé, ze tieto efekty budd mat rézny vplyv
na roznych zemepisngch Sirkach, prediZenie diia totiZ zdvisi na sklone dréhy Slnka na oblohe
voci horizontu. Na pdéloch tak uvidime este o niekolko polarnych dni viac, ako je uvedené vyssie.
Tento vplyv méze k dobe trvania priemerného dna pridat aj stvrt hodiny.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha I1.2 ... lod na obzoru 3 body; prumér 2,59; fesilo 88 student

Kacka a Katka sleduji lod plujici konstantni rychlosti do pristavu. Kacka stoji na skale nad
pristavem, pricemz ma oci ve vysce hi = 20m nad hladinou. Katka se nachazi dole pod skalou,
jeji oci jsou v nadmorské vysce ho = 1,7m. Pokud Katka zahlédne na obzoru vrchol blizici
se lodi se zpozdénim t = 25 min oproti Kacce, za jak dlouho lod vysoka h = 30 m dopluje do
pristavu? Zemi povazujte za dokonalou kouli se znamym polomérem.

Radka vzpominala na dovolenou u more.

Nékres situace je na obrazku m Bod S oznacuje stied Zemé a body P, P» jsou polohy oci
prvniho a druhého pozorovatele. Bod Vi znac¢i polohu vrcholu blizici se lodi v okamziku, kdy
ji zahlédne prvni pozorovatel. Analogicky bod V5 je vrchol lodi v okamziku, kdy ji zahlédne
druhy pozorovatel.

Ve chvili, kdy se na obzoru vrchol lodi objevi, je primka prochézejici okem pozorovatele a vr-
cholem lodi te¢nou k zemskému povrchu. Jeji bod dotyku oznac¢ime T pro prvniho pozorovatele,
respektive T pro druhého pozorovatele.

Abychom zjistili, za jak dlouho lod dopluje, potfebujeme znat jeji rychlost a vzdalenost od
pristavu po zemském povrchu. Nejprve vyjadiime vzdalenost lodi v okamziku, kdy ji zahlédne
prvni pozorovatel. K tomu vyuzijeme znalost poloméru Zemé a velikost thlu ¢ = |Py.SV4]|. Pro
tu ziejmé plati

o1 = |PLSTh| + |TuSVi| =601 + p1,

kde jsme ¢isté pro prehlednost oznacili prislusné thly reckymi pismeny. Velikosti uhla 61 a pg
dokazeme zjistit z prislusnych pravothlych trojuhelnika

r

0, = = 0, = ,
COSs U1 hl 1 arccos h
COS p1 = = pP1 = arccos

! 7+ h ! r+ h ’

Na tomto misté mizeme vyuzit aproximace — protoze je h < r, plati

r h\ ~? h
=(1+— ~1—-—.
r—+h (+7‘> r

Zéaroven vime, 7e pro malé thly lze pouZit vzorec cosz = 1 — 22 /2. Kombinaci obou vztaht

dostéavame
= arccos "~ % 01 ~ 2—}“
pL= r+h P ro
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Celkova velikost thlu 1 bude

-+ arccos "~ 2 £ V2h
h1 r+h NG ‘

Vyjadrime-li tento thel v radidnech a pak ho vynasobime polomérem Zemé, dostaneme povrcho-
vou vzdalenost lodi v okamziku, kdy jeji vrchol zahlédne prvni pozorovatel. Tu si oznacime s; =
= ryi. Obdobnym zpisobem miizeme vyjadrit i povrchovou vzdalenost lodi s2 v okamziku, kdy
jeji vrchol zahlédne druhy pozorovatel. Dostaneme

r
@1 = arccos
T

oV 2ho +vV2h
~ VG .

Ze zadéani vime, ze lod se pohybuje rovnomérné ¢ili mé konstantni rychlost v. Ziskdme ji
vydélenim rozdilu povrchovych vzdélenosti (s1 — s2) rozdilem ¢ast ¢

S1 — S2 N\/ﬂ(\/ﬂ—\/@)

= ~ .

t t

T
S =Tp2 =T (arccos + arccos )
r+h

r+ ho

Py

h

Obr. 1: Povrch Zemé s tecnymi paprsky.

Nynf{ jiz znéme povrchovou vzdalenost lodi od p¥istavu i rychlost. Cas, za ktery lod dopluje,
spocitame jako jejich podil. Musime si vsak urcit od jakého okamziku cas pocitdme. Chceme-li
urcit ¢as dopluti lodi od okamziku, kdy ji spatril druhy pozorovatel, dostaneme ho jako

_ 52 \/h2+\/ﬁt
v Vhi—Vha

[2)
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Vsimnéme si, ze vysledek vibec nezdvisi na poloméru Zemé (za predpokladu, ze plati r > h, h1, h2).
Po dosazeni hodnot ze zadani vychazi t2 = 53,5 min. Pokud bychom se rozhodli pocitat ¢as do-
pluti od okamziku, kdy lod spattil prvni pozorovatel, dostaneme obdobny vztah

_ st Vhi+Vh

tih=—~ ———t="785min.
v Vhi — vV ho
Radka KviZovd
radka.krizova@fykos.cz
Uloha II.3 ... auto na dnd jezera 5 bodii; priamér 3,70; Fesilo 96 student

Ne jednou se ve filmu stalo, Ze auto spolu s cestujicimi spadlo do vody. Vypocitejte, jakym
momentem sil by musel ridi¢ tlacit na dvere, aby je otevrel na dné jezera, kdy? je jejich spodni
ram 8,0 m pod hladinou. Uvazujte obdélnikové dvere s rozmeéry 132 cm X 87 cm, které se otviraji
podle svislé osy. Katarina md rdda dramatické okamziky na dtesech.

Na dvere auta na dne jazera posobi tlakova sila okolitej kvapaliny s velkostou F' = pS. Hydrosta-
ticky tlak je zavisly na hibke h ako p = hpg, &ize v roznych hibkach jazera je tento tlak rozny.
KedZe dvere maju nezanedbatelnd vysku, bude potrebné pouzit diferencidlny pocet. Dvere roz-
delime na elementérne §tvoréeky a skiimame silové pomery na tychto elementoch. Pozdlz osi y
sa tato elementdrna sila meni podla vztahu dF = pdS = hpgdS = hpg dx dh. Tlak atmosféry
mozeme zanedbat, lebo predpokladame, ze atmosfericky tlak je aj v aute.

Vocéi pantom dveri tato elementarna sila vyvodzuje elementdrny moment. KedZze momen-
tovy ucinok sily je rézny v roznych vzdialenostiach od pantov dveri, tak sa tento elementarny
moment pozdiz osi x meni podla vztahu dM = z dF, kde z je vzdialenost od pantov dveri. Pre
prehladnost ozna¢me sirku dveri d.

Matematicky zapis momentu sily, ktorym musi Sofér pésobit na dvere je M = f dM. Z toho
dostavame

d  pha R21" e
M = mdF:/ :EhpgdS:pg/ / zhdhdz = pg {} / rdx =
dvere dvere 0 h1 2 h1 Y0

274 1527h2 2
—pg | S| = 22 (hy? — y?) = 56000 Nm.
2], 2], 4

Na to, aby sofér otvoril dvere na dne jazera, musi na ne posobit momentom sily 56 kNm.Ak
bol rozmer 132 cm pouzity ako vyska dvier auta a rozmer 87 cm ako Sirka dvier auta, potom
by bol moment sily 36 kNm.

Katarina Castulikovd
katka.castulikova@fykos.cz

Uloha IL.4 ... vytahovani ledu teplem 7 bodii; primér 4,33; fesilo 55 studentit
Ve sklepé v hloubce h = 4,2m je uskladnény led, ktery potrebujeme vytahnout nahoru. Mame
tepelny stroj, ktery pracuje s teplotou okolf a ledu s n = 12 % tic¢innosti vii¢i jeho maximalni
mozné ucinnosti (dané Carnotovym cyklem). Teplota vzduchu je T, = 24°C, vytazeny led


mailto:radka.krizova@fykos.cz
mailto:katka.castulikova@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXIV ¢islo 3/7

h1
ha

dvere

7% % Z
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Obr. 2: Dvere auta pod hladinou.

potrebujeme mit na teploté Tmax = —9,0°C. Jakou teplotu musi mit led ve sklepé, aby jej
bylo mozné vytahnout pomoci tohoto stroje? Proc¢ to pujde, i kdyz pritom zahrejeme led, ktery
soucasné vytahujeme? Karel mad zdlibu v podivnyjch strojich.

Carnotov cyklus je teoreticky model stroja, ktory pracuje Cisto tym, Ze presiva teplo z tep-
lejsieho objektu (v nasom pripade vzduch) do chladnejSieho (v nasom pripade ten vytahovany
lad). D4 sa spocitat, Ze maximalna dosiahnutelnd Géinnost je v takom pripade
T
=1- — N
nc T,
pricom zadanie hovori, Ze nas stroj ma celkovi ucinnost 7. = nnc.

TakZe uz vieme s akou téinnostou dany lad vytahujeme. Co z nej vieme este zistit? Vieme,
ze uc¢innost udava podiel medzi vykonanou pracou a dodanym teplom. Teplo dodava okolity
vzduch, ¢ize to nas az tak nezaujima. To, ¢o nas zaujima je teplo dodané Tadu. Teplo, ktoré
nam dodal vzduch sa méze premenit jedine na pracu a na teplo, ktoré dodame fadu. Symbolic-
ky Qin = W 4 Qous. Z toho mozeme (s pouzitim definicie i¢innosti n. = W/Qin) vyjadrit teplo
dodané Tadu v zavislosti na vykonanej praci

W 1-—
Qou = -~ W=~

c Te

wW.

Pricom netreba zabudat, ze n. zavisi od teploty Tadu, ktora sa bude v priebehu vytahovania
menit.

Predpokladajme, ze vytahovany kus ladu m& hmotnost m a podciatoénu teplotu Tp (nasa
nezndma). Potom na to, aby sme ho zdvihli o malt zmenu vysky dh je potrebnd praca dW =
= mgdh. Lad teda prijme teplo dQ = mgdh (1 —nc) /nc. Ked si mernu tepelna kapacitu Iadu
oznac¢ime c a dosadime za 7. dostavame diferencidlnu rovnicu

ar=9l=nl-%) dh,
¢ n(l-%)
kde aktudlnu teplotu ladu znacime pre jednoduchost T'.

Teploty st samozrejme uddvané v Kelvinoch a tym pddom mézeme oc¢akavat, ze podiel T/T,
bude priblizne 1. Taktiez sa d predpokladat, ze 1 > n (1 — T'/T), ¢o ndm vyraz napravo znacne
zjednodusi a diferencidlnu rovnicu mézeme prepisat do separovaného tvaru

(T —T)yar = > an,
cn
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Tak ndm sta¢i uz len obe strany zintegrovat.
Na pravej strane sa integruje konstanta, takze vysledok bude jednoducho

gTv h
cn

I

kde zo zadania h = 4,2m je vyska, o ktorid sme Tad vytiahli.
Lavé strana je polyném, takze primitivna funkcia k nej je jednoducho T, T — T2 /2. Integru-
jeme od Tp po Thmax, a tak integral bude

2 g2
T, (Toae — To) — 1max =10
2
takze dostdvame kvadraticki rovnicu
Bt Y R U LAy
2 2 cn

Rovnica nevyzera najkrajsie, ale vietko (okrem nezndmej) st konkrétne zadané ¢&isla. Stadi ndm
teda numericky dopocitat, pricom je dblezité nezabudniit, ze teploty treba dosadzat v Kelvinoch.

Dostaneme, ze Ty = —10,5 °C (druhy koren vychadza okolo 58 °C, ¢o neddva zmysel nielen
preto, Ze by sa uz nejednalo o Tad, ale hlavne preto, Ze by tento lad bol teplejsi nez vzduch,
pricom vSetky nase uvahy pracovali s tym, Ze Tad je chladi¢). Mézeme si rovno overit, ze vy-
raz (1 — T'/Ty) dosahuje hodnoty maximdlne rddu 0,01, ¢iZe to, Ze sme ho zanedbali voci 1,
bolo tplne v poriadku.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz

Uloha IL.5 ... detektor magnetickych nestacionarit 10 bodi; pramér 4,85;
fesilo 27 studenti

Elektricky obvod zndzornény na obrazku miiZe slouzit jako detektor ne- z
stacionarniho magnetického pole. Jedna se o devét hran krychle tvore-
nych elektrickym dratem. Elektricky odpor jedné hrany je R. Nachazi- I
Ii se tato konstrukce v nestacionarnim homogennim magnetickém poli, I I
které ma pro jednoduchost konstantni smer a jeho velikost se méni jen
pomalu, tecou na vyznacenych mistech proudy I, I2, Is. Urcete ze
znalosti téchto proudi smér a c¢asovou zménu velikosti magnetického
pole v prostoru.

Vasek si rikal, Ze resitelé budou mit z ulohy na elektromagnetickou indukci radost.

T I3

Odkud se berou proudy v nasem detektoru? Konstrukci detektoru si 1ze predstavit jako systém
spojenych vodivych smycek. Jako nezavislé smycky lze napi. zvolit smycky lezici v jednotlivych
rovinach definovanych vzdy dvéma kartézskymi osami. Budeme hovotit o smyckach 1, 2, resp. 3,
myslime-li smycku lezici v roviné yz, zz, resp. xy. Tok magnetického pole témito jednotlivy-
mi smyckami se s ¢asem méni, a proto se podle zdkona elektromagnetické indukce na téchto
je komplikovana v tom, ze mame slozitéjsi systém, na kterém se projevuje elektromagnetickd
indukce, a je tfeba si s nim spravné poradit.
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Obr. 3: Schéma zapojeni véetné zndzornéni sméru kladnych napéti a orientace normal
k jednotlivym sténam.

Predpokladejme, ze na jednotlivych smyckach se ndm indukovalo elektromotorické napé-
ti U;, kde ¢ = 1,2, 3, pficemz smér kladného napéti U; je vyznacen na obrazku J sipkou uvnitt
odpovidajici smycky. Pro doplnéni, smér napéti ndm udéva, jakym smérem je urychlovan klad-
ny naboj ve smycce. Elektromotorickd napéti U; nebudeme do obr. zakreslovat a to z toho
davodu, ze ho nelze zakreslit jako jeden zdroj v kazdé smycce. Uvédomme si, Ze pri feseni
vzniklého elektrického obvodu zéalezi na tom, jak bychom nahradni zdroj do smycky umistili.
Napéti U; se ve skutecnosti rozdéli do vsech vétvi kazdé smycky a to tfeba i nerovnomérné.
Zakon elektromagnetické indukce nam pouze tiké, jaké je celkové elektromotorické napéti U;
pro danou smycku. Tato informace nam vsak staci. Za predpokladu, ze jsou ¢asové zmény po-
malé, muzeme uvazovat kvazistaciondrni pribliZzeni a pristoupit tak ke druhému Kirchhoffovu
zékonu. Jeho aplikaci na smycku 1 dostaneme

Uy — RI, — 2RI, + RI. = 0. (1)

Druhy, treti a ¢tvrty Clen predstavuji po fadé tbytek napéti na vétvich AB, BC a CA. V ramci
kvazistaciondrniho pftiblizeni se ndm také nikde v obvodu neméni nabojova hustota, a proto
vysledny proud tekouci do kazdého uzlu musi byt nulovy, neboli plati

In=Ii—I, I,=5L—-1Is, IL,=05L—-1. (2)
Dosazenim (E) do (m) dostaneme
Ui =R(4L — I, —Is) . (3)
Analogicky pro smycky 2 a 3 dostaneme

Up=R(AL —Is— ) ,
Us=R(AL— I — I) .

—~ o~
(SN
~— ~—

Vsimnéme si, Ze tyto rovnice ziskdme z (E) cyklickou permutaci 1 — 2 — 3 — 1. Podobné v (E)
se vyskytuje cyklickd permutace z — y — z — .
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Nyni se podivame kvalitativné na to, co nam tikd o napéti U; zdkon elektromagnetické
indukce. Riké, Ze napéti U; je rovno zaporné vzaté casové zméné toku ®; magnetického pole B
plochou ¥; obepinajici smycku 4, neboli zapsdno matematicky

d®;
dt -~

Ui =— (6)
Plocha ¥; muze byt volena témér libovolné, pro jednoduchost vSak volime plochu rovinnou.
Pak vsechny ¥; maji stejny povrch S. Navic je pro zvolenou plochu dtlezité spravné zvolit
orientaci. Orientace plochy musi byt zvolena ,,souhlasné® s jeji hranici, tj. smyckou. Vzhledem
k nasi volbé kladného sméru obihani smycek je potieba zvolit orientace normaél k jednotlivym
plocham, jak je zndzornéno na obrazku J. Pro volbu ,souhlasné“ orientace si muzete pomoct
pravou rukou. P¥i této volbé pak bude znaménko v rovnici (f) spravné.
Magnetické pole je nestacionarni a homogenni, a proto ho lze zapsat ve tvaru

B = Bn,

kde B = B(t) je ¢asové zavisld velikost magnetického pole a n je konstantni, v kazdém bodé
stejné orientovany jednotkovy vektor. Vzhledem k nasi volbé soutadnic (viz obrdzek f) a vzhle-
dem k tomu, Ze jsou nadmi zvolené plochy casové neménné, je tok magnetického pole smyckou
1 jednoduse roven

®, = B,S,
kde B, je x-ova komponenta magnetického pole. Z rovnice (E) pak plyne
dB;
Uy =-S5 . 7
1 q (7
Vyse zminénymi cyklickymi permutacemi dostaneme
dB
U =-S5—% 8
2= -5, ®)
dB.
Us = — 9
3 S T 9)

Smeér a orientaci magnetického pole v prostoru uréime pomoci standardni volby sférickych
thlt 6 a . Uhel § méri odklon od osy z a ¢ je thel v roviné xy méreny v kladném sméru od
osy x. Projekce magnetického pole do sméru jednotlivych os pak jsou

B, = Bsinfcos g,
B, = Bsinfsinyp, (10)
B, = Bcosf.

Uhly 6 a ¢ jsou dle zadéni ¢asové neménné. Dosazenim rovnic (@) do rovnic (H)-(E) dostaneme

Ux :—S%Sin(?coscp, (11)
dB . .

Us = fSE sinfsin ¢, (12)
dB

Us = fSE cos@. (13)

10
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7 rovnic (E)-(B) chceme vyjadiit ihly 6 a ¢ a také Casovou zménu velikosti magnetického
pole. Jednd se vlastné o problém podobny transformaci kartézskych soutadnic do sférickych
s tim rozdilem, ze faktor —S % ktery hraje roli radidlni soufadnice r, muze nabyvat kladnych
i zdpornych hodnot. Z rovnic (@)—(ﬁ) muZeme uréit pouze smér magnetického pole a ne jeho
orientaci, tj. muzeme urcit pouze podél jakych primek magnetické pole miri. Ukazeme, proc
tomu tak je.

Uvazujme, ze zndme % a je napr. zaporné. Potom faktor —S % hraje roli kladné radidlni
souradnice a z transformace do radidlnich souradnic nalezneme dhly 0 a ¢. Stejné pravé strany
rovnic ([L1)-([13) vSak dostaneme, pokud zménime znaménko 92 a zaroveii provedeme inverzi,
tj. zdménu 0 — n—0 a p — ¢+ 1. PresvédcCit se muzete sami dosazenim a pouzitim souc¢tovych
vzorcu pro goniometrické funkce. V nasem pripadé to znamenad, ze nezjistime rozdil mezi prvnim
pripadem, kdy magnetické pole miti do orientovaného sméru daného uhly 6 a ¢ a ziroven jeho
velikost klesa, a mezi druhym pfipadem, kdy ma magnetické pole opac¢nou orientaci danou
thly 1 — 0 a ¢ 4+ ©_a zaroven jeho velikost roste.

Z rovnic (@)—( ) na zdkladé predchozi diskuze a na zékladé podobnosti transformace kar-
tezskych soufadnic do sférickych dostdvame vztah pro velikost ¢asové zmény magnetického

pole
dB 1
5| = g VUi Ui+ Ug
a vztah pro thly udavajici smér primek, podél kterych miri magnetické pole,

U
VUZ+ U2 + U2

Y = atan2(U2, Ul) 5

6 = arccos

kde funkce atan2 predstavuje zobecnéni funkce arctg. Na zavér dosadime za napéti U; z rov-
nic ( )—(a)7 ¢imz dostaneme hledané vztahy

dB R
E,:§JBU%J}H57MUm+bh+hm,
4Is — I, — I
6 = arccos ,

£/ 18 (]12 + ]22 +I§) — 14 (11]2 + I213 +I3Il)

@Y = atan2(4[2 — [3 — [1,4[1 — 12 — 13) .

Vidclav Mikeska
v.mikeska@fykos.cz

Uloha IL.P ... nakladny hokej 9 bodi; pramér 5,01; Fesilo 74 studentt

Odhadnéte, kolik stoji kompletni zalednéni hokejového hristé.
Danka nemd rada hokej, ale brusleni ano.

Aby sme mohli vytvorit odhad ceny zaladnenia hokejového ihriska, musime najprv zistit, ako
je vlastne cely proces realizovany.

11
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Hokejové ihrisko tvori niekolko vrstiev materidlov: Tadovy povrch, vychladend beténova do-
ska, izolacia, zohriaty betén, pieskovy a Strkovy podklad a odvod vody, vid obrézok Y (zdroj®).
Ladovy povrch je vytvarany vo vrstvach. Tenka vrstva vody nanesend na vychladent beténova
dosku zamrzne takmer okamzite a vytvori tak zaklad pre Tadova plochu, na ktory sa postupne
nanasaju daldie tenké vrstvy vody. Casti prvych ladovych vrstiev sa farbia pozadovanymi far-
bami, aby bolo vytvorené ihrisko. Vychladena beténova doska spociatku zabezpecuje zamfzanie
nanasanych vodnych vrstiev a nésledne udrzuje Tadovy povrch zamrznuty, a to optimélne na
teplote T' = —4 °C, ktort ovplyviiuje mnoho faktorov, ako napriklad okolitd teplota v budove
stadiénu, vonkajsia teplota a vlhkost® Chladenie je realizované chladiacim systémom zabudova-
nym v beténovej doske, ktory si podrobnejsie rozoberieme o chvilu. Vrstva izoldcie a ohriateho
beténu udrziava zem pod Tadom nezamrznuti, pretoze inak by mohlo dojst k expanzii a pripad-
nému poskodeniu ihriska. Celd konstrukcia ihriska je polozend na podklade tvorenom pieskom
a strkom, ktory obsahuje odvod vody.

g surface

o}
Chi\ied concreté s\al

\nsulation

Heated concrete

Sand and gn’a\ae\ pase

Ground water drain

Obr. 4: Prierez ladom a vrstvami podkladov hokejového ihriska

Samotné chladenie je realizované pomocou nepriameho chladiaceho systému.E Ten pouziva
tekuty chladi¢ (zvycajne amoniak), ktory absorbuje teplo zo sekundédrnej tekutiny (zvycajne
sland voda, pripadne etylén ¢&i propylénglykol), ktord zase absorbuje teplo zo zdroja. Sland voda
sa pouziva preto, lebo mrzne az pri teplote nizsej ako je bod mrazu ¢istej vody na povrchu. Pri
teplote nizsej ako 0 °C moze voda stdle tiect cez potrubie, ale zaroven je dost studend na to, aby
mohla zabezpecit zamrznutie vody na povrchu. V nepriamom chladiacom systéme s tri hlavné
komponenty: chladi¢, kompresor a kondenzator. Proces chladenia je prehladne znézorneny na
obrazku E (zdroj¥), preto ho tu nebudeme slovne popisovat.

Z tohto popisu hokejového ihriska uz mame celkom dobri predstavu o tom, ako funguje
chladenie hokejového ihriska, a ¢o je na vytvorenie ladovej plochy potrebné. Podme sa teda
postupne pozriet na jednotlivé nédklady s tym spojené. Budeme pritom predpokladat, ze nesta-
viame hokejové ihrisko nanovo, ale uz mame kupeny kompletny chladiaci systém.

2https://tinyurl.com/ice-rinks-refrigeration
3https://tinyurl.com/ice-rinks-refrigeration
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Secondary - » Primary
Refrigeration Side " Refrigeration Side

Ice Rink Condenser

HEATED AMMONIA (L0

| COOL AMMONIA Licy

HEATED AMMONIA v

HEATED BRINE

COOL BERINE

HEATED BRINE

Brine Pump Chiller Compressor

Obr. 5: Schéma nepriameho chladiaceho systému pouzitého na chladenie ladovej plochy.

Na zaladnenie ihriska budeme urcite potrebovat vodu, a to nie malé mnozstvo. Na vytvorenie
povrchu hokejového ihriska je potrebnych 45 — 57 tisic litrov vody, pricom ladova vrstva méa
typicky hribku medzi 0,75 az 1,5 palca (cca 1,9 — 3,8 cm)¥ Hrubka vrstvy nemoze byt tensia,
pretoze by sa korcula mohla ladom prerezat az k beténu. Nemoze byt ani hrubsia, pretoze by
pre vacsie mnozstvo ladu nemuselo postacovat chladenie, a teda by sa lad na povrchu roztapal.
Oficidlna hokejova ladovd plocha by mala byt | = 200ft (teda 60,96m) dlhd a w = 85ft
(¢ize 25,91 m) Sirokd® Ak by bola vrstva ladu hrubd h = 2,9cm (priemer typickych hribok
uvedenych vyssie), a to na celej ploche ihriska, tak celkovy objem ladu na ihrisku by bol

Vi & hiw = 46 m* ,

¢o je teda 46 000 £ ladu. Ako je vSeobecne zndme, hustota l’aduE p = 917kg-m ™3 je mensia ako
hustota vody py = 1000kg-m™3. Tento objem ladu preto zodpovedd vode s objemom

Ve =2y = 42000¢.
Pv
Vidime, zZe tdto hodnota je o nieCo mensia ako minimélna hodnota, ktort sme uviedli vyssie.
Nesmieme zabudat ani na straty spésobené napriklad vyparovanim vody pocas procesu chla-
denia, kedZe vyparovanie z povrchu prebieha v urcitej miere pri vsetkych teplotach kvapaliny.
Uvazujme preto, ze na vytvorenie pozadovanej vrstvy ladu spotrebujeme Vi, = 450004 vo-
dy. Predpokladajme, ze nase hokejové ihrisko zaladnujeme niekde v Prahe. Je ziaduce, aby
lad na hokejovom ihrisku bol ¢o najcistejsi, kedze prave taky lad mé optimdlne vlastnosti pre
koréul’ovaunie.E Pouzijeme nan preto pitnii vodu a budeme predpokladat, ze ma dostatocne dobré

4http://science.unctv.org/content/scienceblog/ice-hockey
Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/Led
Shttp://science.unctv.org/content/scienceblog/ice-hockey
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vlastnosti a nemusime preto kupovat prostriedky na Cistenie vody. Cena pitnej vody v Prahe
je v sti¢asnostil! ¢, = 50,30 Ké-m~2. Cize za vodu, z ktorej vyrdbame Iad celkovo zaplatime

S1 =c Vo =2270K¢.

Druhé vec, ktora bude najviac prispievat do ceny zaladnenia ihriska je elektricka energia
spotrebované chladiacim systémom. Uvazujme, ze chladiaci systém ako celok mé prikon® P =
= 106 kW. Nech vytvorenie ladovej plochy trva¥ t = 48h. Za tuto dobu chladiaci systém
spotrebuje energiu

E = Pt =5088kWh.

Pozrime sa na to, ¢i naozaj bude tolkoto energie stacif na premenu studenej vody na Tad. Hmot-
nostné skupenské teplo tuhnutia Iadu jed Iy = 334kJ-kg™!. To je o dva rady viac ako energia
prislichajiica zmene teploty vody o 1°C, teda ak uvazujeme zamfzanie vody s teplotou bliz-
kou 0 °C. Pre odhad ndm sta¢i uvazovat iba teplo potrebné na zmenu skupenstva. To spocitame
ako

Q=1Vepy =15GJ =4170kWh.

Takéto mnozstvo tepla potrebujeme z vody odobrat, aby sme ihrisko zaladnili. Ak by sme jedno-
ducho predpokladali, Ze chladiaci systém musi dostat na svoje fungovanie aspon tolko elektrickej
energie, kolko tepla musi odobrat vode, tak z nasich vypoctov vyplyva, ze tato energia bude
postacovat. Samozrejme, situécia je ovela komplikovanejsia. Zariadenia nemaji 100 %-nu u¢in-
nost, ¢o vyplyva uz zo zdkonov termodynamiky, a tiez nesmieme zabtidat na rézne tepelné
straty. V kazdom pripade moézeme zhodnotit, Ze nami ziskand energetickd spotreba chladia-
ceho systému moze byt redlna. Teraz spocitajme, kolko nés bude tato energia stdt. Uvazujme
priemernti cenu elektrickej energie™ cp = 1,9 KEkWh™!. Potom za elektrinu spotrebovant pri
zaladneni hokejového ihriska zaplatime

So =cpE =9670K¢.

Dokopy za vodu, ktorti nechdme premenit na lad a elektrickii energiu, ktorda sa spotrebuje
chladiacim systémom, zaplatime S = S; + S2 = 12000 K¢.

Sice uvazujeme, ze chladiaci obeh uz obsahuje vSetky potrebné komponenty a nie je potrebné
ich preto nakupovat. Zo zaujimavosti si ale mézeme spocitat, kolko by mohla staf slani voda
pouzitd v chladiacom obehu. Objem vody pouzity na chladenie je asi V. = 9 000 galénovi= teda
cca 34000 ¢. Predpokladajme, ze budeme opét brat pévodne pitnd vodu. Zaplatime za nu

Ss =c, Ve =1950K¢.

Na vyrobu slanej vody budeme este potrebovat sol, pricom moézeme pouzit NaCl pre priemy-

tuhnutia. V tom pripade bude hmotnostné koncentrécia soli vo vodet k = 23,3 %, teda mus{

platit
ms

b
ms + mc

7https://www.pvk.cz/vse-o-vode/cena-vodneho-a—stocneho/

8http://tiny.cc/screw-chiller

9http://science.unctv.org/content/scienceblog/ice-hockey
Ohttps://sk.wikipedia.org/wiki/Merné_skupenské_teplo_topenia
Mhttps://www.usetreno.cz/energie-elektrina/cena-elektriny/
Zhttps://www.rsi.edu/blog/hvacr/ice-hockey-rink-refrigeration/
13https://en.wikipedia.org/wiki/Brine#Refrigerating_fluid
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kde ms je hmotnost soli a m. hmotnost vody v potrubi. Odtial si ipravami vyjadrime hmotnost
soli, ktorti budeme potrebovat a dostaneme

Ms = Me——— = VCpV% =10330kg.

Nech kupujeme priemyselni NaCl za cenuE ¢s = 6Rskg™t = 1,80 Ké-kg™!. Potom za sol
zaplatime
Sy = csms = 18600 K¢ .

Sland voda v chladiacom obehu by teda podla nasich odhadov stéla asi 20 500 Ké. V porovnani
s cenou spotrebovanej elektrickej energie na jedno zaladnenie a takisto ceny potrebnej vody vi-
dime, Ze keby sme mali nakupovat aj komponenty do chladiaceho obehu, tak aj cena zaladnenia
by znacne vzrastla.

Ak by sme naozaj chceli hokejové ihrisko zaladnit, potrebovali by sme na to urcite aj neja-
kych odbornych pracovnikov, ktori by sa podielali na realizacii celého procesu. Tychto pracov-
nikov by sme, samozrejme, tiez museli vyplatit, ¢o by zdvihlo cenu zaladnenia. Uvazujme, ze
tito technicki pracovnici maju v roku 2020 minimalnu mzdu™ (nepodarilo sa ndm néjst ziadne
idaje o tom, kolko v CR reédlne zardbaji) m = 87,30 Ké-hod ™! Zamestnavatel musi este okrem
tejto sumy za svojho zamestnanca odviest dalsich 34 % do zdravotnej a socidlnej poistovnet
Uvazujme, ze pocas celej doby zaladnovania, si v kazdej chvili pritomni priemerne n = 3
zamestnanci. Potom celkovo za jedno zaladnenie zaplati zamestnancom

Ss = 1,34mitn = 16 850 K¢.

Na zaver mozeme zhrnit, ze ak mame pripravené vsetko vybavenie na zaladnenie hokejového
ihriska, tak zan zaplatime asi 12 000 K¢. Za odbornych pracovnikov, ktori zaladnenie vykonaju,
zaplatime dalsich 16 850 K¢. Celkovo teda bude jedno zaladnenie stat odhadom 30000 K¢.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha ILE ... hrne¢ku dost 13 bodt; primér 9,61; fesilo 49 studentt

Promérte zavislost rychlosti, s jakou pribyva kvasek, na case a na okolni teploté.
Soutéz 'V priibéhu méreni vyfotte sebe nebo treba buchty, které ze vzniklého kvasku upecete,
a fotografie nam poslete na adresu fykos-solutions@fykos.cz. Vystavime je na nasem Facebooku
a Instagramu a autora nejlepsi fotky ocenime zbrusu novymi FYKQOSimi ponozkami.

Kate néjak pomalu nabyval kvdsek.

Teorie

Pii kynuti kvdsku pozorujeme vlastné mnozeni kvasinek, které pfi pudeni (rozdélen{ materské
butiky na dvé dcefiné) rozklddaji cukr na alkohol a oxid uhli¢ity. Pravé tim je zvétSovan objem

http://tiny.cc/sodium-chloride

15 attps://www.kurzy.cz/kalkulacka/minimalni-mzda/

'6https://www.migrace.com/cs/poradna/informace-pro-cizince/cizinci-ze-zemi-mimo-eu/pracovni-pomer/
zamestnani-mimo-eu-odvody
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kvéasku. Idealni teplota pro mnozeni kvasinek je kolemE 30 °C, z tohoto duvodu byl experiment
proveden pro teploty v rozmezi 25 °C az 40 °C. Vzhledem k tomu, Ze jedna kvasinka se rozdéli
vzdy na dvé dceriné, které se nasledné také déli, lze predpoklddat exponencialni pribéh.
Samotny objem zavisi predevsim na teploté kvili velké teplotni roztaznosti plynu. Rychlost
mnozeni je pak ovlivnéna mnoha faktory, mezi hlavni patii nejen pocatecni mnozstvi kvasinek,
jejich druh a aktivita, ale také teplota, pri které puceni probiha, a mnozstvi cukru. Pokud drozdi
neni dostatecné dobfe promiseno s cukrem, dochdazi k ristu objemu pomaleji, nebot mé k cukru
pristup jen ¢ast kvasinek. Proto se ke kvasinkdm pfidavé jesté néjaka tekutina (v nasem piipadé
mléko), kterd usnadni promiseni, protoze se v ni cukr s drozdim alespon ¢dsteéné rozpusti.

Meéreni

Béhem experimentu je tfeba dat pozor na udrzovani stejnych pocateénich podminek pro kaz-
dé méfeni. Vzdy jsme pouzili zarovnanou 1zici mouckového cukru (je nutné dat vzdy stejné
mnozstvi, nebot pfi riazném bychom nemohli spravné zhodnotit vliv teploty). Pokus by mohla
ovlivnit také hrubost zrn cukru, protoze kazdy druh se rozpousti jinak dobie, a proto je vhodné
pouzit pokazdé stejny. Objem jsme mérili pomoci odmérného vilce, ktery mél stupnici s dilky
po 5ml.

Na druhu nddoby také zélezi, jelikoz po urcité dobé dochazi k oddéleni ¢asti suspenze. Lehc¢i
kvasinky vyplavou na povrch, zatimco mléko s rozpusténym cukrem se drzi u dna. U vyssi
odmeérky pak maji kvasinky ve vyssich vrstvach mensi mnozstvi cukru v okoli, a tudiz mize
dochézet k méné castému puceni nez v méléi odmérce. Nicméné ve vysoké nddobé muzeme
urcovat objem s lepsi presnosti, nebof je snazsi vyrobit stupnici s jemnéjsim délenim. Z tohoto
divodu jsme pro métreni pouzili odmérny vélec.

Konstantni teplotu jsme udrzovali vodni lazni a kontrolovali teplomérem. Drozdi jsme roz-
mélnili na co nejmensi ¢asti, vhodili spolu s cukrem do odmérného valce, dolili do 200 ml mlékem
a promichali. Od této chvile jsme na stopkdch mérili ¢as a zaznamendvali jej pokazdé, kdyz se
objem zvétsil o 5 ml. Objem jsme odecitali z rysky na stfedu mezi nejnizsim a nejvyssim bodem
hladiny.

V pripadé, ze sténa z kvasinek byla na hladiné moc tenkéa, zacaly bubliny plynu praskat
a plyn se uvolnioval do okoli. V tomto okamziku jsme méfeni ukoncili. Z diuvodu mozného pras-
kani bublinek neni vhodné po zacatku méreni smés promichavat, nebot by se tim objem vyrazné
snizil, i kdyz na tkor toho dochazi k oddélovani ¢asti suspenze a kvasinky tak maji horsi pistup
k cukru rozpusténém v mléce.

Namérend data jsme vynesli do grafu E Pro kazdou teplotu jsme je prolozili regresni prim-
kou, hodnoty smérnic jsou uvedeny v tabulce [l| a znidzornény v grafu [q.

Diskuze

7 regrese jsme vyjmuli poc¢atecni hodnoty, kdy puceni probihalo jesté velmi pomalu. Z namé-
fenych dat je patrné, ze prubéh byl vétsinou viceméné linearni. To lze odtivodnit predevsim
Spatnou distribuci cukru ke kvasinkdm a také chladnutim prostiedi s kvasinkami, kdyz vystou-
paly v odmérném valci nad hladinu vodni 1azné a jejich teplota sla nésledné regulovat jen velmi

17NEUPAUEROVA, Karla. Bakaldrska prace: Vyuziti kvasinek v potravindrském pruamyslu. Zlin: Univerzita
Tomase Bati ve Zliné, 2012. Dostupné z http://digilib.k.utb.cz/bitstream/handle/10563/21723/neupauerova_
2012_bp.pdf?sequence=1&isAllowed=y
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Obr. 6: Zavislost objemu kvasku na ¢ase pro ruzné teploty.

tézko. Po konci méfeni byla teplota kvasinek vétsinou o 1 az 2 °C nizs{ nez pocatecni, coz muze
byt, spolu s nedostatkem cukru, jednim z duvodu poklesu rychlosti puceni po urcitém case.
Dalsim z davodi je téz praskani bublinek vzduchu, které nemusime vzdy zpozorovat a zanasi

tak do méreni dalsi nejistotu.
Tab. 1: Zavislost rychlosti pucen{ kvasinek na teploté, kterd byla méfena s chybou 2 °C.

Rychlosti mnozeni kvasinek v zavislosti na teploté prostiedi jsme vynesli do grafu H, kde

T Vp
°C ml-min—1
25,0  9,4+0,1
26,0 6,8 +0,1
26,5 7,2+0,1
30,0 16,540,3
30,5 248+04
32,0 14,2+0,1
34,0 18,9+0,1
36,0 33,0+1,0
380 328+0,6
390 269+04
40,0 21,7404
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Obr. 7: Zéavislost rychlosti puceni kvasinek na teploté.

je patrné, ze v rdmci chyby roste rychlost puceni s rostouci teplotou az do svého maxima pii
teploté 36 °C. Z tohoto grafu lze usuzovat, ze idedlni teplota pro mnoZeni pekarskych kvasnic
je kolem 36 °C.

Zavér

V ramci experimentu se ndm nepodarilo potvrdit pocatecni predpoklad exponencidlniho né-
rustu objemu. K tomu by doslo v idedlnich podminkach, které vSak nejsme schopni s béznym
vybavenim zarucit. Misto toho jsme pozorovali linedrni zdvilost objemu na case.

Ovérili jsme, zZe rychlost puceni kvasinek zavisi na teploté a to tak, ze nejlepsi podminky pro
mnozen{ jsou kolem 36 °C. Tento tidaj se sice plné neshoduje s citovanou literaturou (kde byla
uvedena idedlni teplota 30 °C), to vSak mlze byt zptisobeno jinym druhem kvasnic. Pod 30 °C
probihd mnozeni velmi pomalu, s rostouci teplotou se zvysuje tendence kvasinek mnozit se az
do zminénych 36 °C, odkud nédsledné pozvolna kles4.

Katerina Charvdtovd
katerina.charvatova@fykos.cz

Uloha IL.S ... kmitajici RLC 10 bodi; primér 4,78; fesilo 36 studenti

Uvazujme obvod, ve kterém jsou sériové zapojeny civka, kondenzator, rezistor a zdroj napéti.
Civka m4 indukcénost L, kondenzdtor ma kapacitu C a rezistor ma odpor R. Zdroj vytvari
stiidavé napéti U = Uy cos(wt). VSechny soucdstky povazujte za idedlni. S pomoci zdkona za-
chovdni energie napiste rovnici pro nédboj, rychlost naboje (proud I) a zrychleni ndboje (rychlost
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zmény proudu I). Jednd se o rovnici tlumenych kmitii. Porovndte-li ji s rovnici pro tlumené
kmity zdvazi na pruziné, co v tomto obvodu hraje roli hmotnosti, tuhosti pruziny a treni? Jaka
je prirozena frekvence kmitii?

Déle pomoci velicin L, R a w vyjadrete kapacitu kondenzatoru, pri které by byl fazovy
posun napéti na kondenzatoru roven j. Jakd bude amplituda napéti na kondenzatoru pri tomto
fazovém posunu? Nemechanické kmity jsou taky kmity.

Rovnice pro naboj, jeho rychlost a zrychleni je mozné odvodit pomoci zdkona zachovani energie,
ktery nam riké, ze soucet napéti pres vsechny komponenty obvodu musi byt roven napéti na
zdroji, neboli

Q

° + RI+ JL = Up cos(wt) .

Za vychylku lze v tomto systému povazovat naboj na kondenzatoru, za rychlost proud I a za
zrychleni pak zrychleni proudu J. Tim padem hraje roli tuhosti pruziny veli¢ina %, hmotnost
odpovida indukénosti L a konstantu treni « lze vyjadrit jako % (musime si uvédomit, ze jsme
silu tfeni definovali jako ymuv, a tedy koeficient u tteci sily je ym; proto délime R veli¢inou L,
jez odpovidd hmotnosti). Roli vnéjsi sily F cos(wt), kterd nuti systém k oscilacim, hraje napé-
ti Up cos(wt). Prirozend frekvence kmitt oscilatoru s pruzinou je ddna jako wo = \/E , cemuz
v nasem obvodu odpovidd wo = \/CI .
Fazovy posun mezi napétim a oscilacemi ndboje je dan vztahem
wg —w?
cotgpg = ——,
Yw

ktery jsme odvozovali v seridlu. Napéti na kondenzatoru se méni s oscilacemi naboje na kon-
denzatoru takze sdili stejny fizovy posun. Pro pozadovany fazovy posun lze psit

2 2
Cotgﬁzlzu’

4 Yw

wi =w(y+w),

wo=+yw((y+tw).

V nagsem obvodu pak plati
T fe(Be)
LC L ’
1
C=——-——.
w(R+wL)

Amplituda napéti na kondenzitoru zavisi na amplitudé nédboje na kondenzitoru (oznacime
ji Qo) jako

vo= @
Amplituda naboje je ddna vztahem pro amplitudu tlumenych kmiti, je tedy rovna
F Yo
Qo = m = L =
2
\/(Wg —w?)” + 7w’ \/(% - w2)2 + %‘;uﬂ
® Uo

V(B +a) —wt) s fun V2R
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kde jsme v poslednim kroku dosadili za ziskanou hodnotu C. Dostdvame vyslednou amplitudu
kmiti napéti, kterd ma velikost

o w(R—!—wL):ﬂ (1—|—w}%) :

U =
¢ V2Rw V2

Stépdn Marek
stepan.marek@fykos.cz
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Serial: Vic oscilatorti vic vi

Na konci minulého dilu bylo naznaceno, zZe se budeme zabyvat vice navzijem propojenymi os-
cilatory ¢i oscilacemi ve vice dimenzich. Nez se ovSem do takovych tkolt pustime, bude treba
ponékud zformalizovat nékteré matematické kroky, které jsme pii odvozeni chovani jednodu-
chych oscilaci ucinili. Konkrétné se bude jednat o dvé dulezité kapitoly z matematiky — nasim
prvnim cilem budou derivace a diferencidlni rovnice a poté se podivame na nékteré aspekty
komplexnich ¢isel. Doufame, Ze vétsina z témat pro vds bude pouze opakovianim, zatimco jind
prinesou novy pohled na véc. Doporucujeme také prozkoumat ruzné jiné zdroje mimo tento se-
ridl, pokud si vysvétlenim néjaké problematiky nebudete jisti. Jelikoz se jedné o velmi rozsitené
koncepty, zdroji pro studium existuje bezpocet.

Pod mikroskopem jsou vsechny kfivky pFimky

V minulych dilech jsme se zabyvali priblizenim urc¢ité funkce v okoli néjakého bodu. Je to
pravé ukotveni této aproximace v rigoréznéjsim matematickém formalismu, které vede k pojmu
derivace. Proces tohoto ukotveni zacnéme na jednoduchém konkrétnim piipadu — polynomialni
funkci.
Jiz vime, ze pro mald h plati
(14+h)*~1+4ah.

Pti feseni predchozich problému jsme si také ukazovali, Ze pro A > B lze psat

B\* aB

A B”:A“(l 7) zA“(l 7> .

(A+B) + 2 + a1
Vzdy jsme tedy aproximovali funkci ® v okoli néjakého bodu (v prvnim piipadé v okol{ bodu 1,
v pfipadé druhém v okoli bodu A) tim, Ze jsme provedli rozvoj pro uréité malé redlné &islo.
Samotna hodnota funkce v okoli tohoto bodu zavisi na nékolika parametrech — jednak na funkéni
hodnoté pravé v tom bodé, jehoz okoli néds zajima, dale pak na velikosti zvoleného malého ¢isla
a nakonec na néjaké kombinaci parametri odvozenych ze zakladni funkce v daném bodé. Tato
odvozenina, vytvorend z parametru funkce a jeji funkéni hodnoty v prislusném bodé, se prave
nazyvé derivace. Formalné lze psat, ze nase aproximace funguje jako

df
Aﬂc<<mo:f(x0—|—Ax)%f(xo)+a - Az,
o
kde hovorime o derivaci funkce f dle promenné x v bode xz¢. Jako ilustraci si vezméme predchozi
pripad, kdy jsme méli
(1+h)*~1+ah,

pokud tedy definujeme g(z) = =%, mizeme psit

dg) _
dl’li
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Jelikoz ve druhém uvedeném prikladé plati
(A+B)*~ A* +aA"'B,

Ize obdobné psat

Miuzeme zkontrolovat, Ze tento vyraz skutecné funguje pro A = 1. Obecné pak z nasi linedrni
aproximace definujeme derivaci funkce v daném bodé jako

| _ o a0t Ae) — fla)

dzlz, Az—0 Az

Ohledné limity Az — 0 ndm staci védét, ze indikuje, ze Ax < 1 je velmi malé ¢islo. Pfesnou
definici se zde nebudeme zabyvat. Derivace funkce je tedy také funkci, kterda se muze bod od
bodu ménit. Casto pak vynechévime konkrétni oznaceni bodu, ve kterém je derivace vyhodno-
cena, a pouzivame stejné oznaceni jako v origindlni funkci. Nize je ve zkratce uveden seznam
derivaci nékterych béznych funkci

dz*® _ axafl
de ’
dsinz I sin(z + Az) —sinzx
= 1im =
dz Az—0 Az
. sinx cos Az + sin Az cosx — sinx
= lim =
Az—0 Az
sinz + Az cosx — sinx
= lim =coszx,
Az—0 Az
dcosz sing
de ’
de® lim e"tAT et lim e"et —e® " (1+Az)—1 o
dz ~ azso Ax T Az—0 Ax - Ax o
dlnz . In(z+ Az) —Inz ) 11150"1‘111(1‘5‘%)—1111 1
= lim —————— = lim = —.
dzx Az—0 Ax Az—0 Ax T

Kombinujeme funkce

Jelikoz derivace pocitdme ve fyzice velmi Casto, vyplati se zamyslet nad jejich algebrou. Je
opravdu nezbytné vzdy explicitné pocitat limitu funkci? Nebo lze zjistit hodnoty derivaci z né-
jakého mnozstvi zakladnich blokd? Ukazuje se, ze to mozné je; za pomoci nékolika pravidel.
Prvnim pravidlem, které si ukézeme, je linearita. To znamend, ze pokud mame dvé funk-
ce f(z) a g(z) a definujeme pomoci nich funkci h(z) = af(z) + bg(z), kde a a b jsou néjaké
kontanty, bude platit
dh  df dg
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vvvvvv

ni (a jak se pozdé&ji ukazuje, naprosto zdsadni vlastnost derivaci) charakterizuje tzv. Leibnizovo
pravidlo, které odpovida na otdzku, jak nalozit se souc¢inem funkci. Plati

Afg _ o f A gl + Ar) — [(@)g(e) _

dzx Az—0 Ax
g U@+ 57 (o) + §207) — f@)g(a) _ dg | df
o Ai%o Ax - dz gdl‘ )

kde jsme zanedbali druhy fad v Az v ¢itateli.
Poslednim pravidlem, které budeme odvozovat, je pravidlo pro derivaci slozené funkce. De-
finujme funkci f(x) = g(h(z)), kde g(x) i h(x) jsou dalsi funkce. Pak plati

df _ o g(hle + Ax)) - glh(@) _ o 9(h(@) + G AT) — g(h(z)
dr  Azso Az = Arho Az '

Pokud lze predpokladat, ze %Aaj = Ah je stile malé ¢islo, dostaneme

df _ o 90@) + Az - g(h(z) _ dgdh
dz ~ Azso Az " dhdz’

Toto pravidlo se oznacuje jako Tetézové a bude hrat diulezitou roli pfi odvozovani derivaci
nékterych slozitych funkei.

Fyzikalni vyznam derivaci

Ackoli je tento matematicky apardt velmi zajimavy, jeho fyzikdlni vyznam je snad jesté zaji-
maveéjsi. Uz tusime, Ze schopnost charakterizovat chovini néjaké funkce v okoli urc¢itého bodu
pomoci linedrni aproximace je klicovd ke zjednoduseni popisu chovani mnoha systému. Nyni
nam derivace umoznuje popsat, jak rychle se pfislusnd funkce méni v okoli daného bodu — de-
rivace urcuje miru zmény veli¢iny. Efektivné to znamend, Ze pro dostatecné malé okoli bodu
néjaké funkce lze tuto funkci aproximovat jako pfimku, pficemz smérnice této primky je ddna
pravé derivaci v tomto bodé.

Popis miry zmény veli¢iny je jednim z tstfednich bodu jakéhokoliv fyzikalniho zkouméni.
Napriklad v kinematice casto sledujeme pozici urc¢itého hmotného bodu v zavislosti na ca-
se. Pokud se zaméfime na velmi kratky casovy interval, lze trajektorii bodu popsat primkou,
tj. predpoklddame, Ze se bod v tomto casovém tuseku pohybuje viceméné rovnomérné nebo
je v klidu. Mirou zmény polohy je v tuto chvili zrejmé rychlost. Z toho lze usoudit, ze rych-
lost je derivaci polohy podle ¢asu. Symbolicky zapsdno, pro polohu z jakozto funkci casu ¢
(piseme z = z(t)) mame

_dx
Todt’
kde v je rychlost bodu.

Odvozeni derivaci pro popis dynamiky castic je stfedobodem newtonovské mechaniky. Zkus-
me tedy zformulovat Newtonovy zakony v jazyce derivaci. Prvni zdkon mluvi o tom, ze télesa,
na kterd neptisobi zadna sila, setrvavaji v klidu ¢i v rovhomérném primocarém pohybu. To zna-
mend, ze rychlost télesa se néméni — mira zmény rychlosti télesa je nulova, coz lze s vyuzitim
prechoziho zapsat jako

dv

E:
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Druhy zédkon dava do souvislosti zrychleni a sily pusobici na téleso. Dulezitym zobecnénim je,
ze pokud ponechame volnost pro zménu hmotnosti s ¢asem, piSeme
d(mv) dp

dt  dt’

F=

Treti zakon nehovori o zménach ¢ili zustava v origindlnim znéni.
Pokud se hmotnost télesa s ¢asem neméni, mtzeme psat (coz lze jednoduse odvodit z vySe
uvedenych pravidel)

dv d?z
F=m— =m—
Tar T M
kde ‘(11275 znadci druhou derivaci polohy podle ¢asu, kterou identifikujeme jako zrychleni. Jelikoz

ve vétsiné pripadi jsou vnéjsi sily zavislé pouze na poloze, rychlosti ¢i casu, jsme schopni druhy
Newtonuv zdkon vyjadrit ¢isté pomoci ¢asu, polohy a derivace polohy.

Kmity ve formalismu derivaci

Pro zévazi na pruziné plati Hooktv zakon
F=—kx,

kde x =l — lp oznacuje prodlouzeni pruzinky vzhledem k rovnovazné poloze. Aplikaci druhého
Newtonova zakona dostdvame
d%z

Rovnici, kterd obsahuje funkce a jejich derivace, se rika diferencidlni rovnice. Abychom tuto
rovnici vyfesili, potfebujeme najit polohu jako funkci ¢éasu z(¢) takovou, ze druhd derivace
této funkce bude az na nésobici konstantu stejnd jako ptivodni funkce. Pokud se podivame na
definice derivaci zédkladnich funkci, mizeme si vSimnout, ze

= —COS Zz.

d*cosz d (dcosz) __d(—sinz)
dz2 T dz dz - dz

Vidime, ze tato funkce se n4m muze hodit, ovSsem musime do ni dosadit bezrozmérnou veli¢inu z,
zatimco v puvodni rovnici hledame zavislost na case. Jelikoz vime, ze se jedna o kmity, ma smysl
vyzkouset jako bezrozmérny parametr z = wot a pokusit se derivovat vzhledem k casu misto
parametru z. Dostavame

= —wj cos(wo) t.

d?cos(wo)t d (dcos(wo)t dwot | _ o d sin(wot)
ez At \ dwet  dt )T e

Nyni uz jen staci, aby tato funkce méla rozmér vzdalenosti. K tomu ji staci vynasobit konstantni
amplitudou kmitd A, ¢imz dostaneme z(t) = A cos(wo) t. Odtud plyne

d?Acos(wo) t
M = —kAcos(wo)t,
—mw A cos(wo) t = —kAcos(wo) t,
2k
wo = —,
m
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coz neni nic jiného nez klasicky vzorec pro prirozenou frekvenci kmitu.

Na tomto prikladé vidime silu formalismu derivaci. Za cenu rozvoje matematického apa-
ratu jsme se mohli zcela vyhnout diskuzi o fazovém prostoru, analytické geometrii kruznice
fyzikéalnich problému. Samoziejmé, mize se zdat, ze jsme si pri vyse uvedeném postupu museli
ndhodné tipnout funkci ¢asu s vhodnymi vlastnostmi. Neni tomu tak — pro feseni diferencisl-
problémy jsou derivace nepostradatelnym néstrojem uz jen proto, ze napriiklad odpovidajici
trajektorie ve fazovém prostoru nemaji analyticky popsatelny tvar.

Princip superpozice

Tento princip vyraznym zptsobem zmensuje pocet vSech moznych feseni, ktera musime hledat
pro danou linedrni diferencidlni rovnici. Jak vypadé linedrni diferencidlni rovnice? Opét plati
standardni definice linearity, tj. pokud mame funkce f(z) a g(x), které jsou obé samostatné
feSenim diferencidlni rovnice, tak i af(x)+bg(z), kde a, b jsou konstanty, je FeSenim dané rovnice.
Podivejme se napfiklad na druhy Newtoniv zdkon pro zévaz{ na pruziné. Pro polohu z(¢) jako
funkci casu plati
s
dt?
Pokud definujeme g¢(t) = az(t), dostaneme

d’> (g g
2 (9) = kY.
mdt2 (a) a

Jelikoz je derivace linedrni, miuzeme psat

= —kx

md’9 _ g

a dt? a’
d2g

mae ~ k9

a tedy i g(t) je validnim FeSenim této diferencialn{ rovnice. Podobné lze ukazat, ze pokud méme
jesté néjaké h(t) = g(t) + x(¢), pak sectenim rovnic dostaneme
d%g d%x

m@—i—m@:—kg—kw:—k(g—&—w)

a z linearity derivace vyplyva
d? (g + =) dh
— < =m—— = —kh.
de? e

Rikdme, ze h je linedrni kombinaci neboli superpozici funkef g a x. Vyznamem principu su-
perpozice je fakt, ze z nékolika riznych reseni dokazeme sestrojit vsechna ostatni, kterd se
typicky lisi jen v pocatecnich a okrajovych podminkach ilohy. Téchto feseni mtze byt obecné
nekonecné mnoho.
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Faze a komplexni Cisla
Komplexni ¢isla rozsiruji obor redlnych c¢isel zavedenim imaginarni jednotky i. Ta ma unikatni
vlastnost, kterou nema zadné reilné cislo, totiz
i?=-1.

Jinak se imagindrni jednotka chova jako realné cislo, tj. lze ji scitat, odcitat, ndsobit, mocnit
atd. Témito operacemi vznikaji ¢isla, kterd jsou zCasti redlnd a zc¢asti imagindrni — fikdme jim
komplexni. Kazdé komplexni ¢islo z lze vyjadrit v tzv. algebraickém tvaru

z=x+1iy,
kde = a y jsou realna cisla. Pak hovotfime o redlné ¢asti Rez = x komplexniho ¢isla a o jeho
imaginarni ¢asti Im z = y.

Jelikoz realna cisla mizeme vnimat jako ciselnou osu, mizeme pridani imaginarni jednot-
ky i vnimat jako pridani nové dimenze. Komplexni ¢isla, kterd jsou kombinaci ¢isté redlnych
a Cisté imagindrnich ¢&isel, 1ze pak vnimat jako vektory v (tzv. Gaussové) roviné, viz obrézek H.
Definujme absolutni hodnotu komplexniho ¢isla jako velikost tohoto vektoru

2| = Vx2 +y%.

Uhel, ktery prislusné vektory sviraji s redlnou osou, bude

Y
t = =.
gy o

Uvédomme si vsak, ze thel ¢ je 2n-periodicky, zatimco funkce arctg je jen n-periodickd. Pro
vypocet ¢ tak musime pouzit jiny vzorec, napriklad

o = atan2(y,) ,

kde funkce atan2 je definovina pravé jako prostredek pro vypocet tthlu v roviné. Jednd se
v podstaté o funkei arctg(y/z), u niz se ale méni znaménko podle kvadranti.

Im

Obr. 8: Komplexni ¢islo jako vektor v komplexni roviné. Horizontalni osa predstavuje redlna
¢isla a vertikalni osa je osou imagindrni.

Algebra komplexnich ¢isel je velmi bohatd a v tomto seridlu neni dost prostoru, abychom ji

rovnici, kterd definuje komplexni exponencidlu jako

e =cosy+isiny,
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kde y je redlné ¢islo. Exponencidlu z obecného komplexniho ¢isla x + iy uz spocitdme snadno
diky rovnosti
"t = e"eV = e” (cosy +isiny) .

K ¢emu je ndm tento vztah uziteCny? Umoznuje ndm prevést algebru goniometrickych funkei
na algebru exponencial. Ty maji z hlediska derivaci velmi vyhodné vlastnosti.

Ve fyzikalnich systémech se ¢asto komplexni ¢isla zavadéji ve chvili, kdy je potfeba pracovat
s fazi kmitani. Tu lze totiz reprezentovat thlem komplexniho ¢isla v Gaussové roviné. Kmity
samotné potom predstavuje rotujici vektor v této roviné. Zde by méla byt jasna analogie s fa-
zovym prostorem — v ném obihal bod reprezentujici stav systému po kruznici. V komplexni
roviné bude takovy bod obihat taktéz po kruznici.

Kruznice je mnozina vSech bodu se stejnou vzadlenosti od stfedu, proto ji budeme repre-
zentovat jako mnozinu vSech komplexnich ¢isel se stejnou absolutni hodnotou A. Pro thel ¢
definujeme goniometricky tvar komplexniho ¢isla jako

z=A(cosp+ising) .

Fyzikalnim vyznamem A je amplituda kmiti, zatimco thel ¢ = wt predstavuje fazi. Ve fizo-
vém prostoru byla poloha reprezentovana jednim z rozméra prostoru, v komplexni roviné bude
polohu predstavovat redlna c¢ast

x = Rez = Acos(wt) .
Nyni vyuzijeme komplexni exponencidlu a zapis zjednodusime na
z= A",
z =Re (Aei“’t) .

V tomto formalismu lze také velmi snadno resit fazové posuny. Pokud je fazovy posun bodu
roven o, pak bod v komplexni roviné bude dén jako

ot o it
2 = Ae!@ttPo) — ppleiwt — felwt

Nyni je tedy faze zcela obsazena v nasobici konstanté, ze které jsme udélali komplexni ¢islo.
Jeji absolutni hodnota ma vsak stdle vyznam amplitudy, protoze plati A = |A‘

Derivace komplexnich funkci a fourierovska substituce

V tomto seridlu se budeme zabyvat pouze derivacemi funkci, které maji redlny argument (tj. defi-
niéni obor lezi zcela na redlné ose), ale komplexni hodnoty. Typickym piikladem je exponencidla
reprezentujici kmity

f() ="
Pravidla pro derivace, ktera jsme odvodili pro ¢isté redlnd ¢isla, plati i pro funkce s komplexnimi
hodnotami. Toto je vlastné dusledkem linearity derivace, protoze

df _dRef+ilmf) _ dRef+idImf
dt dt Tde de

V tomto vyrazu uz figuruji pouze derivace redlnych funkeci.
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Vratme se zpét ke komplexni exponencidle. Vime, ze
df  de™'  d(iwt) e . )
= = . =" iw=iwf.
i dGwl) !
Déle 1ze obdobnym zpisobem ukéazat, ze plati

2
af = 202 f = —w?f,

de?

coz je vlastné primo rovnice harmonickych kmita. V pripadé, ze f(t) je funkce popisujici kmi-
tani, dostavame jednoduchy predpis, jak nahrazovat derivace v rovnicich, a to ve tvaru

i—>iw

dt ’
d? 5
Er

a obdobné pro vyssi mocniny. Tato substituce nema odborny nazev, ve zkratce ji zde budeme
oznacovat jako fourierovskou substituci.

Jednoducha molekula

Uvazujme nyni jednoduchy fyzikalni systém, na némz si prakticky ukézeme nékteré postupy,
které jsme odvodili vyse. Méjme dvé Castice o stejné hmotnosti m, jez jsou spojeny pruzinou
s tuhost{ k a s nulovou klidovou délkou. Céstice se mohou pohybovat pouze v jednom rozméru,
jejich pozice budeme proto udavat jako body 1, 2 na soutadnici x.

Sily pusobici na ¢astice maji stejnou velikost, ale opacny smér. Necht je prvni ¢astice pred
druhou ¢ili je splnéna podminka x1 < x2. Potom pro silu pusobici na prvni, resp. druhou ¢éastici
plati

Flzk(wz—wl),
FQI—k‘(IQ—Il) .

Druhy Newtontv zdkon pouzijeme na kazdou ¢éstici zv1ast s vysledky

d21'1

m dt2 :F1 :k(ZEz—ZEl) )
d21'2

m dt2 :FQ :k(xl—xz) .

Lze predpoklddat, Ze tento systém bude néjakym zptisobem oscilovat, tj. ze Feseni pohybovych
rovnic bude ve formé

z1 = Re (flei“’t) ,
z2 = Re (Eei“t) ,

kde Aa B jsou (potencidlné komplexni) konstanty a w je nezndm4 frekvence oscilaci. Do druhého
Newtonova zakona dosadime fourierovskou substituci

2
—mw x1 = kxe — kx1

2
—mw’xe = kx1 — kxo .
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Rovnice vydélime m a zavedeme konstantu
k
wo = —
m

2 2 2
((A.)Ofw )mlszxQ,

¢imz je prevedeme do tvaru

2 2 2
(WQ—(U )[L‘QZUJOml.
Jednoduchymi algebraickymi tipravami dostaneme

2
(w6 — )
Ty = ——p—T1.
Wo
Odtud je vidét, Ze mame dvé mozna fefeni — jak w = 0, tak w = v/2wp. Existence dvou FeSeni
je pro podobné problémy typicka, nebot dvé oscilujici ¢astice znamenaji dva stupné volnosti
systému. Mirné atypickd je pritomnost feseni w = 0, které ma vyznam neoscilujictho reseni.
V tomto ptipadé plati 1 = x2, coz odpovida rovnomérnému primocarému pohybu obou ¢astic
tak, ze pruzina mezi nimi neni vibec natazena.
Pro druhy pfipad (napfiklad dosazenim do prvni rovnice) dostdvame

2
(w =)
Ty = ——5——T1 = —T1,
Wo
coz je mozné Cist tak, ze Castice osciluji v protifazi. Dosadime si z komplexniho vyjadieni
Re (Bei“t) = —Re (Aeiwt) ,
Re BRee™! — Im BIme™® = —Re ARee™! + Im AIme'“".

Tato rovnice musf platit pro vSechny Casy ¢, konkrétné i pro¢ =0 a t = 5-. V nich pfechdzi do
tvaru

ReB=—-Red ,
—ImB= ImA ,
takZe muzeme psat B = —A. Tento vysledek bychom mohli interpretovat také pomoci fazového

posunu jako B = e'™ A, coz znamené presnou protifazi, jak ndm jiz vyslo vyse.

<o

Obr. 9: Naznaceny pohyb ¢astic pri oscilujicim feSeni.

Ovérme princip superpozice. Ukazali jsme, Ze rovnomérny primocary pohyb v ptripadé, kdy
jsou castice na stejné pozici, je jednim z moznych feseni. ZapisSme jej ve tvaru

r=vt+ 2o,
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kde v je rychlost rovnomérného pohybu a zo je pocateéni souradnice. Zaroven mame oscilujici
feseni
it
z1 = Re (Ae“" ) ,
ot
T2 = — Re (Aem ) .

Mélo by platit, ze pokud seéteme = + z1 = z} a = + x2 = x5, ziskdme také validni feseni pro
nas systém. Dosadime-li napiiklad do prvni rovnice, dostaneme

2,/ 2
mddtm; = m% (vt + o0 + Re (Aei“’t)) = m% (v + Re (iwAeiwt>) _

= mRe (iQwQ/Alem) = —mw?® Re (Aew) .
Pro pravou stranu téze rovnice plati
k (xg — x’l) =k (z2 —x1) = —2kRe (Aei‘”t) .
Jelikoz w? = %, nové reseni stale vyhovuje ptivodni rovnici.
VWhled na pristé — vse je linearni

V tomto dile jsme si ukazali, jak linearita harmonickych oscilaci umoziiuje relativné jednoduse
resit i zdanlivé slozité systémy. Stac¢i nam vzdy nalézt pouze nékolik specidlnich FeSeni nasich
pohybovych rovnic a ostatni mozné pohyby muzeme vyjadrit jako superpozici téchto reseni.
Odborné se jim rikd normdalni mody a budeme se jimi zabyvat i v pfistim dile seridlu, kde si
predstavime dalsi velmi uzite¢ny matematicky formalismus — linedrni algebru.
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Poradr resiteli po Il. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1234 5P E S II %% X%
Student Pilng MFF UK 6 65710 913 10 66 100 18 132
1. Lukds Linhart G P. Bezruce, Frydek-Mistek 8 6 5 6 — 6 13 6 50 88 14 107
2. Vojtéch Kaderdbek G Mensa, Praha 2644 55 8 — 34 6611 80
3. Viadimira Jirickova G J. Vrchlického, Klatovy 2 6 5 - — 712 — 32 68 9 66
4. Daniel Cturtecka G Christiana Dopplera, Pra- 6 6 5 - - 5 - — 22 70 7 52
ha
5. David Mendl G P. de Coubertina, TdAbor 0 6 — - — - 9 — 15 64 4 32
6.—7. Veronika Bartikovd  Slovanské G, Olomouc 46 -- --9 - 19 8 4 31
6.—7. Anezka Cechovd G Brno, tf. Kpt. Jarose 26 -- —-—410 - 22 54 4 31
8. Sandeep Kandi IMSA, Aurora, USA -———- - - - - = 41 8 27
9.—10. Lukds Jardbek G Grosslingovd, Bratislava 8 4 2 — 0 4 5 0 23 39 38 23
9.—10. Richard Materna G Brno, tr. Kpt. Jarose 0-3 - 5 8 55 3 23
11. Vitézslav Lamos G, Omska, Praha -6 — — 4 — — 10 61 2 19
12. Kristian Matis G, Novy Ji¢in 0O--- — - — - 0 48 2 15
13.—14. Boris Pasternak Leaf Academy - - = - - =81 1 13
13.—14. Samuel Sevcik G, Jesenik - - = - - — 59 1 13
15.-16. Jakub Ebringer G, Blansko 2-—-- - - - - 2 56 1 10
15.-16. Vojtéch Jandcek G F. X. Saldy, Liberec -—-2- -4 4 - 10 37 1 10
17. Johana Vanickovd G, Ceskolipské, Praha - = - - - - = 571 8
18. Isuru Liyanawaduge D.S.Senanayake College - ———- - = - - =100 0 6
19. Patrik Pecina G F. Palackého, Val. Mez. - - - - - — — — — 81 0 5
20. Viclav Vinkler Wichterlovo G, Ostrava -———= - - - - =17 0 3
Kategorie druhych rocniki
jméno Skola 1234 5P E S II %% by
Student Pilnyg MFF UK 665710 913 10 66 100 18 132
1. Pavel Provaznik G Dasickd, Pardubice 6656 44 - 37 7012 86
2. David Bdlek G Legionara, Pribram 8657 — 6 9 41 8611 85
3. Jonds Dej Wichterlovo G, Ostrava -62- 9 - - 8 25 8411 81
4. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, Kosice 864 - — 813 5 44 8010 74
5. Jan Lepi¢ G, Strakonice 4656 — 410 0 35 57 9 70
6. Jakub Hadac G V. Hlavatého, Louny 6644 -7 - 7 34 69 9 68
7. Martin Kysela G, Cesky Krumlov 0255 — 410 — 26 61 8 62
8. Daniela karpiskovd Masarykovo G, Plzen 264 - -5 8 1 26 49 7 56
9. Evan Kim Tesla STEM High School, - - - - - - — - — 82 7 54
USA
10. Alezander Stoyanov 91 Germ. Lang. Sch. "Pr. K. 4 421 0 4 6 2 23 40 7 53
G”
11.-12. Jan Engler G, Hodonin -64- - - - 5 15 77 7 51
11.-12. Vojtéch Juza G, Litomysl 663 - - 611 32 61 7 51
13. Lukds Létal G J. Skody, Pferov 0425 — 511 — 27 58 6 47
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jméno skola 1234 5P E S II %% X%
Student Pilny MFF UK 6 65710 913 10 66 100 18 132
14. Tomds Patsch Slovanské G, Olomouc 465 - - - — 15 88 6 46
15. Miruna Neacsu Inter. Computer HS, Bucha- 2 6 5 14 - - 23 49 6 43
rest,RO
16. Vit Brdzda G Dasické, Pardubice -63- -6 - - 15 89 5 40
17. Ladislav Vdvra G, Roznov pod Radho$tém 0 -2 0 1 5 5 — 13 3 5 39
18. Petr Pinos Biskupské G, Brno -63- - —-10 — 19 8 4 35
19. Jird Jirdsek G Mikulasské n. 23, Plzen -6 04 - 7 - — 17 52 4 32
20. Juraj Pavolko G, P. Horova, Michalovce 263 - -5 - — 16 55 4 31
21.—22. Vojtéch Kysilka G, Roudnice nad Labem 2234 612 — 29 63 4 29
21.-22. Karolina Sedovd G Jana Keplera, Praha -62- - - — — 8 8 4 29
23. vy Qin RC Palmer Sec. Sc. 065 03 5 6 28 42 3 28
24. Dalibor Ocendsek G Unicov 2 - — 2 4 52 3 26
25. Martin Svanda Arcibiskupské G, Praha - == - = - - =7 8 23
26. Jakub Gencur G Matyase Lercha, Brno -6-- - - - - 6 96 3 22
27. Jiri Mlddek G, Sobéslav 0611 —4 6 0 18 32 2 18
28. Julie Krimskd G Jana Keplera, Praha - - = = = - - 77 2 17
29. Ashmit Dutta Wayzata High School -———- - - - - = 80 2 16
30.—31. Dominik Blaha G, Uherské Hradisté 06 -- -—-—- - — 6 56 1 10
30.—31. Petr Vitko G Teplice -——-- - - - - = 37 1 10
32. Barbora Perinovd Ceskd zemédélska akademie — — — -~ — — — —  — 81 1 9
Humpol
33. Jakub Koridrek G Brno, t¥. Kpt. Jarose -62- - - - - 8 73 1 8
34.-36. Jan Cicha Gymnézium Brno-Bystrc -411 - - - - 6 33 0 6
34.—36. Pragun Pudukoli Sishu Griha HS, India 06 -- - - — — 6 50 0 6
34.-36. Vojtéch Stépdn G, Benesov - = = - - - - =100 0 6
37. Damidn Tancos G, Kukué¢inova, Poprad - - = - - =14 0 5
38. Patrik Jendele SPS stavebni Plzeti --0- -=- - - 0 3 0 4
39. Timotej Marhefka G sv. Jana Pavla II., Poprad — - - - - - - — — 5 0 2
Kategorie tretich rocniki
jméno gkola 1234 5P E S II %% X
Student Pilng MFF UK 335710 91310 60 100 16 120
1. Ales Opl G a Hudebni skola, Praha3 3 3 57 8 914 5 54 9315 112
2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno 2356 7 —-1410 47 94 14 104
3. Josef Vicha G Jana Keplera, Praha 2356 47 — 9 36 8 11 82
4. Yahya Numan INCIR- Yasar Acar High School 135610 5 5 9 44 6811 81
KUS
5. Jan Pijdcek Biskupské G, Brno 2357 0613 3 39 6510 78
6. David Chudozilov Reélné G a ZS, Prosté&jov 235- 2513 - 30 67 9 69
7. Hynek Jakes Slovanské G, Olomouc 135710 - - 8 34 89 9 67
8. Adam Kozubek G a ZUS, Slapanice -351 - 513 - 27 70 8 62
9. Elena Chocholakovd G L. Svobodu, Humenné 435—- - - - 5 17 7, 8 60
10. Nikita Ustinov G Jana Keplera, Praha 3356 46 - - 27 78 8 59
11. Marie Lausovd G, Jihlava 2123 - 511 3 27 52 7 55
12. Ondrej Piroutek G, Ceskolipskd, Praha 1052 512 3 28 53 7 51
13. Daniel Skypala G, Olomouc-Hejc¢in 0354 -6 — — 18 70 6 46
14.-15. Ales Manuel Papdcek G, Trebon -35- - —-11 - 19 71 6 45
14.—15. Pavlina Zavrelovd Biskupské G, Brno 035—- — 711 - 26 63 6 45
16. Vojtéch Stransky G Brno, t¥. Kpt. Jarose 0352 713 30 64 6 44
17. Jan Marjanko G J. Jungmanna, Litométice 0 0 55 - — 4 - 14 55 5 40
18. Jan Bajer G, Jihlava 0331 05 6 0 18 33 5 39
19. Martin Fedorko G J. A. Raymana, Presov 205- -7 — 8 22 78 5 38
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jméno skola 1234 5P E S II %% X%
Student Pilng MFF UK 335710 91310 60 100 16 120
20. Antonin Kubik G, Roudnice nad Labem 2351 -3 - - 14 52 5 37
21.—-22. Adam Hustava European School Luxem- 0334 - 3 - - 13 64 5 36
bourg 1T
21.—22. Jakub Mikes G J. Skody, Pierov 1345 4 — — 17 75 5 36
23. Jakub Pelc G, Benesov 112- -4 8 0 16 44 4 35
24. Aleksandar Rusev First Language school, Bul- 0 3 3 6 9 3 —10 34 72 4 34
garia
25. Jdachym Mracek Akademické G, Praha - — == - = - = 52 4 31
26.—29. Lukds Fidler Jiraskovo G, Nachod 1356 - - - — 15 78 4 29
26.—29. Matej Korz G J. A. Raymana, Presov - -2 - - 7 9 — 18 78 4 29
26.—29. Adam Krska G, Mikulov -=-5- - - - - 5 8 4 29
26.—29. Aneta Piklovd G, Strakonice 2334 -7 — - 19 41 4 29
30. Viclav Mastera G P. de Coubertina, Tdbor - - - - - - — — — 76 38 28
31. Matous Hofmeister G J. Barranda, Beroun - - = - - = 62 3 26
32. Anicka Chu Ngoc G, Jihlava 0--- —-—511 - 16 49 3 25
33.—34. Lubomir Brousek G, Jihlava -==-=- -6 - - 6 60 3 24
33.—34. Eliska Mald Slovanské G, Olomouc 030- -2 - - 5 42 3 24
35.—36. Lubos Bariak G Tajovského, B. Bystrica — - - - — 4 3 — 7 48 8 23
35.—36. Eliska Durstovd G, Dvir Kréalové n. L. - - = - - = 59 38 23
37. Ddvid Brodnansky G J. A. Raymana, Presov =~——- -2 - — 7 - 9 81 3 22
38.—39. Tomds Heger Jirdskovo G, Nachod -33- - - - — 6 57 2 21
38.—39. Wiktor Macura G J. Stowackiego, Cesky Té- — 35 — — 4 — — 12 64 2 21
$in
40. Vojtéch Votruba G Jana Keplera, Praha -—— = - - - - 83 2 20
41.-42. Eva Feldbabelovd Katolické gymnézium Ttebi¢ — - — — — - - 66 2 19
41.—42. Matis Jakuboc G, P. Horova, Michalovce - - = - - =79 2 19
43.—44. Monika Janderovd G J. V. Jirsika, C. Budéjovi- — — — — — - - 5 51 2 18
ce
43.—44. Martin Poldk G Masaryk.ndm. 0-23 -1 - - 6 3 2 18
45. Jevhenij Vorochta Jiraskovo G, Nachod 0116 -2 - - 10 40 2 17
46. Matéj Charousek G Na Vitézné plani, Praha 0 -5 - - - — — 5 /8 2 16
47. Tereza Skorepovd G Dasické, Pardubice 1000 01 - 0 2 18 2 15
48. Bishoy Roushdy STEM High School, Egypt 0 -2 - — 4 — — 6 25 2 14
49. Ondrej Korbel G Varsavska, Zilina - - - - - - - 81 1 13
50. Michaela Sidovd G, Litomérickd, Praha -— == - - - - = 571 12
51. Michal Stépdn Jirdskovo G, Nachod -———= - = - - — 63 1 10
52.-53. Stépdn Kozdk Jirdskovo G, Nachod - - - - - - 501 8
52.-53. Vojtéch Smola G Komenského, Havifov - - = - - -7 1 8
54.—55. Samuel Stanek G Grosslingova, Bratislava - - - - - — - -  — 88 1 7
54.-55. Kristidn Stastny G, Ostrov -———= - - - - = 44 1 7
56.—57. Abanoub Osama STEM High School, Egypt - - - - - - - - — 10 0 6
56.—57. Bianka Tomascikovd G VarSavska, Zilina -— == - = - = =750 6
58.—59. Mohamed Sayed STEM High School, Egypt - - - - - - - — — 10 0 5
Mostafa
58.—59. Eliska Véneckovd G J. Vrchlického, Klatovy - 131 - - - - 5 33 0 5
60.—67. Hamdy Amen STEM High School, Egypt — - - - - - — — — 7 0 4
60.—67. Zyad Ekramy STEM High School, Egypt — - - = - = =14 0 4
60.—67. Lukds Hubac SPS a VOS, Pisek o--—- - - — 0 170 4
60.—67. Mahmoud Shawky STEM High School, Egypt - - - - - - - - — 7 0 4
60.—67. Mahmoud Shawky STEM High School, Egypt - - = - - = 70 4
60.—67. Radim Skdla G, Horovice -— == - - - — = 40 0 4
60.—67. Martin Viclavicek Masarykovo G, Plzen -—— = - = - - =310 4
60.—67. Nabil Youssef STEM High School, Egypt — - - - - -— — — — 9 0 4
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68.—69. Moaz Ahmed STEM High School, - - - - - - - - — 5 0 3
Egypt
68.—69. Jakub Ferencik G Dasicka, Pardubice - - - - — =100 0 3
70.—71. Akram Haitham G, Frenstat pod Radhos- - = = - - - - - — &8 0 2
tém
70.—71. Akmal Hashad STEM High School, - - —-- - - - — — 38 0 2
Egypt
72.—75. Hamdy Nour FEl-din STEM High School, - - —-- - - - - — 2 0 1
Mansour Egypt
72.-75. Mohammed Meshrif ~ STEM  High School, - - - - - - - - — 2 0 1
Egypt
72.—75. Ahmed Ragab Tesla STEM High Scho- — - - - - - - - — 6 0 1
ol, USA
72.—75. Seif Eldein Walid STEM High School, - ——-- - - - — — 2 0 1
Egypt
76.—83. Mahmoud El-Nezely ~STEM  High School, - — - - - - - — — 0 0 0
Egypt
76.—83. Saif El-said STEM High School, - - - - - - - - — 0 0 0
Egypt
76.—83. Moemen Ibrahim STEM High School, - - - - - - - — — 0 0 0
Egypt
76.—83. Mahmoud Kassem STEM High School, - ——-- - - - — — 0 0 0
Egypt
76.—83. Ahmed Moussa STEM  High  School, - - - - - - - - — 0 0 0
Egypt
76.—83. Ahmed Nassar STEM High School, - - - - - - - - — 0 0 0
Egypt
76.—83. Omar Sharaf STEM  High  School, - - - - - - - - — 0 0 0
Egypt
76.—83. ahmed waleed STEM High School, - - —-- - - - — — 0 0 0
Egypt

Kategorie Ctvrtych rocniki

jméno skola 1234 5P E S II . %% X%
Student Pilny MFF UK 335710 91310 60 100 16 120

1. Patrik Kaspdrek Katolické gymnézium Ttebic 4 3 5 5 10 6 14 8 55 9315 111
2. Vojtéch Kuchar Wichterlovo G, Ostrava 4354 4814 7 49 7913 95
3. Marek Milicka G dr. K. Polesného., Znojmo 2 3 5 6 10 6 — 7 39 7911 84
4. Simon Kurz G Ludka Pika, Plzen 135610 612 0 43 7311 82
5. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha 235710 - —10 37 9511 81
6. Dominik Farhan G Mikulasské n. 23, Plzen 1257 - 6 6 3 30 6610 173
7. Stépdn Pressl G J. Vrchlického, Klatovy -3 57 6 813 — 42 8/ 9 68
8. Matej Dvordk G Jana Keplera, Praha 2356 -4 7 - 27T 62 8 62
9. Tomds Volf G Jura Hronca, Bratislava 03 56 3 411 - 32 60 8 60
10. Lubor Cech G Brno, tr. Kpt. Jarose 1351 - 613 - 29 69 7 53
11. Daniel Fousek G, Spitélska, Praha, 1336 -5 3 - 21 55 6 45
12. Tomds Tuleja G L. Svobodu, Humenné 235—- - - - 3 13 76 6 44
13. Soria Husdkovd G, Ceskolipska, Praha 0144 - —-13 - 22 79 5 41
14. Matus Kolenka G Konstantinova, Presov 3321 - 511 3 28 41 5 38
15. Viduranga Landers D.S.Senanayake College - == - = - - = 58 4 30
16. Marek Broul G dr. V. Smejkala, Ustin.L. — =56 — 4 — — 15 83 4 29
17.—-18. Mona Alizadeh St Paul’'s GS - - - - - =70 3 26
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17.—18. Marika Kosohorskd G J. Vrchlického, Klato- - — - - - — - —  — 90 8 26
vy
19. Livia Ceresriovd SpMNDaG, Bratislava — -2 - - 6 — — 8 58 8 25
20. Andrew Pun M. Garneau Collegiate — — - - - - - — — 85 &8 23
Institute
21. Martin Opat G Ludovita Stara, Tren- - — — - — — — — — 72 2 21
cin
22.—23. Log Franc Cumberland Valley HS, - - - - - - — — — 69 2 20
USA
22.-23. Agra Navaratne Nava- D.S.Senanayake College — - — - — — — — — 48 2 20
ratne
24.—26. Aahana Aahana CHIREC International - - - - - - — —  — 40 2 19
School
24.—26. Aneta Pjatkanovd G, Kralupy -25—- — - — 4 11 49 2 19
24.—26. Ondrej Sladky G Mikul4sské n. 23, Pl- - — - - - - - — — 70 2 19
zen
27.—28. Jaroslav Grulich Jirdskovo G, Nachod - - = - - =81 2 17
27.—28. Konstantin Tripunov- American HS Skopje, - — - - - - - — — 86 2 17
ski Macedonia
29. Zsolt Beke G H. Selyeho Komdrno - -5- - - - - 5 72 1 13
30. Makar Kuznietsov Lviv Lyceum -35- 4 - - - 12 67 1 12
31.—33. Robert Gemrot G Komenského, Havifov — — — — - - - — 91 1 10
31.-33. Gauri Shankar H Pondicherry University 03 2 - - - - 5 10 48 1 10
31.—33. Patrik Kocan G M. Hattalu, Trstend 0 1 2 -1 - - 4 28 1 10
34.—35. Gauri Shankar H Pondicherry University - - - - - - — — — 21 1 9
34.—35. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice - —45 - - - 9 75 1 9
36. Jakub Kliment G Tajovského, B. Bystri- 0 3 56 - - - - — 8 73 1 8
ca
37. Ddvid Benko G L. Svobodu, Humenné¢ — - - - - - - — — 44 1 7
38.—39. Martina Darkovd Gymnézium Bmo- - -~ - - - - — 83 0 5
Bystrc
38.—-39. Jan Klivan G, Dacice 113- - - - — 5 45 0 5
40.—42. Youssef Abdelmoneim STEM  High School, - — - - - — — — — 50 0 3
Egypt
40.—42. Philopater Gabra STEM High School, - — - - - - - — — 5 0 3
Egypt
40.—42. Le Vu Neumann G Opatov, Praha - == - - - - =100 0 3
43. Anna Kaiserovd SPSS a OA Kadaii -—-2- - - - - 2 40 0 2
44.—47. Hussein Hassan STEM High School, - ——-- - - - — — 0 0 0
Egypt
44.-47. Islam Hassan STEM  High  School, - - - - - - - - —= 0 0 0
Egypt
44.-47. Andrew Henin STEM High School, - - - - - - - - — 0 0 0
Egypt
44.-47. Ahmed Jaheen STEM High School, - ——-- - - - — — 0 0 0
Egypt
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FYKOS
UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
18000 Praha 8
www: https://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku E
http://www.facebook.com/FYKOS

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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