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Serial: Odhady

Uvod
Tento dil je vénovan odhadum vseho druhu. Jiz jsme se s timto tématem prubézné setkévali v

predchozich dilech. Jde ale o dulezity zakladni princip ve fyzice. Proto jsme pro néj vyhradili
specialni dil, abychom jej mohli probrat dostatecné podrobné.

Extremalni odhady na zdkladé zakoni zachovani a jednoduchych dvah

Jak jsme zminovali jiz ve tfetim dilu seridlu, mizeme vyuzit zdkony zachovani k tomu, abychom
provedli alespon spodni ¢i horni odhad hledané hodnoty. O zdkonech zachovani byl jiz jeden
dil, proto se pouze stru¢né podivejme na jednu historickou tlohu.

Priklad — vody Zeméplochy jednoduse

Vybrali jsme problémovou tlohu 6. série 28. roénikuiE kterou nebudeme chtit fesit presné, ale
bude nam stacit alespon hruby spodni odhad. O co v tloze §lo? Na rovné kruhové desce o
prumeéru 10 000 km se nachdzi voda do vysky 5m. Méame zjistit, za jak dlouho by vsechna voda
stekla, pokud by na celé desce bylo konstantni tihové zrychleni g. Jedné se o velice ndro¢nou
tlohu, pokud chceme vysledek presné.

V ptipadé ze nechceme pouzivat nic tak slozitého jako v autorském reseni a chceme provést
alespon, zjevné silné podhodnoceny, spodni odhad, pak mizeme vyjit ze zdkona zachovani
energie. Urceme, jakou rychlost by mohla nabrat voda po padu z 5m a jak dlouho by ji s touto
rychlosti trvalo, nez by dosahla okraje plochy. Rychlost po padu je v = /2gh = 10m-s~".
Nejvzdéalengjsi misto od okraje je stfed desky. Od stfedu k okraji je to 5000 km, tedy zhruba
140 h. Uplné minimalisticky odhad tedy je, Ze by odtok vody trval 6 dni. Zanedbali jsme ale
to, Ze voda ani nemuze nejdiive o tolik poklesnout, pravé protoze muze odtékat pouze z okraje.
Tedy celkova doba bude jisté radoveé delsi.

Pokud by nas zajimalo, jestli i po jednom dni zustane na ploSe dost vody na to, abyste
si mohli nalit sklenicku — vime jisté, ze ano. Pokud by se nékdo ptal na dobu za mésic, tak
dokonalé tfeseni by bylo potieba uvazit viskozitu vody, povrchové napéti a dalsi parametry.
Museli bychom také urcit, jakou vysku vody v jakém misté povazujeme za to, ze voda zde jesté
neodtekla. Voda totiz v tomto modelu zcela neodtece nikdy, protoze néjaké mensi mnozstvi se
udrzi povrchovym napétim.

Fermiho dlohy

Strucné feceno, Fermiho 1’110hyE jsou relativné komplexni odhady, ve kterych se obvykle nepo-
uziva slozitd matematika, ale dospéjeme k fddové rozumnému vysledku pomoci logickych avah
a snadnych vypocti. Seridlové tlohy této série jsou zadané préavé ve stylu Fermiho tloh.

thttps://fykos.cz/_media/rocnik28/ulohy/pdf/uloha28_6_p.pdf
2V Ceské republice existuje stejnojmenna soutéz organizovana pro stiedoskoldky Piirodovédeckou fakultou
Univerzity Palackého v Olomouci — viz. http://isouteze.upol.cz/fermi/.
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Enrico Fermi byl védcem z prvni poloviny 20. stoleti, ktery se vénoval jadernému vyzkumu.
Ulohy se po ném nazyvaji pravé proto, Ze byl timto zptisobem myslen{ prosluly. Pry pii jednom
jaderném testu pustil na zem arch papiru a na zdkladé toho, jak daleko dopadl, béhem par
okamzikti odhadl relativné ptresné silu jaderného vybuchu.

Asi nejznaméjsim prikladem tlohy tohoto typu je odhadnout pocet ladi¢u pian v néjakém
americkém mésté (které se podle autora lisi). Postup mtze byt nésledujici. Nejprve odhadneme
pocet osob v daném mésté, tieba 10 milioni. Pak odhadneme, na kolik osob pravdépodobné
pripada jedno piano. Napiiklad, ze zhruba kazda desatad rodina by mohla mit piano. Na rodinu
mohou pripadat primérné 4 osoby. To by znamenalo, ze se v daném mésté vyskytuje 250 000
pian. Kolikrat pak muze byt prumérny pocet ladéni ro¢né? Opét mohou byt rozdily mezi jed-
notlivymi pripady. Nékdo ladi kazdy mésic a nékdo nikdy. Predpoklddejme, ze primérné to
bude jednou ro¢né. Pokud pak jeden ladi¢ naladi za pracovni den 4 pidna a mé prumérné
200 pracovnich dnt ro¢né, pak zvladne obslouzit 800 pian. To odpovidd tomu, ze by mélo byt
v tomto mésté zhruba 300 ladi¢i pian. Presnéji feceno bychom asi méli fict, ze povazujeme za
nejpravdépodobnéjsi; ze v desetimilionovém mésté jsou radové stovky ladi¢u pian. I kdyz tato
tloha postupné zastarava. Dnes uz lidé spis nakupuji vice elektronické klavesy, pro které ladic¢i
pian nejsou potteba.

Tento priklad byl spiSe z oblasti ekonomie. Stejny pristup ale lze pouzit u otdzek ruzné
povahy. Dalo by se tict, ze jde o inteligentni aplikaci selského rozumu.

Fermiho paradox

Zajimavym tématem tykajicim se odhadtl je tzv. Fermiho paradox. Jde o to, ze pokud je ve
vesmiru néjaky dalsi inteligentni Zivot, pro¢ jsme ho jesté nezaznamenali? Tzv. Drakeova rov-
nice? by ndm meéla tict, kolik soucasné existuje komunikace schopnych mimozemskych civilizaci
v nasi galaxii. Nicméné ta samotnd je souborem odhadu, které nejsou nijak podlozené tvrdymi
daty. Dalsi moznosti sméru uvazovani je skrze odhad rychlosti sifeni civilizace v rdmci galaxie
s vyuzitim hypotetického mezihvézdného pohonu mezi soustavami. Casto ndm ale vyjde éas,
ktery je velice kratky ve srovnani s ,dobou zivota vesmiru®. Proto se védci snazi nalézt zdu-
vodnéni, pro¢ jsme jesté zadnou takovou civilizaci nepotkali. Naméta na takové odavodnéni je
mnoho! ale pravdépodobné ndm nezbyva nez jako béznym smrtelnikiim pockat, jestli se dozi-
jeme néjakého prvniho kontaktu. Nebo se mutzete zapojit do vyzkumu s tim spojenych, napf.

jako byl/je SETTH ¢i do névaznych projektu.

3Velice struény popis najdete na Wikipedii https://cs.wikipedia.org/wiki/Drakeova_rovnice. V anglické
verzi najdete, jako obvykle, trochu vice. Jde v8ak o rovnici, kterd je diskutovana a nékteri védci s ni nesouhlasi.
V zéasadé ale shrnuje parametry, které bychom méli odhadnout, abychom dostali alespon néjaky odhad. Tedy
na vysledek se v soucasnosti neda vibec spoléhat, ale je dobrym zamyslenim nad touto problematikou.

4Napiiklad 75 jich muzete nalézt v knize, kterd je celd vénovand Fermiho paradoxu od Stephena Webba
»If the Universe Is Teeming with Aliens ... WHERE IS EVERYBODY?: Seventy-Five Solutions to the Fermi
Paradox and the Problem of Extraterrestrial Life“ (2. edice, 2015, Springer, ISBN 978-3319132358).

5Projekt SETI@home na https://setiathome.berkeley.edu/, ktery spoécival v tom, ze kdokoliv mohl po-
skytnout vypocetni vykon svého pocitaCe pro naroc¢né vypocty, byl akordt v bfeznu 2020 pozastaven. Ale
pokud budou dostateéné finance na provoz, pak bude probihat analyza jiz ziskanych a zpracovanych dat.
Pokud vés ale zaujala moznost pomoci védcim poskytnutim vykonu svého pocitace, pak vdm muzeme doporu-
¢it Folding@home https://foldingathome.org/, v jehoz ramci mutzete pomoci pri vyzkumu nemoci, napriklad
aktualnée COVID-19.


https://cs.wikipedia.org/wiki/Drakeova_rovnice
https://setiathome.berkeley.edu/
https://foldingathome.org/
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Jak dlouho bude trvat ...7

Zajimavou tlohou je, jak odhadnout okamzik, kdy néco zanikne, pokud mame k dispozici pou-
ze dobu dosavadni existence dané véci, instituce apod. Predné je potifeba fict, ze tento odhad
vychazi z Kopernikova principu. Ten predpoklddd, ze okamzik pozorovani je ndhodny. Pozo-
rovatel, ktery ¢ini tento odhad, by nemél byt néjak vyznacny. Coz samoziejmé neni napriklad
ten, kdo navstivil slavnostni otevieni. S odhady tohoto typu pfisel John Richard Gott III,E
kdyz navstivil v roce 1969 Berlinskou zed. Polozil si otazku: , Jak dlouho asi jesté bude stat?«
Uvézil, ze ma 50 % Sanci, ze se prisel podivat v dobé, kdy zed stdla ¢tvrtinu az tii étvrtiny ze
své celkové doby. U¢inil tak odhad, ze zed, kterd stéla jiz 8 let (od roku 1961), bude zborena
s 50 % pravdépodobnosti nékdy mezi lety 1971 (1961 + 8 -4/3) a 1993 (1961 + 8 - 3). Pfi svém
odhadovani mél stésti a zed padla v roce 1989.

Tento intervalovy odhad se d4 ale upravit i napt. na 95 % pravdépodobnost ¢i i tzv. 5 sigma,
tedy 99,9999 % pravdépodobnost. Nicméné ¢im vyssi pravdépodobnosti chceme dosdhnout, tim
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vvvvvv

na planeté, kterd ma mezi osidlenymi nadprumeérnou velikost, protoze méa i nadprumérny pocet
jedincti. Tedy za predpokladu, ze jsme méli stejnou pravdépodobnost se narodit jako jakyko-
liv inteligentni druh. Ale jde samozfejmé pouze o odhad zalozeny na statistickém modelu za
soucasné znalosti 0 mimozemskych civilizaci. Ale lepsi alespon néjaky odhad nez zadny.

Intrapolace a extrapolace

Ve fyzice ¢asto odhadujeme priubéhy zavislosti, kdy nezname presné teorii, ale dokdzeme naméfit
mnoho jinych dat v okoli. Intrapolace je oznaceni pro situaci, kdy provadime odhad uvnitf
intervalu, kde mame okolni data — tedy mame zméreny jak nizsi tak vyssi hodnoty. Prikladem
intrapolace je to, jak byly odhadnuty vlastnosti chemickych prvka pfi sestavovani periodické
tabulky. Mendélejev si tehdy uvédomil, ze se vlastnosti prvka opakuji s urcitymi periodami.
Na zakladé toho jednak spravné predpovédél existenci nékolika chemickych prvki jako eka-
aluminia (gallia) a eka-silicia (germania). Soucasné také predpovédél jejich zdkladn{ vlastnosti
na zakladé jiz zndmych prvku.

Extrapolace je jiz odvaznéjsi proces, protoze pri ném odhadujeme mimo naméreny inter-
val. Je zde proto vétsi pravdépodobnost, ze nds odhad nebude presny. Muze se totiz stat, Ze se
najednou vyraznéji projevi néjaky jiny jev nez ten, ktery byl dominantni na predchozim inter-
valu. Piikladem toho, kdy vime, Ze s extrapolaci tiplné dobfe nepochodime, je odpor vzduchu.
Pro velice malé rychlosti muzeme uvazovat, ze jde o laminarni obtékani a sila je pfimo zavisla
na prvani mocniné rychlosti (Stokestiv odpor). Pro bézné rychlosti, kterych dosahuje tieba au-
tomobil, je dobré priblizeni pomoci turbulentniho odporu, ktery je zavisly na druhé mocniné
rychlosti (Newtontv vztah pro odporovou silu). Pro rychlosti blizici se rychlosti zvuku ve vzdu-
chu pak odporova sila stoupd rychleji. Naopak po pfekroceni rychlosti zvuku v daném prostiedi
dochézi k tomu, zZe s déle rostouci rychlosti klesa koeficient odporu a odporova sila neroste jiz
tak rychle.

Ukéazkou extrapolace je problémova tloha 2. série 31. ro¢niku FYKOSu,E kdy byly na zékladé
metod pochopitelnych pro stfedoskoldky odhadovany vlastnosti 118. prvku — oganessonu. Jsou
zde pouzity standardni metody prokladani zavislosti polynomem. Obecné je vhodné se omezovat

6 attps://en.wikipedia.org/wiki/J._Richard_Gott
"https://fykos.cz/_media/rocnik31/ulohy/pdf/uloha3i_2_p.pdf


https://en.wikipedia.org/wiki/J._Richard_Gott
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na polynomy nizsiho fddu, protoze s rostoucim stupném polynomu ndm funkce rychleji ,,ujede®,
protoze pfi vybéru polynomu se snazime minimalizovat jeho vzdélenost (resp. kvadraty rozdila
funkénich hodnot) od ndmi namérenych bodu, ale nijak neoSetfujeme to, aby se choval rozumné
i dale. Pokud to tedy data naznacuji, pak je vhodné zustat u linedrni ¢i kvadratické funkce.

Pokud funkce nevypadd na linearni, ale spiSe na exponencidlni ¢i logaritmickou, mtuzeme
fitovat na tu pravé lépe odpovidajici funkci. Pokud neméame k dispozici pocitac¢, mizeme vyuzit
vhodné transformace — napf. prevést jednu ¢i obé osy na logaritmické a v té provést priblizné
prolozeni graficky linedrni funkci, tedy pravitkem.

Tayloriv rozvoj

Tayloruv rozvoj (¢i polynom ¢i fada) je zpisob, jak pfevést jakoukoliv rozumnou funkci na
polynom. S polynomy se ndm totiz pracuje dobfte, tak proc¢ taky ne, ze? Pokud néas pak zajima
chovéani funkce jenom blizko vybraného bodu, tak je Tayloriv polynom to pravé.

Definice Taylorova rozvoje

Taylorav rozvoj je vlastné polynomialni rada, kterd nam priblizuje néjakou funkci pomoci po-
lynomu. Nami vybranou funkci f(x) muZzeme zapsat alternativné jako

£ (o) " (o)
1! 2!

> £(n) .
=2 ! k(!%) (& — z0)".
n=0

f/// (wo)
3!

f(z) = f(xo) + (x — o) + (z —x0)” + (z—x0)° + ...

Pokud tedy zndme funkci — presnéji receno jeji hodnotu a hodnoty vsech derivaci v jednom
bodé, muzeme urc¢it i hodnotu funkce v jakémkoliv jejim dalsim bodé. Je to mozna prekvapivé
tvrzeni, ale opravdu staci, aby se dvé funkce rovnaly v jednom bodé ve funkéni hodnoté a vsech
derivacich a mély stejny defini¢ni obor, a jsou zcela identickét

Pokud si zvolime bod, ze kterého budeme vychazet jako x¢o = 0, coz provadime napiiklad
u definice funkci, nazyva se tato fada Maclaurinova a da se zapsat jesté o néco jednoduseji
jako
an ) " 0 > r(n) 0
T fZ(!)a: +f3!()x3+...zsz!( )b

k=0

Sila této rady spocivd v tom, Ze pokud nas zajimé pouze priblizné chovani blizko bodu
rozvoje této funkce, sta¢i ndm zapocitat pouze nékolik prvnich ¢lenti. Tyto fady vyuzivime
hojné ve fyzice, kdyz se snazime pozorovanou zavislost zjednodus$it a na zakladé par ¢lena
Taylorova rozvoje urc¢it chovani v néjaké oblasti. Napiiklad linedrni aproximace neni vlastné
nic jiného nez Taylorova fada prvniho ¥adu. Cim vice ¢lenti vezmeme, tim vice se budeme blizit
funkci, kterou takto priblizujeme a pro tim Sirsi oblast bude nase aproximace platna.

87a predpokladu, ze dané fuknce jsou na celém vySetfovaném intervalu hladké, neboli Ze se daji na celém
intervalu libovolné krat derivovat.
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Pokud byste pottebovali Taylorovu fadu pro vice proménnych, tentokrat v okoli bodu A =
= [a1,az2,...,ay], pak vypada takto

f(x17x25"'7m’ﬂ) =

kn ak1+k2+---+kn

_ o (71— a) (@2 — a2)* . (20 — an)
=> 2> kilka!. . kol a10ms By ) (0250
k1=0ko=0 kn=0

Funkce muzeme rozklddat i do jinych fad — napiiklad do sinovych a kosinovych funkeci pro
periodické funkce (Fourierovy fady), exponencidlnich funkci nebo zobecnénych Taylorovych
fad pro komplexni ¢isla (Laurentovy fady).

Nékteré Fady, které se mohou hodit

Abychom si nemuseli Taylorovu fadu odvozovat u kazdého prikladu znovu od zac¢atku, je vhod-
né mit tabulku se zédkladnimi fadami. Pokud byste si chtéli procvicit derivovani, tak si je muzete
zkusit sami odvodit. Nékteré uzitecné a casto pouzivané odhady plynouci z piislusnych Taylo-
rovych polynomi, platici nejlépe v blizkém okoli = 0, jsou zde

1 1
ez%1+x+§x2, 1n(1—|—x)m:r—§x2,

1
17%1+x, 1+2)"=1+4+nz,neR,
— T

3

) . 1 4
, sinhx ~z+ =z°,

sinr = xr— -
inr~x 61: 6
cosac“lflx2 costh1+1m2
~ 5% ~ 5%
1 3 1 3
tgxr~xr+ -x tghe~x— -x".
g +3 ) g 3

Ackoli to nesouvisi s Taylorovymi fadami, ¢asto se hodi aproximovat faktoridl. Proto si zde
uvedeme Stirlinguv vzorec

n! ~ \/ﬁ(ﬁ)n

[§]

Limita relativistické energie

Podivejme se na prakticky priklad vyuziti Taylorova rozvoje. Ovérime, Ze kdyz vyjdeme ze
vztahu pro energii ve Specidlni teorii relativity, dostaneme pro malé rychlosti klidovou energii
plus kinetickou energii odpovidajici klasické newtonovské mechanice.

Zavedme obvyklé oznaceni 8 = Z, kde v je rychlost télesa, c je rychlost svétla, a oznacme

. 1 _ 1
Y= 1_ﬁ2_ lf(E)Z.

Vezméme znadmy Einsteintv vzorecek pro energii télesa/Castice

2
E =mc",
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kde m je relativistickd hmotnost ¢astice, pro kterou plati m = ymo, kde myg je klidovd hmotnost.

PO om mﬁieme pSé
E = mc = yYymoC = ——5;MoC
1-— 62 ’

Nyni provedeme Taylortv rozvoj v pro 5 — 0 s tim, ze se budeme zajimat o prvni tfi ¢leny

#-1_&_1 # 6+d72 !
1-p52 dg 1-8% )1, dp? 1- 32

Znacdeni O(B%) znamend, e mame jesté néjaky zbytek, ktery je fadové tmérny B3 & vyssim
mocnindm. To je préavé to, co budeme chtit zanedbat. Déle

252405
B=0

(.

dp 1-4 B=0 (1_52)% B=0 7

dQ( 1 ) ER . _ 12
a2 \V1-52)ln B \a-pi )|, a-pF|,_

P1i malych rychlostech ve srovnani s rychlosti svétla dostavame pro energii vztah
1
E = moc? (1 +587+0 (53)) .

Pokud se tedy omezime na pfiblizeni 82, pak mé celkovi energie télesa, po pfepsani na st¥edo-
skolsky uzivané velic¢iny, tvar
1
F =~ m062 + 5m0v2 .
Skutecné dostévame dva ¢leny odpovidajici jednak klidové energii télesa moc?, kterd se ndm
v klasické fyzice nijak neprojevuje, a jednak klasické kinetické energii 2mov>.

Zavér a upoutavka na pristé?

Prosli jsme vybrané metody, jak relativné rychle dostat alespon priblizny vysledek. Snad by
se z nich dost dalo oznacit za triky. Nezapominejte ale i na aplikaci selského rozumu. Zminili
jsme také par tip1, jak psat feseni tloh lépe. Uréité se vam aspon néco bude hodit pri feseni
FYKOSu ¢i dalsich soutézi, nebo pii formalnich zaleZitostech, treba i béhem psani protokolu ¢i
zévéreénych praci.

Pravé ted by bylo zajimavou tlohou odhadnout okamszik, kdy dojde v Ceské republice &i
celosvétové ke kulminaci poc¢tu nové nakazenych SARS-CoV-2 ¢i kdy dojde k poklesu poctu
aktudlné nakazenych. Nechtéli jsme byt ale prilis zlomyslni. Soucasné doufdme, ze tyto okamziky
nastanou jesté pred odesilacim terminem série. Negativnimi faktory pro predpovédi siteni tohoto
viru je tfeba i to, ze neni jesté moc presné zndmo, jaky podil nakazenych mize prekonat nemoc
bez néjakych vyraznéjsich priznaku. Také se situace méni den ze dne diky opatfenim, kterd
jsou neustélé upravovana. Tim padem se da ocekavat, ze jednoduché predpovédni modely ani
nemohou byt Gspésné s dostateCnou presnosti.

Co bude pristé? Tak to jesté nevime. V dobé, kdy se psala tato kapitola seridlu, jesté nebylo
znamé téma dalsiho ro¢niku. Urcité se muzete tésit na dalsi zajimavé dlohy. Pokud se nemuzete
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dockat dalsiho Cteni a méte trochu ¢asu, pripomindme, Ze se muzete podivat na minulé ro¢niky
seridlu a dloh ve FYKOSu ¢i na knihovnicku Fyzikalni olympiady.

Uvitdme zpétnou vazbu k prubéhu letosniho seridlu. Muzete ziskat i bonusovy bod, pokud
nam napisete, jak se vam libily tlohy. Jestli vim vyhovovalo to, zZe seridl byl spiSe roztristény, co
se tyce oblasti fyziky a jednotlivé dily navazovaly jenom volné. Také mizete napsat, jestli vim
néco chybélo — pripadné bychom mohli néco doplnit do textu seridlu na web. Rozhodné bychom
pak chtéli védét, pokud jste nasli néjaké nepresnosti v textu seridlu ¢i ve vzorovych tlohdch
(i mimo seridl). Za to nabizime také bonusovy bod ¢i i vice bodli, pokud najdete takovych
zalezitosti vétsi mnozstvi.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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