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Serial: Grafy, symetrie a souradnice

Uvod

Minule jsme si probrali néjaké zdlezitosti kolem jednotek, formalnich stranek feseni fyzikalnich
dloh a jejich zapisu. Vérime, zZe se budete snazit mit na paméti to, ze i formélni stranka feseni
je dulezita a nékdy i diky ni mizete snadnéji odhalit chyby. V tomto dile se zminime o néjakych
tématech, ktera se tykaji grafickych feseni tloh, symetri{ a souradnic. Kazdé z téchto témat je
samo o sobé velice obsahlé, a proto zde naleznete pouze spise takové ochutnévky.

Grafy a graficka reseni

U grafi bychom mohli pokracovat s formélni strankou feseni.
Ve strucnosti jenom poznamenejme, ze do grafi chceme vynaset
hodnoty na ¢iselnou osu. Musime tedy hodnotu velic¢iny vydé- 15
lit vhodnou jednotkou, abychom mohli do grafu uvést bezroz- v

meérnou veli¢inu. Dalsi pravidla se pak tykaji spise experimentu.

Namérené hodnoty obvykle nespojujeme ¢arou, ale prokladame 5

fitem, ktery co nejlépe odpovidd dattim. V piipadé vyraznych ; ; -
chyb méfeni jednotlivych bodid bychom neméli zapominat na chy- 0 ! P
bové tsecky. Pokud jsou chyby méfeni srovnatelné s rozmérem :
znazornéni bodu v grafu ¢i dokonce mensi, pak je uvadét nutné Obr. 1: Ukézka
nemusime. Ukazku co nejjednodussiho, ale jesté rozumné vypa-  jednoduchého grafu, ktery
dajiciho grafu vidite na obrazku [I|. mé4 nejnutnéjst prvky.

Plocha pod grafem funkce

Pokrocilejsi z vas jisté védi, ze plochu pod funkci muzeme pocitat pomoci integralu. Nicméné
integrovan{ je éasto tézké a nenf od véci si pfipomenout (nebo naudit se) i jiné zadkladn{ postupy.
Zminme ty, které muzeme pouzivat, pokud mame zadanou funkci nebo k dispozici jeji graf.

Barveni

Prvni ze zdkladnich moznosti, jak urcit plochu, je ji prosté néjak prfimocare zmérit. Muzeme si
pod ¢i pres graf dét ¢tvercovou sit a spocitat ¢tverecky pod plochou grafu k celkovému poctu
Ctverecki. Témér jisté budou néjaké Ctverecky protaté, a tak se musime rozhodnout, jak bude-
me ,zaokrouhlovat® Ctverecky. Presnéjsi byva odhadovat, jakd plocha je obarvend v ¢aste¢né
obarveném c¢tverecku, a kombinovat ctverecky mezi sebou tak, aby vytvorily celé jednotkové
¢tverecky. Pro vétsi presnost je vhodnéjsi brat mensi ¢tverecky, ale ,rucné“ je pocitat je pak
pracné. Pokud mtzeme vyuzit pocitac, je vhodné pocitat jednotlivé pixely pomoci néjakého
programu. Pokud je cernobily obrazek v néjaké kompresi dat a ma dovolenou celou barevnou
paletu, tak na rozhranich ¢erné a bilé se setkite s riaznymi odstiny Sedi. Pak musite zvolit, po-
dobné jako u ru¢niho pocitani ¢tverecki, postup, ktery vam dé plochu rozumné presné. U této
metody navic neni nutné mit funkce, mizeme urcovat i pokryti obrdzku vybranou barvou, jak
si vyzkousite v TeSeni cCasti seridlové tlohy.



FYKOS Serial XXXIII.IT Grafy, symetrie a sourfadnice

Séitani sloupcd az k integraci

Plochu si muzeme rozdélit i jinym zptisobem. Interval, na kterém chceme spocitat plochu pod
grafem funkce, si mizeme rozdélit na mensi intervaly. V téchto intervalech pak muzeme pova-
zovat funkci za konstantni a pocitat plochy obdélnickt pod funkci, nad funkci nebo mizeme
spocitat obé varianty a vzit prumér. Alternativné mizeme uvazovat lichobézniky, tedy predpo-
kladat, ze funkce je na malych intervalech po ¢dstech linedrni. Zjevné se zmensovanim intervala
(jemngjsi déleni) budeme dostavat presnéjsi a presnéjsi vysledek. Pokud ndm staéi priblizny
vysledek a nepfilis divoké funkce, pak je casto dostateéné i hrubé déleni. Kdyz se funkce vi-
ce méni v néjaké ¢asti a v jinych castech je témér konstantni, pak je vhodné zjemnit déleni
oblasti s proménlivéjsim pribéhem funkce a pro zbylé intervaly ponechat hrubé déleni. Pokud
s délenim pokracujeme déle a dale a intervaly stile zmensujeme, dostavame se k integraci.

Pravdépodobnostni feseni, numerické metody

Tém, kdo to slysi poprvé, se to muze zdat trochu nedivéryhodné, mozné az blaznivé. Védci vSak
velice ¢asto u velmi slozitych vypocti komplikovanych integrali (tedy stale myslime plochy pod
grafem) vyuzivaji pravdépodobnostni metody. Zndmou metodou je Monte Carlo, kde, podobné
jako v kasinu, ndhodné sédzime na kombinaci ¢isel v prostoru (N éisel v N-dimenziondlnim
prostoru) a divdme se, jestli je hodnota pod nebo nad grafem.

Numerickym metoddm se podrobné vénovaly napiiklad seridly FYKOSu v 21. ro¢niku (o po-
¢itacové fyzice) a 31. roéniku (o numerickych metoddch a pocitacovych simulacich).
Tip k Feseni soutézi
Predstavme si situaci, ze méte vytesit tlohu FO s kruhovym déjem v plynu a z néjakého dtivodu
jste se totalné zasekli — nemuzete prijit na parametry jednoho bodu z daného cyklu. Pak neni
nic lepsiho, nez si tyto parametry pomoci pravitka odhadnout z grafu (pokud jste ho dostali se

zaddnim). S nejvétsi pravdépodobnosti nedostanete plny pocet bodu, ale lepsi néco nezli nez
nic.

Statika

Pokud resime napriklad zatizeni jednotlivych ¢asti mostnich konstrukci, pak vyuzivame statiku.
Tedy vime, ze aby se most nezacal nékam pohybovat ¢i lamat, musi byt vyslednice sil nulova.
Graficky si nulovost vyslednice sil v bodé mtzeme znazornit tak, ze poskladame za sebe vektory
jednotlivych sil ptisobicich v daném bodé tak, ze vytvoiri uzavienou kiivku. Nékdy se muze
hodit, ze i momenty sil se musi vyrusit, aby se ndm most nezacal otacet. Obé pravidla navic
plati pro kazdé misto konstrukce a obvykle sestavujeme rovnice pro jednotlivé body upevnéni.
Ukéazkou tlohy, ve které se Tesi stabilita mostni konstrukce, je 26-IV-5 — stavme mosty® Dalsi
tloha, ktera se resila pomoci statiky, je napriklad 20-VI-I — t¥i vilce déda vSevéda¥ kde byly dva
véalce polozené na podlozce a na nich umistén treti valec. Piikladem toho, kde se ukazalo, ze za
zadanych podminek nemuze byt soustava nikdy stabilni, jsou koule a valec z tlohy 19-11I-1 —
dotyk koule a valcet

thttps://fykos.cz/_media/rocnik26/ulohy/pdf/uloha26_4_5.pdf
2 attps://fykos.cz/_media/rocnik20/ulohy/pdf/uloha20_6_1.pdf
3https://fykos.cz/_media/rocnik19/ulohy/pdf/ulohal9_3_1.pdf


https://fykos.cz/_media/rocnik26/ulohy/pdf/uloha26_4_5.pdf
https://fykos.cz/_media/rocnik20/ulohy/pdf/uloha20_6_1.pdf
https://fykos.cz/_media/rocnik19/ulohy/pdf/uloha19_3_1.pdf
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Optické zobrazovani

Grafické zpracovani se casto vyuziva pri ilohach o zobrazovani pomoci optickych soustav. Timto
tématem se podrobnéji zabyva text z knihovnicky FO¥ Podobna pravidla plati jak pro zrcadla,
tak pro tenké ¢ocky. Rozdil mezi spojkami (dutymi zrcadly) a rozptylkami (vypuklymi zrcadly)
je v umisténi redlného ohniska. Popisme vyzna¢né paprsky u dutého zrcadla:
o Paprsek smétujici na vrchol zrcadla® se odrazi pod stejnym hlem (jako dopadl) na opadc-
nou stranu optické osy.
o Paprsek, ktery jde rovnobézné s optickou osou, se od zrcadla odrazi do ohniska.
e Paprsek, ktery prosel skrz ohnisko, se odrazi od zrcadla tak, ze jde rovnobézné s optickou
0sou.
Pro sestaveni pozice obrazu nam vsak stac¢i vzdy dva paprsky a dostatecné peclivé rysovani.
Samoziejmé bychom mohli rysovat i jiné, za dodrzeni zdkonu odrazu. Zminéné vyznacné paprsky
se ale rysuji asi nejjednoduseji. Dobrym trikem_pro malé vzory, které mate zobrazit, mize
byt zvétsit si vzor. Pozor ale na to, Ze zvétSeni® musite provést smérem kolmo na optickou
osu. Pokud jste puvodni vysku vzoru zvétsili N-krat, musite vysledek zmensit na 1/N-tinu.
Neékdy se také muze pii rysovani hodit, Zze chod paprsku muzete obrétit. Pri feseni soutézi,
kde se pozaduje jen vysledek, je casto dokonce rychlejsi si danou situaci narysovat v néjakém
dynamickém geometrickém programu.

Symetrie

Symetrie je to, co pri feseni fyzikalniho problému obvykle chceme najit, protoze ndm to znacné
zjednodusi jeho reseni. Nékdy dostaneme vysledek ve srovnani s jinym postupem skoro okamzité
a vyrazné méné pracné. Nékteré fyzikalni tlohy maji analytické feseni jenom diky symetrii.

Vztah symetrie a zakonii zachovani

Kazdé symetrie se poji s néjakym zdkonem zachovani. To plyne z teorému Emmy Noetherové.
Jeho matematicks formulace je slozita, nicméné tato poucka se nAm miize hodit i na SS tirovni.
Vztahy mezi zdkladnimi symetriemi a zadkony zachovani jsou:

e Symetrie v posunuti v prostoru je spojena se zdkonem zachovani hybnosti.

e Symetrie v otoceni se poji se zdkonem zachovidni momentu hybnosti.

e Symetrie v posunuti v ¢ase se poji se zdkonem zachovini energie.

Princip superpozice

Princip superpozice miizeme vyuzit v. mnoha fyzikalnich situacich, kdy celkové pisobeni vice
»zdroju“ na néjakou testovaci ¢astici¥ muzeme jednoduse secist. To plati napiiklad u gravi-
tacniho pole. Celkové zrychleni asteroidu je dano zrychlenimi od jednotlivych hmotnych télest
Stejné tak plati, Ze intenzita elektromagnetického pole v daném misté je ddna souctem intenzit
od jednotlivych zdroju. Tento princip muzeme vyuzit i opa¢né. Prikladem muze byt otdzka,

4Trnka, J.: Zobrazeni &ockami, dostupné na http://fyzikalniolympiada.cz/texty/cocky.pdf

5tedy na misto, kde se protina profil zrcadla s optickou osou

SPfesnéji feeno byste méli aplikovat pravothlou afinitu.

"Testovaci ¢astice je takova, kterd nam nenarusi ptivodni rozlozeni zdroju.

8Za predpokladu, ze mizeme zanedbat negravita¢ni vlivy. Coz by napiiklad u malych &astic uvoliujicich
se z komet vedlo k velice nepresnym vysledkum. Ty jsou totiz vyrazné ovlivnény jak slune¢nim vétrem, tak
nasledné odparovanim materidlu z jejich povrchu.


http://fyzikalniolympiada.cz/texty/cocky.pdf
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jakou intenzitu elektrického pole namérime uprostied kruhu, na kterém je rovnomeérné rozmis-
téno N kladnych nabojl, kde N > 2. Je zfejmé, ze v pripadé sudého poctu nabojl se intenzity
protilehlych nédboju vyrusi. Stejny vysledek bychom obdrzeli pti souc¢tu lichého poctu néboju.
Intenzita z takového rozlozeni ndboju bude tedy vzdy nulovi. Pokud jeden kladny naboj ode-
bereme, pak je to pro stred stejné, jako kdybychom v prazdném prostoru umistili jeden zdporny
naboj do mista, odkud jsme naboj odebrali.

Dalsi metody zalozené na symetrii

Dalsimi metodami, které vyuzivaji vysoké symetrie néjakych fyzikalnich tloh, jsou zrcadlovy
néboj a Gaussuv zékon. Obé se uplatnuji v elektrostatice a zminime je alespon trochu v ¢tvrtém
dilu serialu.

Souradnice

Souradnice, které jsou vhodné pro feseni fyzikdlnich problémi,
se Casto poji pravé se symetrii naseho problému. Abychom byli co
nejefektivnéjsi v feseni, méli bychom si zvolit soustavu souradnic,
kterda nam vyhovuje.

Zakladnim pravidlem, které souradnice musi splnovat, je, ze
jich musi byt pravé tolik, kolik dimenzi méa prostor, v némz se
pohybujeme. Nejcastéji se tedy jedna o dvou- ¢i t¥idimenzionalni
souradnice. Aby mohla byt urcena poloha vSech bodu z naseho
prostoru jednozna¢né¥ musi byt souradnice na sebe kolmé

Nejznaméjsimi soutadnicemi vyuzivanymi pro lepsi predsta-
veni situace jsou kartézské souradnice. Ty jsou obvykle jedno-
az tiidimenzionalni a jde o udéni pozice pomoci soufadnic, které “ya 7
obvykle oznacujeme x, y a z. Ukazka jejich zndzornéni je na ob-
rdzku P. Vzdalenost dvou bodi®™ A a B pak mizeme urcit jako

D=+/(z —za)”+ (ys —ya)” + (28 — 2a)".

Obr. 2: Ukazka kartézskych
soutradnic v 3D.

Tézistova soustava

branych) bod@ umisténych v nasi soustavé. Casto ji vyuzivame, aby ndm zbyteéné hmotné
body ,neulétivaly“ spolecné néjakym preferovanym smérem. Zajimava fyzika se obvykle déje
az v ramci interakce bodd mezi sebou.

hybnost stdle nulovid. Obé maji opacné hybnosti stejnych velikosti a po srazce se akorat otoci
jejich rychlosti. Jediny drobny problém je, Ze pokud chceme vysledek v laboratorni soustave, je
potfeba provést transformaci z jedné soustavy do druhé.

9 Podminku jednoznaénosti umime za jistych piedpokladi splnit i bez potieby kolmych soufadnic. M& to
vsak za nésledek zna¢nou komplikaci vSech vypoctia a my se tomu vénovat nebudeme.
190Ozna&en{ bodit budeme vklddat do indexi a podle toho pozndme, o souradnici jakého bodu jde.
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Polarni soufadnice

Polarni soutadnice jsou 2D a jsou urcené vzdalenosti od pocatku

Y
r = y/x?2 + y? a orientovanym thlem ¢ = arctg- (y;x) méfenym ‘
od kladné ¢ésti osy z v kladném smyslu (proti sméru hodinovych
rucicek, viz obr. )E Vyhodou téchto souradnic mutze byt to, ze ‘n

je muzeme vyuzit i pro tvorbu grafu, které nejsou funkce, ale jde >
napiiklad o postupné se odvijejici spirdly. Pokud jde ale napiiklad ’
o kruznici, pak thel obvykle uvazujeme v intervalu ¢ € [0; 2r). Kruz-

nici o poloméru r v poc¢atku soustavy souradnic mizeme vyhodné
popsat pomoci transformacnich vztahtt x = rcosp a y = rsiny,
coz je i transformacni vztah mezi souradnicemi. Vzdélenost mezi
dvéma body A a B za pomoci téchto soufadnic ur¢ime jako D =
= \/ri + 73 — 2rarg cos (pa — ¢B).

Obr. 3: Grafické
znazornéni polarnich
soufadnic.

Vilcové soufadnice

Valcové soutadnice jsou vlastné polarni souradnice, které rozsifime do prostoru tak, ze je doplni-
me o treti kartézskou souradnici z. Transformacni vztahy jsou stejné jako u polarnich souradnic.

Vzd4lenost dvou bodii je D = \/ri + 72 — 2rarg cos (pa — ¢B) + (2B — 2a)°.

Sférické soufadnice

Pokud chceme popisovat pohyb po kouli, je vhodné vyuzit souradnice sférické dané vzdalenosti
od poéatku r = \/x2 4+ y2 + 22 a dvéma thly. Uhel ¢ méfime stejnym zptisobem jako v po-
larnich souradnicich a to v roviné xy. Druhy hel= ¢ pak méfime od kladného sméru osy z.
Transformace majf tvar ¢ = arctg - (y/x), ¥ = arccos (z/r). V opa¢ném sméru pak

r=rsindcosy,

y=rsindsiny,

z rcost.

Vzdalenost dvou bodu se stdvd uz docela komplikovanym vyrazem, ale mizeme si ho napsat,
abychom se presvédcili, ze na vzdélenosti bodii se docela hodi kartézska soustava souradna

D= \/ri + 12 — 2rarp (cos YA cos 9B + cos (pB — pa)sinda sindp) .

Inercialni vs. neinercidlni soustavy

Casto se omezujeme na inercidlni soustavy soufadné. Tedy takové, kde plat{ Newtonovy zakony
bez uprav. Nicméné nékdy muze byt vhodné prejit do neinercidlni soustavy souradné. Musime
vSak vzdy mit na paméti, Ze na télesa v neinercidlnich soustaviach pusobi setrvacné sily.
Prvnim ptikladem tlohy, kde muzeme zvolit neinercidlni soufadnice, muze byt soustava
spojend se zrychlené se rozjizdéjicim vlakem na vodorovné roviné v jedné primce. Kdyz se na

e = arctg- (y;x) definujeme jako arctg (y/z) pro & > 0 a y > 0, arctg (y/z) + © pro z < 0, resp.

arctg (y/z) +2n proxz > 0ay < 0. B
2Toto je jeden z moznych zplsobt, jak tyto soufadnice popsat. Existuje vice variant, se kterymi se mizete
setkat v literatufe.
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tento vlak divime ze soustavy spojené se Zemi (povazujme ji pro tento myslenkovy experiment
za dostateéné dobfe inercidlni), pak vidime, ze osoby, co sed{ na sedackéch, jsou urychlova-
ny stejné jako zbytek vlaku. Pokud nékdo polozi kvadr na dokonale hladkou zem a pak se
vlak zacne rozjizdét, ziustane kvadr na stejném misté. Podivejme se na tuto situaci z jiného
pohledu — z neinercidlni soustavy spojené s vlakem. V tom pripadé vidime, Ze jsou cestujici
viceméné v klidu. Ale oni sami pocituji, ze jsou tlaceni do sedacek se zrychlenim velikostné
stejnym se zrychlenim vlaku. Pokud se podivime na kvadr na podlaze, tak se ndm muize zdat,
Ze se bezduvodné rozjizdi do zadni ¢asti vlaku (pokud se vlak rozjizdi dopfedu) se zrychlenim
odpovidajicim zrychleni vlaku.

Stejné tak muzeme prejit do rotujici soustavy. Zde bude situace slozitéj$i nez u linedrné
zrychlujici soustavy, protoze se nam zde objevi ¢leny odpovidajici odstfedivé a Coriolisove sile.
Tato transformace se pouziva casto napriklad u problému tii téles, kde jsou dvé obihajici se
télesa, kterd jsou znacné hmotnd a tieti, které ma vici nim zanedbatelnou hmotnost. Pak se
vyuzije korotujici systém, kde na hlavni ose jsou umisténa dvé hlavni télesa. Pokud se obihaji
po kruhovych trajektoriich, pak jsou v této soustavé nehybna. Pokud se obihaji po eliptické
né vzdéalenosti, ale méni se prevod a sila, kterd na tfeti téleso ptisobi v jednotlivych bodech
v zavislosti na Case.

Minkowského prostorocas

Nakousnéme alesponn letmo i néco ze specjalni teorie relativity.
Zde reprezentujeme pozici v prosotorocase= pomoci t¥i prostoro-
vych soufadnic a jedné ¢asové. Casovéd soufadnice mé ale speci-
alni postaveni. Jednak ji uvazujeme pronasobenou rychlosti svét-
la, tedy ct. Druhym faktorem je, Ze ji muzeme brat bud ja-
ko imagindrni nebo alespon pri urcovani prostorocasové vzdale-
nosti uvazujeme vzdalenost urazenou v tomto sméru za zapor-
nou. Misto prostorovych bodu zde uvazujeme udalosti — polo-
hu v soufadnicich v urcitém case. Tedy vzdalenost je D =
= /(B —za)’ + (yB —ya)’ + (25 — 2a)° — (ctp — cta)®.

Kdyz se podivime na obrazek W, tak vidime uddlosti A, B a C.
Velice zajimava je udédlost C, kterd lezi na ose kvadrantti — na tzv.
svételném kuzelu. Ten je tvofen uddlostmi, které jsou presné v té
vzdélenosti, kam se muze dostat svétlo ¢i odkud k nam svétlo mohlo dojit. Tato vzdélenost
je zajimava tim, ze je v této metrice nulovd. Tedy vzdélenost mezi pociatkem a C je nula.
Interval mezi pocdtkem soustavy soufadné, tedy tady a ted, s udalosti A je zédporny a tedy
casupodobny. Hypoteticky se muzeme dostat do udalosti A nékdy v budoucnosti. Bod B je
pak prostorupodobny. Kdybychom se transformovali do jiné soustavy souradnic, tak by tato
udélost mohla probéhnout ve stejném case jako mé pocatek souradnic. Naopak udalost A by
mohla probéhnout v jiné soustavé souradné na stejném misté, jako je pocatek. Tyto zalezitosti
se nazyvaji relativitou soucasnosti a soumistnosti.

Obr. 4: Schematické
znézornéni Minkowského
prostorocasu.

13pry fyzikové ifkaji prostorocas a sci-fi autofi pouzivaji ¢asoprostor. I kdyz tézko Fici, co na to jazykova
logika, kdyz se spravné rika svétocara.
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Zaveér a upoutavka na pristé

Snad serial dostatecné naznacil, ze vybér souradné soustavy je dtlezity a nékdy ndm mize
usnadnit praci. Pro jejich spravnou volbu je potifeba se vzdy zamyslet nad symetriemi naseho
problému a ty co nejvice vyuzit.

V pristim dile se chceme déle vénovat zadkonum zachovani, na které jsme uz v tomto dilu
trochu narazili. Zakony zachovani se nam hodi prakticky vzdy a casto vedou na rychlé feseni
problémi.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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