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Uvodem

Milé fesitelky, mili Fesitelé,

a je to tady! Blizime se do findle 32. ro¢niku FYKOSu, coz znamend, Ze méte posledni Sanci
vylepsit svoje dosavadni skére a zlepsit tak svoji pozici v celkovém poradi. Motivaci vAm muze
také byt podzimni soustfedéni, na které se muzete dostat na zakladé vasich vysledkt v druhém
pololeti. Jiz za necely mésic probéhne jarni soustifedéni, na kterém se setkdme s nejlepsimi
Fesiteli prvniho pololeti, a véfime, Ze si ho spoleéné s ndmi skvéle uzijete! :)

Tém z vés, kteri uz jsou v maturitnim ro¢niku, prejeme hodné $tésti u maturit i u prijimacich
zkousek, at se dostanete na svou vysnénou vysokou skolu. Jdete-li na Matfyz, radi vas uvidime
v organizatorskych fadach! Mladsim ro¢nikim pripomindme, ze budete-li GspéSnymi fesiteli
FYKOSu a pujdete-li na Matfyz, budou vam na néj odpustény prijimaci zkousky!

V Sesté sérii se budeme zabyvat geometrickou optikou, pokusime se vyresit problém suché
silnice pfi desti ¢i mérit koeficient tfeni a mnoho dalsiho! Posledni dil seridlu se bude zaobirat
dalsim pilitfem, na kterém stoji teoretickd mechanika — Hamiltontiv formalismus.

Za chybéjici feSeni problémové tlohy se omlouvame, brzy bude zvefejnéno na internetu.

Piejeme vAm hodné $tésti v feSen{ posledni série a budeme se t&8it na vidénou! :)

Organizdtori
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Zadani VI. série

Termin uploadu: 30. 4. 2019 23.59

Termin odeslani: 29. 4. 2019

Uloha VI.1 ... sebeosviceni

Svitime na zrcadlo pod dhlem a = 15° vii¢i kolmici. Chceme, aby
se nam paprsek vracel zpatky do zdroje. Mame sklenény hranol
s indexem lomu n = 1,8. Jaky musi byt ldmavy thel n v zavislosti
na « a n, pokud situace vypada jako obrazku? Predpokladejte,
ze okolni prostiedi tvori vzduch s indexem lomu np.

Ndpoveéda
sin (z +y) = sinxz cosy + coszsiny,
cos (z +y) =coszcosy —sinzsiny,
sinz 4 siny = 2sin (L—’—y) cos (m — y) R
2 2
cosx + cosy = 2 cos (m) cos (x — y) .
2 2
Uloha VIL.2 ... knihomol 3 body

Vitek travil ¢as v knihovné. Kvuli jeho neobratnosti jedna kniha
spadla z regdlu a on ji rychlym pohybem ruky stacil primacknout
ke sténé. Na knihu piusobi silou F' pod thlem «, viz obrazek.
Kniha ma hmotnost M a soucinitel smykového tfeni mezi knihou
a zdi je u. Naleznéte podminku pro silu, pfi které kniha ziustane
nehybnd, a urcete hrani¢ni thel g, po jehoz prekroceni jiz neni
mozné knihu udrzet.

Uloha VL3 ... dost¥ik 6 bodi

3 body

n

/

Hladina 98% kyseliny sirové v lahvi sahd do vysky h. V urcitém misté kolmo na sténu nddoby
vyvrtadme velmi maly otvor a kapalina zacne vytékat ven. Do jaké maximalni vzdédlenosti od
lahve muze kyselina dostiiknout ze vsech moznych poloh diry? Nadoba stoji na vodorovné

roviné.

Uloha V1.4 ... lano

7 bodu

Pies brevno fotbalové branky (vodorovnou vélcovou ty¢) prehodime dlouhé lano. Kdyz bude
jeden konec lana pravé tfikrat delsi nez druhy (pfi¢emz oba budou viset volné ve vzduchu), lano
samovolné sklouzne. Nyni lano kolem brevna jednou obto¢ime (¢ili bude ,,ohnuté“ o thel 540°).
Kolikrat ted muze byt jeden konec delsi nez druhy, aby lano nesklouzlo?
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Uloha VL5 ... gumova houpacka 9 bodu

Matéje zacaly nudit klasické houpacky, které jsou na détskych hristich a lze se na nich houpat
pouze dopfedu a dozadu. Proto vymyslel vlastni atrakci, na které se bude houpat nahoru a doli.
Mezi dva stejné vysoké body ve vzdélenosti [ natdhne gumu s klidovou délkou I. Nésledné se
pomalu posadi presné doprostfed gumy, pricemz se jeji stred vychyli doli o vzdalenost h. Nyni se
velmi lehce odstréi smérem nahoru a zacne se houpat. Urcete periodu malych kmiti.

Uloha VL.P ... dalni¢né-bezpeénostni problém 10 bodu

e Kolik aut musi projet za jednotku casu po silnici ¢i dalnici, aby byla silnice pod auty
suchd, pokud prsi?

e Kolik aut musi projet za jednotku casu po silnici ¢i délnici, aby na silnici nebyl zadny
snih a led, pokud snézi? Teplota dopadajiciho snéhu je konstantni a srovnatelna s okolim,
nékolik méalo K pod 0°C.

Uvazujte, ze prsi nebo snézi néjaky konstantni objem vody na jednotku plochy za jednotku
casu.

Uloha VLE ... kluzka 12 boda

Najdéte dvé rovné plochy ze stejného materidlu a zmérte, jaky je mezi nimi koeficient tieni.
Nésledné zjistéte, jak se tento koeficient zméni, kdyz mezi plochy date néjakou sypkou nebo
kapalnou latku. Mtzete pouzit vSe od vody a oleje, pfes med a roztavenou cokoladu az po
mouku a pisek. Mérte pro alespon 4 ruzné latky. Hodné pozornosti vénujte diskuzi vysledku
a predevsim toho, které vlastnosti pouzitych latek mély na vysledek nejvétsi vliv.

Uloha VI.S ... opakovacia 10 bodu

1. Majme klasické matematické kyvadlo, ktoré vychylime zo stabilnej polohy o 120°. Dizka
zavesu kyvadla je po cely Cas konstanta, zaves je nehmotny a na jeho konci je upevneny
hmotny bod s hmotnostou m. Zostavte Lagrangeove rovnice prvého druhu pre kyvadlo
a pomocou nich urcte, kedy je sila pdsobiaca na vldkno kyvadla najvécsia.

2. Vezmime klasické kyvadlo, rovnaké ako v prvej casti tlohy. K jeho hmotnému bodu pri-
pevnime dalsie kyvadlo s rovnakou zavesenou hmotnostou ako aj rovnakou dizkou zavesu.
Zostavte lagrangian pre tdto situdciu a urcte aj Lagrangeove pohybové rovnice (2. druhu).

3. Majme hmotny bod, ktory je schopny sa volne pohybovat v smere osy z. Dalej majme
matematické kyvadlo, ktorého zdves je upevneny v tomto bode. Nédjdite lagrangiin tejto
ststavy a pomocou Hamiltonovej variacnej metédy néjdite prislusné pohybové rovnice tak,
ze postupne budete Gateauxove derivacie podla vSetkych zovSeobecnenych premennych
pokladat rovné nule. Celkovo tak kazda nulova Gateauxova derivacia da jednu pohybovi
rovnicu. Porovnajte, ¢i ste touto metdédou dostali rovnaké pohybové rovnice ako pri pouziti
standardného odvodenia Lagrangeovych rovnic z lagrangianu.
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Reseni’ V. série

Uloha V.1 ... prochazka u silnice 3 body; prumér 2,28; fesilo 46 studenti
Matéj jde podél silnice konstantni rychlosti a kazdych 7 minut potka tramvaj, kterd jede proti

nému. Jednou za 10 minut ho mine tramvaj jedouci opacnym smérem. Tramvaje jezdi v obou
smeérech se stejnou frekvenci. S jakou? Mateéj se prochazel.

Uvazujme, ze tramvaje jezdi konstantni rychlosti v s konstantnimi drahovymi rozestupy s. Jejich
perioda tedy je

=2
v

Matéjovu rychlost oznacime u. Perioda tramvaji jedoucich proti nému bude

s
v4u

T = (1)

A pro periodu tramvaji jedoucich stejnym smérem, jako Matéj jde, plati

s
> = . (2)
Z (E) si vyjaddiime Matéjovu rychlost
w— s —Tiv
=~
kterou dosadime do (E) a dostdvame
s
Ty = ,
2 v — S—T’Il“lv
s
(20— 2 ) =
: ( ! Tl) ”
T
2UT2:S<1+TT> ,
p=S- 2 2T gy,

v+ TLi+D

Frekvence tramvaji je tedy f = % = 0,121min~" = 2-107%s7!. Z vysledného vztahu také

vyplyva, ze f je aritmetickym pramérem obou namérenych frekvenci.

Matéj Mezera
m.mezera@fykos.cz@fykos.cz
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Uloha V.2 ... hloubka vniku do koule 3 body; prumér 2,72; fesilo 32 studentu

Predstavte si, ze mate podchlazenou plnou kovovou homogenni kouli, kterou vytiahnete z mra-
zaku, ktery méte nastaveny na opravdu nizkou teplotu. Zajimalo by vas, jak rychle se bude
zvySovat jeji teplota, kdyz ji umistite do zahraté mistnosti. Protoze by to jinak byl vysokoskol-
sky problém, tak jsme pro vds tilohu zjednodusili. Ptdme se na odhad hloubky vniku (v metrech)
»teplé oblasti“ do koule, ktery muzZete ziskat rozmérovou analyzou. Zname relevantni parame-
try koule, konkrétné hustotu [p] = kg-m™>, mérnou tepelnou kapacitu [c] = Jkg ™ - K" a jeji
soucinitel tepelné vodivosti [\] = W-m™ 'K~ a zajimd nds zdvislost na case [t] = s.

Karel se inspiroval problémem z Eotvés Competition.

Zadéani je zjednodusenim tlohy z jedné madarské soutéieQE Na odkaze uvedeném v pozniamce
pod cCarou naleznete i ndznak komplikovanéjsiho feseni.

Nejdrive poznamendme néco k rozmérové analyze. Jde o metodu, diky které muzeme nékdy
z pouhé znalosti jednotek relevantnich veli¢in urcit néjakou dalsi veli¢inu se zndmou jednotkou.
Bohuzel pomoci této metody nezjistime presny vztah, protoze ndm ziustane néjakd bezrozmérna
multiplika¢ni konstanta, kterou musime ur¢it bud mérenim, nebo poctivym fyzikalnim odvoze-
nim. Také se tato metoda mize hodit v néjakych tlohdch FYKOSu.

Pro zajimavost - ve fyzice se pouzivaji také tzv. podobnostni ¢isla. Zejména v mechanice
a dynamice tekutin je znamé napiiklad Reynoldsovo ¢islo ¢i Weberovo ¢islo. Jde o bezrozmérné
veli¢iny, které nam rikaji néco o tom, jestli je proudéni turbulentni, jak se ndAm budou formovat
bubliny atd. K urceni téchto ¢isel mizeme také pouzit rozmérovou analyzu s tim, ze hledand
veli¢ina mé byt bezrozmeérn4.

Nyni k feseni samotné tlohy. Dle predpokladu mé pro hloubku vniku z platit

z=Cp*c’ N7t
Rovnici muzeme prepsat do tvaru

m = (kgm™*)" - (Tkg T K1) (Wem LK) s =

= (kg4m73)a . (m2~572-K71)B . (kg-m-sfS-Kfl)ﬂ/ 80

Vyuzili jsme vztahy pro piepis jednotek energie a vikonu na zakladni jednotky SI (J = kg-m?.s 2
a W = kg-m?-s™®). Vzhledem k tomu, Ze rovnice musi{ platit i pro rovnosti jednotlivych jedno-
tek, rozepiseme si ji do soustavy ¢tyf rovnic pro ¢tyfi nezndmé exponenty (a, 8,7, d). V poradi
pro jednotky kg, m, s a K to jsou

O=a+7,

1=-3a+28+7,

0=-28-3y+94,

0=—-8—"~.
Kdyz soustavu vyfesime, dostaneme o = 8 = —1/2 a v = § = 1/2, tedy vysledna rovnice pro
hloubku vniku je
z=C At .
cp

! Peter Vanké: Edtvés Competition - a small competition with great influence, subkapitola 3.2. Dostupné
z http://eik.bme.hu/~vanko/wfphc/Eotvos_comp_Vanko_paper.pdf.
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Tim jsme dostali pozadovany vztah a v rdmci toho, Ze jde o jednoduchou tlohu na rozmeérovou
analyzu, dale hodnotu konstanty C nefesime.

Komentare k doslym fesenim

Rozmerova analyza je velmi efektivna metdda pre priblizny odhad spravnosti tvaru vysledku
alebo k rychlej kontrole korektnosti nejakého vztahu. Stretdvame sa s niou aj v beznej praxi, nie
len pocas studia, a preto je dobré si ju osvojit. Nakolko vSak ide o priblizny odhad vysledku,
nemali by sme zabudnif, Ze redlna hodnota sa mdze a casto aj bude liSit o nejaky ciselny
koeficient - bezrozmerni konstantu (jej bezrozmernost je dodlezitd, inak by ndm to pokazilo
rozmer vysledku). Vzhladom na zadanie a povahu prikladu sme to v8ak nebrali ako chybu.
Viaceri z vas k vysledku prisli porovnanim vzfahov pre vypocet tepla - rovnicou vedenia tepla
(niekedy nazyvanou aj Fourierov zdkon) a vztahom pre vypocet tepla potrebného na zvysenie
teploty telesa. Tento postup dal pri spravnej tprave rovnaky, alebo len o c¢iselny koeficient
sa lisiaci vysledok, nie je vSak tplne fyzikdlne spravny, nakolko tieto dva vztahy spolu nutne
nemusia sivisiet. Navyse, ide o velmi velké zjednodusenie celého deja, ktoré nebolo adekvatne
odovodnené. Pokial ste vsak aj tymto spésobom dospeli k spravnemu vysledku, nebrali sme to
ako chybu.

Karel Kolar
karel@fykos.cz@fykos.cz

Uloha V.3 ... pfepazka 6 bodil; priamér 4,40; fesilo 45 studentii

Predstavme si akvarium tvaru krychle o strané a = 1 m, které je vertikalni prepazkou kolmou na
stény akvaria rozdéleno na dvé ¢asti. Ddle uvazujme, Ze se tato prepazka muze volné pohybovat
ve smeéru kolmém na rovinu prepazky, ale ve zbylych dvou smérech se pohybovat nemiize. Také
nemiize rotovat. Do jedné asti akvéria nalijeme Vi = 2001 vody o hustoté p, = 1000kg-m 3
a do druhé Césti nalijeme Va = 2301 oleje o hustoté p, = 900kg-m~>. Jakd bude rovnovdznd po-
zice prepazky? Jaké budou vysky hladin kapalin v jednotlivych castech akvéria v rovnovazném
stavu?
Bonus Najdéte frekvenci malych kmitii kolem rovnovazné polohy. Predpokladejte, ze prepazka
ma hmotnost m = 100z a Ze presun vody probiha bez jakéhokoli tfeni a odporu.

Michal cistil akvdrium.

Oznac¢me vzdélenost prepazky od okraje prvni ¢asti x. Potom voda sahd do vysky

Vi
h=—-—
ax

a olej saha do vysky
Va

v2 = ala—z)’

Silu, kterou kapalina pusobi na pfepazku, spocitdme jako soucin tlaku v kapaliné a plochy
prepazky, v které tento tlak ptisobi. Tlak v kapaliné se s hloubkou méni podle vzorce p = hpg,
coz vede na integral. Tomu se vsak muzeme vyhnout, kdyz si uvédomime, ze nizsi tlak v horni
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poloviné prepazky kompenzuje vyssi tlak v dolni poloviné.E Miuzeme tak uvazovat, ze na celou
prepazku pusobi stejny prumeérny tlak. Pro silu zptisobenou tlakem vody dostdvame

1 Vipvg
FL = ~yi1py = ,
! 2y1p gays 2ax?
zatimco pro silu zptisobenou tlakem oleje plati
1 V&' pog
== ayy = ———F—— |
2T gt =0, (a—z)?

Z podminky rovnovdhy vyplyva rovnost sil, tedy Fi(zo) = Fa(zo). Odtud dostdvame kvad-

ratickou rovnici )
\%
(‘%Zi — 1) azg + 2amg — a® = 0,

\% o
M —1 Vl Pv
VZpy
Fyzikélni smysl mé ziejmé kofen s +. Vysledkem tlohy tak je, ze prepazka se ustdli ve vzdéle-

nosti L L
‘/22po - V2 Po ‘/2 Po - .
To=a -1 — = = =al|l —,/—+1 =48 cm
0 < V12pv Vl Pv ‘/1 Pv

od stény prvni ¢asti akvaria. Vysky kapalin obou Castech akvéria ziskdme dosazenim za x do
prvnich dvou rovnic

jejimz fesenim je

Y1 = ﬁ =42cm,
axo
V .
y2:72 =44cm.
a(a — xo)

Bonus

Spocitejme potencidlni energii soustavy s prepazkou na souradnici x. Opét muzeme pouzit
stfedni hodnotu vysky, ve které se kapaliny nachézi. Dostdvame tak

Vipe | V&

Pro frekvenci malych kmit kolem rovnovazné polohy x¢ plati

1 [Virao)
F=5\ = -

2Exaktni vypocet by se provedl tak, ze dF = p(y)ady, odkud vidime, ze se integruje linedrni funkce, tedy
vznikne faktor 1/2.




Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXII ¢islo 6/7

Pokud vdm tento vzorec prijde cizi, zde je jeho odvozeni. Potencidl, ktery nam vysel, je
v okoli rovnovazné polohy ziejmé spojita a nekonecné diferenciovatelna funkce, takze ji mtzeme
zapsat pomoci Taylorova polynomu

V”(xo) Jr V”/(mo)

V(z) = V(zo) + V'(wo) (x — m0) + — (z— :vo)2 3 (x — xo)3

Zvolime-li V(zo) jako nulovou hladinu, bude platit V(zo) = 0. Déle, V'(z9) = 0 z definice
rovnovazného bodu. Dalsi éleny jsou postupné ¢im dal tim mensi (pro = dostateéné blizkd xo),
takze s jistou davkou aproximace miuzZeme psit
1
Viz) = §V”(:c0) (z — x0)*
Tento vzorec je vsak velmi podobny vztahu pro potencidl harmonického oscildtoru
1

V(z) = 5]{,‘ (x — x0)*

Z toho uZ vidime, Ze ¢len V" (xo) hraje roli tuhosti oscildtoru k a mizeme ho dosadit do zndmého

vzorce
1 k
f= oan\ m’

Nyni se vratme k puvodnimu piikladu. Prvni derivace potencialu je

v _ g (_Vip | Vipe
dz ~ 2a 2 (a—x)2 ’

dalsi derivaci dostavame

PV g (Vipe | Vipo
dz?2 ~ a 3 (afm)g ’

Ted uz jen staci dosadit do vzorce vyse a mame vysledek f = 25Hz.

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz@fykos.cz

Uloha V.4 ... rozst¥ik 8 bodii; priamér 2,96; fesilo 26 student

Uvazujte volnou kapku vody s polomérem R, kterou pomalu nabijite elektrickym nabojem.
Najdéte velikost naboje Q potfebného na to, aby sa kapka rozstrikla.
Karel chteél, aby si pro potkana prisel Smrt. Ivo byl mirumilovnéjsi.

Uvazujme nejdiive elektricky neutralni vodni kapku nachazejici se ve vzduchu. Povrchové na-
péti lze chépat jako plosnou hustotu povrchové energie, tedy energii povrchové vrstvy kapali-
ny vztazenou na jednotkovou plochu. To zpusobi, Ze kapka bude mit tendenci zaujmout tvar
s nejmensim povrchem, tedy kouli s polomérem R. Na kapku ptisobi kapilarni tlak px zptsobeny
povrchovym napétim mezi vodou a vzduchem a tlak vzduchu odpovidajici atmosférickému tla-
ku pa. Oba tyto tlaky se uvniti kapky sectou na vysledny tlak px 4+ pa. Z Youngovy-Laplaceovy
rovnice pfimo plyne vztah pro kapilarni tlak uvnitt sférické kapky

_%
pk_R’

3Vice se o ni miizete doéist na https://en.wikipedia.org/wiki/Young-Laplace_equation.
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kde o je povrchové napéti mezi vodou a vzduchem.

Nyni nabijeme kapku nadbojem @ tak pomalu, ze ji mizeme povazovat za vodivou, takze se
naneseny naboj prakticky ihned rovnomérné rozlozi po jejim povrchu. Naboj na povrchu kapky
vytvori vné kapky elektrické pole, které bude silové pusobit na libovolnou malou plosku AS
povrchu kapky a vytvori tak tlak elektrického pole pg.

Pokusme se uréit velikost tlaku pg. Oznac¢me n plosnou hustotu nédboje na povrchu kapky,
kterd je rovna

Q

1= 4Rz
Vyuzijeme faktu, Ze elektrické pole sféricky symetricky rozloZzeného nédboje je vné koule stejné
jako elektrické pole bodového naboje ) umisténého ve stfedu koule. Naopak uvniti kapky je
elektrické pole nulové, protoze se jednd o vodi¢. Vnéjsi elektrické pole je tedy radidlni a pro
jeho velikost plati 0
1
E= Ameg 72’ (3)
kde r > R je vzdalenost od stredu kapky a ¢ je permitivita vakua. Pro vypocet tlaku pg
potiebujeme zjistit, jakou silou pusobi elektrické pole na malou plosku AS s ndbojovou hus-
totou 1. Komplikace je v tom, ze do vysledného elektrického pole prispivd i ndboj na malé
plosce AS, jehoz ptispévek musime odedist. Zajima nés totiz, jakou silou pusobi na naboj na
malé plosce AS elektrické pole od zbytku koule.

Vyuzijeme principu superpozice. Ozna¢me Eag velikost elektrické intenzity zpusobené na-
bojem na malé plosce AS v blizkosti této plosky. Vektor elektrické intenzity je ziejmé kolmy na
rovinu plosky a m{f{ smérem od povrchu této plosky (uvniti koule sméfuje do stfedu a vné koule
sméfuje od stfedu koule). Dillezité je, ze toto pole je v obou piipadech stejné velké. Elektrické
pole ndbojil na zbylé éasti koule uvazujeme v blizkosti plogky konstantni s velikosti E’. Uvniti
i vné ma stejnou velikost a sméruje od stiedu koule. Ted vyuzijeme toho, ze vyslednd elektricka
intenzita uvniti koule je nulova,

E' — Eaxs =0.
Velikost vysledného pole nad plogkou je potom E'4+FEag = 2EAs = 2E’. Srovnanim s rovnici (E)
dostavame 1

9F — Q

- 4TE€0 ﬁ ’
odkud jednoduchou tpravou ziskdme explicitni vztah pro vypocet velikosti elektrického pole
od zbytku koule v oblasti plosky AS,

po 10
87t60 R2 '

Tlak elektrického pole jiz spocitdme snadno jako podil velikosti sily pusobici na ndboj na malé

plosce a velikosti dané plosky

_E'mAS 1 @?
PE= TS T 32r220 RY
Uvédomme si, Ze pg mé opacny smér nez kapildrni tlak, nebot se souhlasné niboje v kapce
zfejmé odpuzuji. Podminka rozstiiku kapky je

PE = Pk + Pa,

1 @2
32m20 RE R P
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Odtud si uz snadno vyjadiime velikost potiebného naboje

g
=+ Da -

|Q| = 4nR*\/2¢ %

Jesté dodejme, Ze v zaddni nebylo pfimo feceno, abychom tlohu fesili v zemské atmosfére
za normalnich podminek. Proto pripoustime feseni nabité kapky ve vakuu, které je o néco
jednodussi. Reseni tlohy ve vakuu dostaneme tak, Ze polozime atmosféricky tlak roven nule,

neboli dostavame rovnost
|Q| = 8ny/oeoR3,

Ulohu lze také fesit vysokoskolskym piistupem za pouziti Gaussova zdkona pro tok elektric-
kého pole uzavienou plochou ve tvaru
E-ndS= Q ,
s €o

kde n je jednotkovy vnéjsi normalovy vektor k néjaké uzaviené plose a @ je celkovy néboj
uvnitf této plochy. Aplikaci Gaussova zdkona na povrch nabité kapky dostdvdme rovnost

AnR*’E = Q7
€o

odkud pro velikost vysledného elektrického pole plyne

_ 1 Q
" dneg R2

coz je ve shodé s rovnici (E) pro 7 = R. Abychom mohli odecist od vysledného elektrického
pole prispévek od niboje na malé plosce AS, potiebujeme urcit jeho velikost. Opét vyjdeme
z Gaussova zdkona. Uvazujme maly vilecek obklopujici na povrchu kapky pravé plosku AS
tak, Ze je jeho osa rovnobézn4 s normélovym vektorem na ploSce AS (miif{ v radidlnim sméru).
Z Gaussova zakona plyne, Ze tok intenzity elektrického pole povrchem vélecku je roven celko-
vému naboji uvnitt vilecku vydélenému konstantou 9. Tok plastém je zanedbatelny, protoze
vysku vélecku mizeme uvazovat libovolné malou. Zbyva tedy tok podstavami, pro ktery plati

2ASEss = 125
€0
Jednoduchou tpravou ziskdme rovnici
n Q
Eas=—=—"—.
AS 280 8TEEQR2

Velikost elektrického pole E’ v okoli plosky vypoéteme podobné jako v prvni ¢asti

1 Q@
8meg R2

E'=FE—FEaxs =

Velikosti elektrickych poli, které jsme spocitali pomoci Gaussova zdkona, se shoduji s jiz diive
ziskanymi vysledky. K feseni tlohy bychom déle dosli stejnymi dvahami jako v prvni ¢asti.

10
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Komentar k doslym Fesenim
Rada Tesitelti se pokusila tilohu vyfesit uzitim povrchové energie a energie elektrostatického
pole. Chybné se vsak domnivala, ze k rozstiiknuti kapky dojde v okamziku, kdy si budou dané
energie rovny.

Uloha se da fesit pres energie tak, ze nejdiive nalezneme celkovou energii tvorenou energii
elektrostatického pole a povrchovou energii, kterd je rovna
1 Q?

= 4+ 4noR?.
Smeg B T

Fhet =

Celkova energie pripadajici na malou ¢ast kapky vynaté malym prostorovym thlem €2 je pak

rovina 5

FEhet 1 Q 4m 2

f— - . 4
QO SR Taf (4)

Silu pusobici na tuto plosku uré¢ime jako zaporné vzaty gradient energie Eq,

Eq =

FQ = — grad EQ = —VEQ s
coz je ve sférickych souradnicich pro sféricky symetricky problém rovno
Fo=———eg, (5)

kde er je jednotkovy radidlni vektor (ve sméru souradnice R). Dosazanim vyrazu pro energii Eq
z rovnice (E) do rovnice (f) a zderivovanim dostaneme

8noR 1 Q2
Fo=(- A
@ ( QT w0 R2> en

K rozstriknuti kapky pak dojde, bude-li sila Fo sméfovat vné kapku, neboli

2
_87tUR 1 Qﬁ S0
Q 8negQd R2 —

V meznim ptipadé dostdvame pro velikost ndboje Q) rovnost

|Q| = 8ny/ceoR?,

coz je minimalni velikost naboje potfebnd pro rozstiiknuti kapky.

Vidclav Mikeska
v.mikeska@fykos.cz@fykos.cz

Uloha V.5 ... odskakujici hopik 9 bodii; primér 5,32; fesilo 19 studentt

Tuhou kouli ve vzduchu roztoc¢ime dostatecné velkou tihlovou rychlosti w rovnobéznou se zemi.
Poté hopik pustime z vysky ho na vodorovnou podlozku. Od ni se odrazi do vysky hi1 a dopadne
nedaleko ptivodniho mista dopadu. Urcete vzdéalenost téchto dvou bodi dopadu, jestlize je treci
koeficient mezi kouli a zemi f dostatecné maly. Matéj si moc rad hraje s hopikem.

11
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7 rovnic pro volny pad h = % gt? a v = gt dostaneme rychlost v, kterou koule dopadne na zem
Vo = 2hog .

Koule dopadé ptrimo svisle, ale po odrazu bude mit jak svislou slozku rychlosti v,, tak vodo-
rovnou slozku v, diky tfeni. Velikost v, je takova, aby koule vyskocila do vysky hi, tedy

vy = 4/ 2h1g,

Predpokladejme, ze srazka trvd velmi maly ¢as At = t1 — to. Hybnost ve svislém sméru se
béhem nérazu zméni o

Apy = m(vo + vy) .
Protoze zména hybnosti je rovna impulzu sily, mtizeme fict, Ze pro svislou silu F} ptsobici na

kouli v pribéhu narazu plati
ty

Apy:/Fydt7
to

kde sila mtze byt obecné zavisla na prubéhu srazky, tedy na ¢asu t. Horizontalni tfeci sila, kterd
piisobi mezi kouli a deskou, je v kazdém okamziku F, = fF,. Ze zadani vyplyva, ze mizeme
predpoklddat, ze treci sila je tak mald, Ze nezastavi rychlou rotaci koule a ta tak béhem celé
srazky neustale prokluzuje. Z toho si vyjadiime zménu hybnosti ve vodorovném sméru

t1 t1 t1
Aps :/det:/nydt:f/Fydt:pry.
to to to

Vsimnéme si, Ze jsme se nyni kompletné zbavili zavislosti sily F, na cCase a také casu At, ktery
jiz ani neni potfeba limitné zmensovat k nule. V tomto triku spocivala veskerd zaludnost této
dlohy. Déle vyjadiime rychlost ve vodorovném sméru v okamziku po odrazu

_ Apz _ fApy

r =
m m

= f(vo +wy).

Diky znalosti vysky hi jsme snadno schopni dopoditat, ze cely skok koule (od prvniho do

druhého dopadu) trval das
=2,/ 2
g

Kombinaci s v, ziskdme doskocenou vzdalenost

S = Ut = 2f(v0 -|-’Uy)w / 27}“ = 2f (\/ 2hog + 2h1g> “ 27}7/1 = 4f(h1 =+ v/ hohl) .

Je pozoruhodné, ze vysledek nezavisi na momentu hybnosti koule, na gravitacnim zrychleni
a dokonce ani na poc¢atecni tthlové rychlosti w (pokud je dostatecné velkd). Samoziejmé jen za
docela silného predpokladu, ze tfeci koeficient je tak maly, ze koule béhem dopadu prokluzuje.

Matéj Mezera
m.mezera@fykos.cz@fykos.cz
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Uloha V.E ... triceticentimetrovy ton 12 bodii; primér 5,96; Fesilo 23 student

Kazdy nékdy z nudy zkusil brnkat na dlouhé pravitko vystréené pres okraj lavice. Zvolte vhodny
model zavislosti frekvence na délce vysunuti za okraj lavice a experimentéalné jej overte. Popiste
i dalsi parametry pravitka.
Poznamka Pravitko ke stolu pritlacte tak, aby kmitala jen jeho vysunutd cast.

Michal K. nasel pravitko.

Tedria
Po kratkom zmysleni sa nad problémom si m6zeme uvedomit, ze rovnaky vztah ako pre kmi-

tajice pravitko plati aj pre ladicku ¢i konzolovy nosnik. Napriklad na® mézeme najst hladany
vztah zavislosti uhlovej frekvencie w kmitov na dlzke vysunutia L pravitka

wn = L
n — ¥n pAL4’

kde E je Youngov modul pruznosti a p hustota materidlu, z ktorého je pravitko zhotovené,
A je plocha kolmého prierezu pravitka, I je moment zotrvacnosti prierezu pravitka a o, =
= {1,875; 4,694; 7,885; ...} je Ciselnd konStanta zodpovedajica médu kmitov. Pre I podla
¢lanku mame

bd®
I=—,

12

kde b je sirka a d je hribka pravitka. Pre frekvenciu kmitov potom méame

f_i_oé Ed?
T on dAr\ 3pLA”

Frekvencia by teda na dizke vysunutia mala zavisiet ako f o< L™2.

Meranie

Pri merani bolo pouZité pravitko s ,dlzkou® 30cm Sirky s = (3,6 £0,1) cm, hribky d =
= (1,9+0,1) mm a hmotnosti m = (23 £ 1) g. Pri meran{ sme ho polozili na stél tak, aby
sa hrana stola nachadzala na dizke [ stupnice, kde nula stupnice bola mimo stola. Vzdialenost
nuly stupnice od konca pravitka bola uréend ako Al = (1,1 £0,1) cm. Na stol sme nésledne
polozili zdvazie (knihy), ktorého hrana koincidovala s hranou stola, ¢im sme pravitku v oblas-
ti nad stolom zamedzili pohybu. Celkovo odhadujeme chybu merania dizky volne kmitajtcej
vysunutej casti pravitka na [ = [+ Alnao = 1,5 mm.

Meranie samotné sme vykonali pomocou programu Audacity a mikrofénu na pocitaci, ktory
sme umiestnili tesne pod pravitko k hrane stola. Zaznamendavali sme teda zvuk tderov kmitaj-
tceho pravitka do stola. Zo ziskaného zaznamu intenzity na Case sme odcitali cas t medzi n po
sebe idicimi ndrazmi, z ¢oho sme uréili periédu kmitov ako T' = ¢/n. Pre kazda dizku vysunutia
boli vykonané styri merania. Namerané hodnoty st zanesené do tabulky [ll spolu s vypocitanymi
priemernymi hodnotami periédy T a jej standardnou odchylkou o7

4http://vlab.amrita.edu/?sub=3&brch=175&sim=1080&cnt=1
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Tab. 1: Namerané periédy kmitov pravitka.

R t T | T oz
cm cm ms ms ms ms
9 1157  128,6
7 898 128,3
25,0 26,1 8 1031 128.9 128,4 04
9 1151 1279
5 517 103,4
7 708 101,1
220 23,1 3 303 1010 101,5 1,3
9 905 100,6
4 301 75,3
4 299 74,8
19,0 20,1 1 74 740 74,4 0,7
3 221 73,7
5 273 54,6
16 849 53,1
16,0 17,1 13 693 53.3 53,8 0,8
5 272 544
14 526 37,57
14 527 37,64
13,0 14,1 6 227 37.83 37,73 0,15
9 341 37,89
21 504 24,00
17 411 24,18
10,0 11,1 18 433 24.06 2404 0,11
25 598 23,92
18 246 13,67
18 244 13,56
7,0 8,1 19 957 13.53 13,62 0,09
14 192 13,71
24 143 5,96
11 68 6,18
4,0 5,1 29 129 5.86 5,9 0,2
22 124 564

7 periéd kmitov bola urcend ich frekvencia ako

f=

of =

14
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Obr. 1: Zavislost frekvencie f kmitov pravitka na dizke vysunutia [.

ktorej zavislost bola vynesend do grafu ﬂ Tymito bodmi boli pomocou metédy najmensich
Stvorcov prelozené nasledujice zavislosti

_ b
yl = ar 9

_ -2
Y2 = CT s

—-1,5

ys =dx 7,

_ -1
y4 = €ex ’

kde za z bola brand dl¥ka v centimetroch a y frekvencia v kilohertzoch. Prvy fit vyjadruje
vSeobecny tvar hladanej zavislosti, druhd zévislost je zavislost ndsho modelu, tretia a Stvrtd st
pre porovnanie zavislosti, ktoré sa objavovali v prislych rieseniach. Hodnoty parametrov boli
urcené nasledovne

a=4,44+0,36,
b=-1,94+0,03,
c=5,28+£0,06,
d=1,22+0,07,

e=0,2751+0,04.

Vhodnost fitu sa dé popisat napriklad pomocou RM S, strednej hodnoty kvadratu rezidui,
tj. odchylok nameranych hodnét od fitu. Pre prva zavislost RM .S = 1,392, pre druhi RM S =
= 1,56, tretiu RM S = 10,7 a stvrti RM S = 33.

15
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Diskusia

Z hodnot RM S, ale aj z grafu samotného, vidime, Ze za spravne sa daji pokladat prvé dve
zéavislosti. Exponent b prvej zavislosti je ale zna¢ne nefyzikalny, preto ako spravnu volime druhu
zdvislost. Pre koeficient ¢ mdme po prevode do zdkladnych jednotiek ¢ = (0,528 + 0,006) m?-Hz.
Po porovnani so vztahom z teoretického tivodu by malo platit

A 1,875%2 | Ed?
teor — 47[ 3p .

PVC, z ktorého je pravitko zhotovené, ma modul pruznosti £ = 2,2 — 3,3GPa a hustotuE
p = 1,15 — 1,64kg-m~>. Z rozmerov pravitka a jeho hmotnosti vychddza hustota ako p =
= (1280 +£90) kg-m~3. Po dosadeni krajnych hodnét dostdvame cieor = 0,36 — 0,53 m?-Hz,
teda namerand hodnota zodpovedda PVC s vysokym Youngovym modulom, nizkou hustotou
a hrubsiemu pravitku.

Nami namerand zavislost je teda celkom dobre popisand teoretickym modelom, no ako si
z grafu mozeme vSimnit, pre malé dizky vysunutia teoretickd z4vislost neprechddza nameranymi
hodnotami. Toto méze byt spésobené javmi odohravajicimi sa na hrane stola a pod zavazim,
ktoré by sa dali odstranit pevnejsSim uchytenim, c¢o by ale zamedzilo vzniku zvuku, pomocou
ktorého sme zavislost merali. Lepsie uchytenenie by znizilo aj chybu urcenia [. Frekvencia
kmitov sa dala merat s pomerne vyssou presnostou. Pri urceni teoretickej hodnoty konstanty
¢ sposobuje velky problém zna¢ny rozptyl hustot a Youngovych modulov PVC. Tento problém
by sa dal vyriesit zmeranim tychto veli¢in priamo pre pravitko.

Zaver
Zévislost frekvencie kmitov pravitka f na dizke jeho vysunutia [ sme urcili ako

C

f = ﬁ7
¢ = (0,528 £ 0,006) m*-Hz,

¢o sa zhoduje s teoretickou zavislostou

Fe 1,875% | Ed?
T 4rn 3pL4’

pre zédkladny méd kmitov.

Poznamky k doslym Fesenim

Velké vicsina z véas, ktori tlohu merali pomocou zvukového zéznamu, sa snazila urcit frek-
venciu kmitov zo spektra, ktoré program Audiacity pontkal. AvSak pri predvolenom nastaveni
sa frekvencie, s ktorymi pravitko kmité, ani nezobrazuji. V pripade, ak sa nastavi vacsi frek-
vencny rozsah, je mozné frekvencie urcit aj zo spektra. Vzhladom na maly pocet zachytenych
periéd je vsak signdl pomerne slaby a Siroky. Preto bolo vhodnejsie frekvenciu odcitat pria-
mo z intenzitnej zavislosti. Mnohych z vas ale v spektre zviedol najvyreznejsi signal, casto pri
frekvencii v stovkéach hertzov, z ktorého ste zostavili hladand zévislost. Tento signal ale zjavne

5WolframAlpha
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nepochadza od velkych, okom viditelnych kmitov pravitka (Ved kto vidi okom 100 Hz?), ale od
iného vlnenia, pravdepodobne zvuku po ddere pravitka do hrany stola. Je zrejmé, ze takymto
rieSeniam som nemohol udelit vela bodov.

Niektori sa tomuto problému vyhli a merali pomocou videozdznamu, ktory vSsak neumoznoval
meranie pre malé vysunutia.

Zaujimavé boli aj rozne teoretické modely. Od konStantnej rychlosti Sirenia impulzu (f o lil),
cez Givahy s priehybom nosnika, ktoré ¢asto viedli na f o< ™15 az po spravnu zavislost f oc [72.
Graf v rieseni som okrem vseobecnej mocninej zavislosti preto na ukazku prelozil aj tymito
zavislostami. Zaujimavé ale boli najmé tvrdenia riesitelov, ktorym exponent mocninného fitu
vysiel okolo —1,75, Ze tym potvrdili predpokladant zavislost, & uz f oc {71%, alebo f oc 72,
Zaverom, ak nieCo nameriate, je vhodné si rozmysliet, ¢i ziskany vysledok dava fyzikalne zmysel.

Jozef Liptdk
liptak. j@fykos.cz@fykos.cz

Uloha V.S ... nebesko-mechanicka 10 bodii; primér 4,07; fesilo 14 student

1. Méjme néjaké kosmické téleso s hmotnosti péti Slunci, okolo kterého se nachazi stéricky
symetricky homogenni oblak plynu a prachu s hmotnosti dvou Slunci a s priimeérem 1ly.
Oblak zacne kolabovat do centralniho kosmického télesa. Zanedbejte vzajemnou interakci
édstic oblaku (kromé gravitace). Urcete, jak dlouho bude trvat, nez cely oblak zkolabuje
do centralniho télesa. Ulohu nefeste numericky.

2. V tdvodu serialu jsme resili diferencidlni rovnici pro pohyb ¢astic v centralnim poli, pri
jejimz reseni jsme pouzili takzvany Binetiv vzorec. Ukazte, ze tento vzorec skutecné resi
zadanou diferencidlni rovnici.

3. Sestavte lagrangian pro soustavu Slunce-Zemé-Mésic. Predpokladejte, ze Slunce je nehyb-
né. Zemé i Mésic se pohybuji jak pod vlivem Slunce, tak pod vlivem sebe navzajem. Pri
sestavovani lagrangianu se zamyslete nad tim, jestli pouzivate spravny pocet zobecnénych
souradnic.

1. Predstavovat si celd situdciu budeme tak, ze mame nejaky maly kisok hmoty na okraji ob-

laku. Tento kiisok hmoty je pritahovany gravitaciou centralneho telesa, ako aj gravitaciou
zvysku mraku. Kedze mrak je sféricky symetricky a homogénny, mé tazisko vo svojom
strede, teda v centrdlnom hmotnom telese. Cely oblak vieme teda nahradit hmotnym bo-
dom umiestnenym v jeho tazisku. (K tomuto predpokladu staci sférickd symetria, teda aj
ak sa pocas pohybu bude homogenita menit, nasa ivaha plati.) Z hladiska malého kasku
hmoty na okraji oblaku je teda problém rovnaky ako keby sa pohyboval v centrdlnom poli
jedného hmotného bodu o hmotnosti 7 hmotnosti Slnka. V tomto pripade mézme preto
pouzit 3. Keplerov zakon.
Kisok hmoty sa teda bude podla prvého keplerovho zdkona pohybovat po elipse s oh-
niskom v centralnom telese. Kedze ma ale nulovt pociatoc¢nt rychlost a pésobi nan sila
smerom do stredu, elipsa sa ndm zredukuje na tsecku, ktorej ohniskd budi na jej koncoch.
Periéda ,,obehu“ nasho kiska hmoty bude podla tretiecho Keplerovho zakona

T /472 (0,251y)?
- TGMs
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kde Mg je hmotnost Slnka. Nesmieme samozrejme zabudnut, Ze kedZe priemer oblaku
je jeden svetelny rok a této elipsa (zredukovand na tisecku) mé pol svetelného roka, tak
potom je jej velkd poloos len Stvrtina svetelného roka.
Polovica takto vypocitanej periédy je potom cas, ktory zaberie kiisku hmoty dostat sa
k centralnemu telesu. Pre zadané hodnoty tento ¢as vyjde 376 000 rokov.
Pozndmka
Vzhladom na to, ze cely oblak ma na pociatku obrovsky priemer by sa mohlo zdat, ze
bude hrat rolu konec¢na rychlost Sirenia svetla, kedze sa gravitacné G¢inky siria prave touto
rjchlostou. Castica na okraji oblaku teda zisti aZ o rok, Ze sa Gastica na druhej strane
pohla. KedZze z vypoc¢tu vychadza celkovy Cas pozorovaného deja v stotisicoch rokov,
mozeme oproti tomu 1 rok bezpecne zanedbat a pri rieSeni neuvazovat. Taktiez netreba
uvazovat relativistické javy spésobené velkou rychlostou pohybu, ktoré budi mat vplyv
v poslednych fazach kolapsu, ktoré ale tvoria zanedbatelnt cast celého procesu. Z toho
istého dovodu sme pri vypocte zanedbali aj rozmer centralneho objektu.

2. Pri dokaze budeme postupovat vcelku priamociaro. Vezmeme Zelant diferencidlnu rovnicu

P2 2 E—V(r)—L
T m 2mr?2

a miesto premennej r(¢) dosadime premennt u (i), kde = u™" ako bolo uvedené v texte
seridlu. Dosadenim vyjadrime diferencidlnu rovnicu pomocou novej premennej

d _1\? 2 ? o,
— =—(EF-V(u)—— .
(dtu ) m ( (u) 2mu
Prederivujeme Tavi stranu podla ¢asu. Nesmieme zabudntt, ze u je funkciou ¢ a to je
funkciou ¢, tj. u(¢(t)). Dostaneme

2
10u .\ 2 ? 5

Za ¢ dosadime vztah zdkonu zachovania momentu hybnosti ¢msr? = I (toto bola prva
trikova ¢ast tlohy), vdaka ¢omu sa nam pokrati u®> v menovateli a uz po umocneni lavej

strany dostaneme
2
ou\" ¥ 2 P,
<a¢> = m (E—V(“*gm“ :

Po vykrateni konstant a preusporiadani ¢lenov dostaneme

ou\’ 2 2m

Teraz prichddza druhd trikova cast. Vieme, Ze na pravej strane chceme dostat deriva-
ciu V' a na lavo chceme mat druht deriviaciu u. Preto nds méze rychlo napadnut skusit
prederivovat celil rovnicu podla . Po prederivovani dostaneme

P g =22
+eu ou dp

ou &*u @ _2m oV ou
O 02 Op 12 '
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Vsimneme si, ze derivicie u podla ¢ sa vyskytuje v kazdom c¢lene, preto mézme tento ¢len
z rovnice spolu s dvojkami vykratit, vdaka comu dostaneme nami hladany Binetov vzorec
0%u . moV
Op? tu= 2 ou’

3. Urcite existuje mnoho sposobov, ako zvolit stiradnice tak, aby sme dostali spravny lagran-
gidn. Dolezité je, aby vo vyslednom lagrangidne vystupoval miniméalny potrebny pocet zo-
vseobecnenych stradnic. V tomto vzorovom rieseni zvolime také zovSeobecnené siiradnice,
ktoré sme pouzili aj pri rieseni problému dvoch telies. Tentokrat vlastne riesime takisto
len pohyb dvoch telies, ale v nejakom potencidlovom poli budenom tretim telesom (Sln-
kom), ktoré je nehybné v dosledku toho, Ze méd rddovo vyssiu hmotnost, a teda sa vplyvom
ostatnych dvoch telies zdanlivo nepohybuje. Prvymi siradnicami budi R a k nemu prisl-
tchajica uhlova stradnica ¢r vyjadrujica polohu taziska sustavy Zem-Mesiac voci Slnku.
Druhou bude r a k nemu prislichajica uhlova siradnica ¢, udavajica polohu Zeme, re-
spektive Mesiaca voci fazisku sustavy Zem-Mesiac, pricom samotna stradnica r udava
vzdialenost Zeme a Mesiaca. Kinetickd energia takejto ststavy bude potom mat rovnaky
tvar ako kinetickd energia pri probléme dvoch telies po zavedeni obdobnych stradnic.
(Zmysel tohto prikladu bolo aj to, aby ste vyuzili uz predpocitané vztahy pre problém
dvoch telies. Samozrejme sa na to dalo {st aj in&¢.) Preto

T = g (i +7262) + 3 (ma + ma) (B + R2G%)

kde p = % je redukovand hmotnost. Pridanou hodnotou tohto prikladu je spocitat,
ako bude vyzeraf potenciidl. Ten sa bude skladat z dvoch casti. Prvou je potencidlna

energia Mesiaca a Zeme, ktord je rovnako ako v prvom priklade

Gmzmm
V=e——u—
r

kde mam a mz st hmotnosti Mesiaca a Zeme. Jedna sa o klasicky stredoskolsky potencial
dvoch hmotnych bodov vo vzdialenosti r. Co sa tyka potencidlu Zemi a Mesiaca voéi
Slnku, vieme si to predstavit tak, ze ich spolo¢ny potencidl bude rovny potencidlu ich
taziska. Analogicky postupujeme napriklad ked pocitame potencidlnu energiu napriklad
Eloveka vod&i Zemi. Cloveka ako sibor hmotnych bodov si predstavime ako jeding hmotny
bod umiestneny v jeho tazisku. Preto bude potencial Zeme a Mesiaca

G (mz + mM) Mg

— 5

Je zdsadné si ale uvedomit, ze tato analégia nie je celkom spravna. Teleso na Zemi mdze-
me nahtadit hmotnym bodom ¢isto z dévodu (takmer) homogénneho gravitaéného pola.
V tomto pripade je fazisko ako vysledné posobisko gravita¢nych sil zhodné s hmotnym
stredom telesa. V nehomogénnom gravitacnom poli (napriklad v nasom centrdlnom poli
Slnka) st vSak tazisko a hmotny stred v roznych bodoch. Ak ale uvdzime, ze vzdialenost R
je o vela vacsia ako vzdialenost r, mézeme pole v okoli Zeme aproximovat homogénnym
polom. To ndm déva hladany lagrangian sistavy

V=-—

1 .2 2.2 1 2 2 .2
L:§M(T +r cp)+§(mz+mM)(R + R*¢%) +
Gmzmum n G (mz + ma) Mg

r R
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V pripade bez tejto aproximécie by sme dostali tri potencidlové Cleny pre tri dvojice
objektov. Tento presny lagrangian by ndm poskytol napriklad vplyv slapovych sil Slnka
na sustavu Zem-Mesiac.
Jakub Jambrich
jakubj@fykos.cz@fykos.cz
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Serial: Variacni pocet

Okrem Lagrangeovho formalizmu je dalsim pilierom, na ktorom stoji teoretickd mechanika Ha-
miltonov formalizmus. V tomto seriali sa nebudeme venovat Hamiltonovmu formalizmu. Dévod,
preco ho ale vbbec spominam, je ten, ze sa budeme venovat nieComu, ¢o je akymsi medzistup-
nom medzi Lagrangeovym a Hamiltonovym formalizmom. Tym je Hamiltonov varia¢ny princip.
K pochopeniu Hamiltonovho variacného principu ale budete potrebovat vediet, ¢o je to Varia¢ny
pocet a ako sa s nim pracuje. Pustime sa teda do toho.

Varialny pocet

V roku 1696 Johann Bernoulli v ¢asopise Acta FEruditorum sformuloval matematickd vyzvu
o nédjdenie krivky spdjajtcej dva body (neleziace v jednej horizontdlnej ani vertikdlnej rovine)
tak, aby sa po nej pohybujici hmoty bod v homogénnom tiazovom poli bez trenia dostal
z jedného bodu do druhého za najkratsi cas. Z toho je odvodeny aj nazov ulohy Brachystochrona,
¢o je z gréckych slov brachystos = najkratsi a chronos = Cas.

Vyzvu Johanna Bernoulliho prijalo mnoho matematikov, medzi inymi aj Newton, Huygens
¢i Leibnitz, a vsSetci, ktory na vyzvu odpovedali, ju vyriesili spravne. Jednym z mnohych riese-
ni je aj moznost vyuzit variacny pocet, ktory vznikol prave popri hladani riesenia tejto tlohy
vdaka Leonardovi Eulerovi. Variaény pocet je (vtedy eSte neexistujiica) ¢ast matematiky, ktora
sa zaoberd hladanim takzvanych extremdl funkciondlov. Mézme si vSimmit, Ze nézvoslovie nie
je pouzité velmi kreativne. Medzi pojmami funkcia — funkciondl a extrém — extremala existu-
je analdgia, ktord je zdroven analégiou medzi klasickou analyzou funkcii (derivécie, hladanie
extrémov) a novou disciplinou, uz viackrat spominanym varia¢nym poc¢tom, ktory skiima funk-
ciondly, teda zobrazenia, ktoré funkcidm priradzuju ¢isla.

Funkciondlom je teda (vo vSeobecnej rovine) kazdé zobrazenie, ktoré funkcidm prirazduje
¢islo. Teda napriklad, ak vezmete tabulku a do jedného stipca budete vpisovat rozne funkcie
a do druhého rozne c¢isla priradené tymto funkcidm, definujete tak touto tabulkou funkcional.
V praxi sa ale pouzivaju funkciondly, ktoré maju nejaky lepsi zmysel, a preto typickym prikla-
dom funkciondlu je urcity integral. Urcity integrél zrejme poznate ako spdsob, akym spocitat
plochu pod nejakou krivkou. Pocéita sa tak, ze krivku vyjadrent pomocou funkcie y = f(x) naj-
prv zintegrujeme v zmysle neurcitého integralu. Nésledne od seba odc¢itame funkéniti hodnotu
neurcitého integralu odpovedajicu hornej hranici intervalu od funk¢nej hodnoty odpovedaj-
tcej dolnej hranici intervalu, ¢im dosteneme ¢islo, ktoré sa rovna ploche pod danou krivkou na
danom intervale.

Predstavme si ale, Ze mame nejaky interval, v ktorého krajnych bodoch méme definované
hodnoty, napriklad interval (0,1), v nule hodnotu 0 a v jedni¢ne hodnotu 1. Tieto dva body
mo6zme spojit lubovolne vela krivkami. Zadajme si teda tlohu néjst spomedzi tychto kriviek
tak, ktord je zo vSetkych moznych kriviek najkratsia. VSetci z vas samozrejme viete, Ze rieSenim
tejto dlohy je priamka, v tomto pripade priamka y = x. Tato tloha je ale typickou tlohou
variacného poctu, to znamend ulohou, kde hladdme, kedy je nejaky funkciondl extremdlny.
Jednoduchsie povedané, vieme zostavit funkcionél, ktory zadanej krivke popisanej funkciou y(z)
na nejakom intervale (v nasom pripade na (0, 1)) priradi dzku tejto krivky. Takyto funkciondl
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vie spoéitat dizku Iubovolnej krivky, je teda dobrou analégiou funkcie. Lisi sa akurat v tom, Ze
funkcia je zobrazenie zobrazujlice z mnoziny realnych ¢isel, kdezto tento funkciondl zobrazuje
z mnoziny vsetkych funkcii, ktoré maji na danom intervale pevne zadané hodnoty v krajnych
bodoch. Uz vsetci pozndme metédu, ako ndjst extrém funkcie - staci polozit deriviciu tejto
funkcie rovnd nule. Velmi podobnej logiky vyuziva aj variacny pocet. Vieme v nom definovat
takzvani Gateauxovu (Gateaux ¢itaj ,Gat6“) derivaciu (ndzov je podla mena matematika,
nie je za tym ni¢ hlbsie), ktord je nulova pre funkciu ktord maximalizuje/minimalizuje dany
funkcional.

Derivacia Gateaux

Definujeme si derivaciu Gateaux podobne ako klasicki derivaciu funkcie. Ked S je nejaky
funkciondl, v nasom pripade reprezentovany vzdy uréitym intergdlom nejakej funkcie y(z),
a t je nejaké redlne ¢islo, potom limitu

po Sl + b)) = Sly@)] _ | Jo Sw) + @) de— [} f(y() de

t—0 t t—0 t

nazveme derivdciou Gateaux v smere h(z). Dolezité je, ako si takito derivaciu predstavit. Pred-
stavme si to nasledovne. Mame dva pevné body, ktoré moze spajat lubovolné mnozstvo funkcii.
Chceme néajst napriklad taku, ktord by spliiala zadanie tlohy o brachistochrone. Vezmeme teda
nejaku krivku spéjajicu tieto dva body (reprezentovani nejakou funkciou) a skisame k nej
pri¢itat rézne iné funkcie. Sledujeme, ako sa men{ (v tomto pripade) ¢as, za ktory prejde nasa
gulicka po tejto krivke z jedného bodu do druhého. Pri¢itavanie funkcii je v limite reprezentova-
né pric¢itanim malého ndsobku nejakej redlnej funkcie h(z), o moze byt pre pévodnu predstavu
zradné. Jednoduchsie je si to predstavit tak, Ze mame nejaku krivku spédjajicu tieto dva body.
Pustime po nej gulicku a odmeriame cCas, po ktory pohyb tejto gulicky trval. Potom krivku
malicko upravime (niektoré jej body pusunieme o trochu vysSie, iné trochu nizSie v zmysle
osy y). Znova spustime po krivke gulicku a znova odmeriame ¢as. Ak bol druhy namerany cas
kratsi, znamen3 to, ze nase ,,modifikacie drahy* boli tispesné a spdsob, ktorym sme ich realizo-
vali, bol spravny. Teda sa pokisime znova realizovat tpravy podobnym smerom, ¢o robime az
dovtedy, kym sa ¢as pohybu gulicky skracuje. Potom sa mo6zeme nadalej pokusat modifikovat
drahu guli¢ky inym spésobom, az nakoniec dospejeme do Stadia, ze akdkolvek dalsia modifikacia
dréhy by znamenala predizenie doby putovania gulicky. Vtedy mozme prehldsit, e sme nagli
trajektériu, ktord riesi zadanie tdlohy brachistochrony.

Podme sa teraz na to pozriet z matematickejsiecho hladiska a vysvetlit si, ako ndm mate-
matika pomoéze tito nekonecnii postupnost natahovani spagitiku medzi dvoma bodmi zjed-
nodusif. Drobné zmeny v tvare drahy gulicky sa daji vyjadrit, ako uz bolo spomenuté, tak,
Ze k sucasnému tvaru $pagitiku (reprezentovanému nejakou funkciou y(z)) prirdtame nejakd
ymali“ funkciu h(z). Mald v zmysle, Ze sa na skoro celom nami uvazovanom intervale velmi
mélo 1isi od nuly. Potom s¢itanim h(z) a y(z) dostenem funkciu, ktord sa bude len velmi malo
lisit od y(z). Tieto drobné zmeny funkcie nazyvame varidcie funkcie, z ¢oho aj pochddza nazov
varia¢ny pocet.

Ak sa dalej pozrieme na vysledni funkciu, ktord v nasom priklade minimalizovala dobu
pohybu gulicky, zistime, ze ak k nej pricitame akikolvek mala funkciu, doba pohybu gulicky sa
prediéi. To si vieme predstavit aj tak, ze zo vsetkych okolitych kriviek je tdto najoptimalnejsia
pre riesenie nasej ulohy. Nejakym spdsobom je ,najminimdlnejsia“ alebo ,najextremalnejsia‘“.
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A préve na takomto principe funguje variaény pocet. Fyzikilne problémy sa castokrat formu-
lované podmienkou extremaly® My tito extremélu ndjdeme podobne ako pri hladani extrémov
funkcii. Polozime Gateaux deriviciu funkciondlu rovnd nule a ndjdeme takd funkciu, ktora ten-
to zderivovany funkcional nuluje. Preco je to tak si hovorit nebudeme, ale d4 sa to povSimnut
z analdgie, ktort som nacrtol vyssie. Minimum funkcie je taky bod, ze ak sa pohnem Iubovol-
nym smerom, hodnota tejto funkcie bude stale vyssia. Minimizér funkcionélu je takéd funkcia,
ze akdkolvek jej mald zmena (kde znova opakujem, zZe tito zmenu si vieme najlepsie predstavit
ako natiahnutie danej krivky nejakym smerom) spdsobi to, Ze nas funkciondl jej priradi vyssiu
hodnotu ako tej nezmenenej/nevariovanej funkcii.

Dufam, Ze teraz méte lepSiu predstavu o tom, ako variaény pocet funguje. Vrhneme sa teda
k dalSej Casti. Vieme uz, ze ak je nejakd funkcia minimizér, prip. maximizér (vyznam tohoto
slova asi nie je potrebné vysvetlovat) funkciondlu, tak je pre tato funkciu Gateaux derivédcia
nasho funkcionalu nulova. Teraz si eSte ukazeme, ako sa tato derivacia pocita jednoducho, len
pomocou znalosti derivacii funkcii jednej premenne;j.

Ako sme uz povedali mnohokrat, funkciondl je zobrazenie z mnoziny funkcii do redlnych
¢isel. Zadefinujem si pomocné zobrazenie pre konkrétny funkcionél S, ktoré bude funkcia g(t)
z redlnych ¢isel do redlnych ¢isel, a to ¢isto pre tcely vypoctu deriviacie Gateaux tohto konkrét-
neho funkciondlu S

9(t) = S(y(@) +t - h(z).

Vidime, zZe sa skuto¢ne jednd o funkciu redlnej premennej ¢, ktord nam na vystupe vrati redlne
¢islo. Poprosim usilovnych ¢itatelov seridlu, aby si za tlohu vyskusali, ze derivacia tejto funkcie

v nule 4 () ()
dg, .\ _ .. g(t)—g
A A —

je rovna Gateaux derivacii funkciondlu v smerell h(z). Podme si toto vsetko ukdzat na nejakom
konkrétnom priklade.

Priklad: Hladanie najkratsej spojnice dvoch bodov

Vyuzijeme priklad z tivodu seridlu: N4jdite najkratsiu moznua krivku spdjajticu bod [0, 0] a bod
[1,1].

KTucové pre riesenie tohto prikladu je poznat funkcional, ktory ndm urci dlzku nejakej krivky
vyjadrenej pomocou funkcie y(z). Odvodit tvar tohto funkcionédlu je jednoduché. D4 sa to pri
spravne nakreslenom obrazku za pouzitia Pythagorovej vety.

Bonus Na tomto mieste vyhlasujeme bonusova tlohu, a tou je odvodit tvar nasledujiceho

funkcionalu
b 2
/ dy
= 14+ (=2
by /a + (dx) dz,

SMinimalizujeme energiu, svetlo sa pohybuje tak, aby mu draha v priestore trvala ¢o najkratsi cas (tzv. Fer-

dynamické deje sa deju tak, aby sa maximalizovala entropia. To udavam ako velmi délezity priklad, pretoze
mnoho ludi to zjednodusuje tak, ze priroda sa snazi veci minimalizovat. Toto ale nie je pravda, ako vidime na
priklade entropie. Pravdivy je teda skutoc¢ne princip extremalizdcie prirodnych dejov, ¢o si ukdzeme onedlho
v tomto seridli.

"Pojem v smere h(z) si mozete predstavit tak, ze ak Gateaux derivicia nejakého funckiondlu nadobtida istt
hodnotu, napriklad nulu, tak extreméla je to vtedy, ak nadobida nulu pre vSetky funkcie h(z). Jednoduchsie
povedané, ak je nejakd derivicia nulova, znamend to, ze dany zderivovany funkciondl je nula bez ohladu na
to, ako zvolim funkciu h(z). To je nieco, ¢o si o chvilku ukdZeme na funkciondle v praxi.
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kde I, je dizka krivky vyjadrenej pomocou funkcie y(z) leziacej v intervale [a, b] na osi z.
Potom vieme dlzku krivky, ktort hladdme, zapisat ako

1 2
_ dy
w= [ () a

Teraz chceme spocitat jej Gateaux derivaciu a polozit ju rovnt nule, aby sme nasli extremalne
hodnoty dlzky kriviek spdjajice body [0,0] a [1,1]. ZapiSeme si nasu funkciu g(t) a vypocitame

jej derivaciu
2
dt dt/ \/ y+t h)) dx

Pre zjednodusSenie zapisu si ozna¢ime pre Iubovolni funkciu a(x) jej derivaciu podla z ako
a(z) = a. Potom sa ndm vyraz vizudlne zjednodusi. Zaroven rozpiSeme dvojclen umocneny na
druht, ¢im dostaneme

t=0

dg
at

(0) = dt/ V1492 + 2thy + 202 dz

t=0
Teraz zamenime integral a deriviciu podl’aE t. Derivovanim vyrazu pod integrdlom dostaneme
dg hy + th?
L) = SR —
0 \/1—|—y2+2thy+t2h2

Teraz nam staci dosadit za t = 0 a dostaneme

dx

t=0

1 .
y .
):/)————%dm
0o V1+9?
Extreméla je takd funkcia, ze pre Iubovolni funkciu h(z) spliiajicu podmienky, ktoré sme
spominali vyssie, nuluje dany integral. My mame pod funkciondlom ale nieco vyndsobené deri-
véciou funkcie h(z). Tejto derivicie sa zbavime pomocou per-partes. Citatelovi, ktorému nebude
nasledujuci krok hned jasny, odporicam si to vedla na papieri spocitat pomalSie

1
/ g y ' d y
—~——hder = |h——— 7/ — | —=—— | h dx.

2 2 dz 2

o V1+y vi+y] o Jo V1it+y
My vieme, ze funkcia h(z) — varidcia funkcie y(x) — meni tvar funkcie y(x) ale tak, aby krivka
popisand suc¢tom tychto funkcii spajala tie isté body ako spéaja samotnd krivka y(z). Z toho
vieme, ze funkcia h(z) musi vzdy splnat podmienku, Ze v kranych bodoch intervalu je nulovi.
Ak budeme vy¢islovat ,preintegrovany“ ¢len v per-partes, ktoré sme prave urobili, tak hodnoty
v krajnych bodoch budu nulové, pretoze je tam nejakd funkcia prendsobend funkciou h(z).

Chceme teda riesit rovnicu

1
d Y
— | == | hdz=0.
/0 do \ 1+ 92

87 matematického hladiska nie je jasné, ¢i ak zamenime poradie derivécie a integralu, tak dostaneme ten isty
vysledok. Rozhodne totizto existuja funkcie, pre ktoré to neplati. Jednd sa vSak skér o vynimky a z fyzikdlneho
hladiska, kde uvazujeme spojité a diferencovatelné (derivovatelné) funkcie, mézeme vymenit poradie tychto
dvoch operéacii. Rovnako tak aj poradie limity a derivacie alebo limity a integrdlu a podobne.
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Hladédme funkciu, pre ktort je Gateaux derivicia funkciondlu nulovd. Ako sme uz naznadili
vyssie, kedze tdto rovnost mé platit pre Iubovolnd funkciu h(z), musi platit, ze zvySok pod
integrélom je nulovy (pre kazdé z). Potom méme

d(_9 \_
dx /1+ 42
Y = konst = ¢.

Vit

Riesit tuto rovnicu je mozné metédou separdcie premennych. Mézeme si tiez vSimnut, ze ju
mozno upravit do tvaru y = —=—, teda ¢ je konstantné. Pre tych, ktori nevedia riesit dife-

\1—c2

rencidlne rovnice, pomoze univerzalny nastroj Wolfram Alpha. Ako riesenie dostanete rovnicu
vSeobecnej priamky

y=ar+b.

KedZze v nasom pripade sme chceli najkratsiu cestu z bodu [0, 0] do [1, 1], teda y(0) = 0a y(1) =
= 1, vieme rychlo dopocitat, ze nami hladana extremaéla je y = x.

Hamiltonov variacny princip

V predchéadzajicej Casti sme si ukdazali, ako funguje varia¢ny pocet. V tejto Casti sa vratime
naspét k fyzike. Bude to ale skor rozpravacia ¢ast o samotnej podstate toho, ako funguje svet
(alebo ako sa ndm na zdklade doterajsich pozorovani zd4, ze funguje). Celé toto rozpravanie
bude ale zalozené na pochopeni toho, ¢o to je a aky vyznam ma variac¢ny pocet. Preto ak si nie
ste isti, ¢i ste predchadzajicu cast pochopili dostatocne spravne, tak odporicam si ju este raz
prejst predtym, ako sa vrhneme k fyzike.

Hamiltonov varia¢ny princip nam, zjednodusene, vravi o tom, ze vsetko, Co priroda robi, robi
tak, aby pritom musela vynalozit ¢o najmenej ,ndmahy“. V potencidlovom poli sa rozmiestnia
hmotné objekty tak, aby mali ¢o najmensi potencial. Svetlo sa medzi dvoma bodmi §iri vzdy
tak, aby mu to trvalo najkratsi (alebo najdlhsi) mozny ¢as. Telesa si pri vzadjomnom kontakte
za¢nu vymienat teplo, az kym nedosiahnu tepelnti rovnovahu, a to preto, aby dosiahli najvyssiu
moznu entropiu. Najvyssia entropia potom zaroven ale bude zodpovedat aj najnizSej moznej
celkovej vnitornej energii telies, ktoré si vymienali teplo. VSetky tieto fyzikalne zdkonitosti mé
vacsina ludi odpozorované a my si to teraz matematicky popiseme. Ako sa da vobec vyjadrit
»usilie“ prirody veci minimalizovat?

Vo fyzike je definovand veli¢ina akcia. Ako uz z nézvu vyplyva, jednéd sa akoby o mnozstvo
»akcie“, ktoré bolo pri nejakom deji vykonané. Akcia S je definovand ako

5= / " L((t), q(t) dt,

ty

kde L je nasSa stard zndma Lagrangeova funkcia. Pripomenme si znacenie - ¢(t) je zovSeobec-
nend sdradnica lagrangidanu a jej derivacia je zovSeobecnend rychlost v smere tejto siradnice.
Lagrangian moze samozrejme zavisiet od viacerych stradnic.

Hamiltonov varia¢ny princip, alebo aj princip najmensej akcie, hovori o tom, ze kazdy fyzi-
kalny dej medzi ¢asovymi bodmi 1 a to sa deje tak, aby bola akcia miniméalna. Ked formulujeme
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zdkon o nejakej funkcii f(x), ktory spociva v tom, Ze tdto funkcia nadobtda za istych podmie-
nok svojho minima, znamena to, ze za tych danych podmienok je derivicia tejto funkcie nulova.
Rovnako, ak chceme o funkcii definovanej pomocou integralu (napriklad naSej akcii) povedat,
ze nadobida svoje minimum, povieme, ze je to vtedy, ked je jej Gateaux derivicia nulova.
Spominali sme si, ze o Gateaux derivacii sa hovori aj ako o variacii nejakej funkcie pod integra-
lom, z ¢oho pochddza asi najznamejsia slovnéd formuldcia tohto principu, a sice: Varidcia akcie
je nula. (Znovu rozumej Gateaux derivdcia funkciondlu nazvaného ,akcia“ je nulova.) Z tejto
formulécie je samozrejme odvodeny aj ndzov ,,Hamiltonov variaé¢ny princip*.

Varia¢né principy st vo fyzike velmi oblibené, lebo skisenému fyzikovi davaju pri znalosti
lagrangianu nejakého systému castokrat rychly nastroj, ako odvodit isté vSeobecné zavery. D4 sa
napriklad jednoducho ukazat, ze Lagrangeove rovnice druhého druhu plynt z principu najmensej
akcie, ¢o si my na tplny zaver celého seridlu ukdzeme.

Odvodenie Lagrangeovych rovnic z Hamiltonovho variacného principu

Ako z ndzvu a odseku predtym vyplyva, budeme chciet z nejakého vseobecného lagrangidnu
odvodit Lagrangeove pohybové rovnice. Ako uvidime, bude sa jednat o matematicky omnoho
korektnejsie a aj prirodzenejSie odvodenie Lagrangeovych rovnic. Majme teda nés funkcional,
ktorého Gateaux derivaciu chceme mat nulovi

5= / " L), q(t) dt.

t1

Parameter t pri Gateaux derivacii si preznacime na s

t2
0 d L(d

= — —(q(t -h(t t -h(t)) dt=0.
3 ), PG +s a0 +s-h)
Prederivujeme podla s (Lagrangeovu funkciu L derivujeme ako zlozend funkciu podla retiaz-
kového pravidla) a dosadime za s =0

0_/t1 (gs~h(x)+g§~h(x)> dt.

Prvy ¢len je presne v tvare, v akom ho potrebujeme. Teda v tvare nejakej funkcie ¢(t) a q(t)
krét nejaka nasa funkcia h(zx), ktord je nulova na hranici ndsho uvazovaného intervalu. Druhy
¢len ale neobsahuje funkciu h(z), ale jej deriviciu. Spravime preto znova per-partes, pricom
preintegrovany ¢len znova zmizne, nakolko bude obsahovat aj funkciu h(z), ktord je nulovd na
okrajoch intervalu, v ktorych sa cely ¢len vy¢éisluje. Usilovnym citatelom, tentokrat uz naposle-
dy, odporicam si to prepisat a celé spocitat vedla na papieri. Potom dostaneme

/a1, d (oL
o:/tl (ath(aq».h(m)dt.

My uz ale vieme, ze ak ma byt pre vSetky nami uvazované funkcie h(z) integral nulovy, musi
byt nulovy zvySok pod integrdlom. Z toho hned plynt Lagrangeove rovnice v tvare, ako ich

pozname
0= 9L _d (oL
T 9q dt \og )’
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Zaver

Po tom, ako sme v minulom seridli ukoncili kapitolu Lagrangeovych rovnic, sme v tomto die-
le predstavili este mierne odlisny pohlad na mechaniku a na odvodenie Lagrangeovych rov-
nic. Tento pohlad si vyzadoval hlbsie matematické znalosti, ktoré sme sa pokusili ¢itatelovi
sprostredkovat v natolko stravitelnej podobe, aby dokézal pochopit zaverecné odvodenie v se-
ridli. Toto odvodenie mé totizto hlboky vyznam, nakolko ndm ukazuje, ze ta ,najelegantnejsia
formulédcia mechaniky“ vlastne nie je vysledkom nejakého vymysleného formalizmu, ktory neméa
redlny vyznam, ale je vysledkom principu extremalizacie akcie, ¢o je... jednoducho povedané.
Autor seridlu pevne difa, ze to na vas spravilo rovnaky dojem ako narho, ked sa to dozvedel.

Seridlové tlohy, ako zrejme mnohi z vds uz vedia, si zamerané na opakovanie toho, Co
bolo spomenuté v predchidzajicich castiach seridlu. To ddva moznost precvicenia vsetkého
doteraz spomenutého. Zaroven sa vam chcem podakovat za vas zaujem a za vase spatné vazby
k seridlu a rad prijmem aj dalsie, zaverecné, aj ked tie uz vyvoj seridlu neovplyvnia. Samozrejme,
nezabudnite riesit FYKOS aj dalsi rok a s mnohymi z vas sa urcite uvidime na sustredeni, kde
mozeme nieCo, ak by to z doterajsieho vykladu nebolo jasné, prekonzultovat.

Zaroven by som chcel nazéver podakovat profesorovi Jifimu Podolskému, nielen za vynikaj-
tce skriptd ktoré ma inspirovali pri vytvoreni seridlu a z ktorych som cCerpal mnoho odvodeni
v tomto seridly, ale aj za to, ze odprednasal tento predmet z mdéjho pohladu tak kvalitne, ze
ma oslovil a rozhodol som sa o c¢asti tohto predmetu napisat serial, ktory ste prave docitali.

Dalsie podakovanie patri technickému tymu FYKOSu za vSetky korektiry, najmé. jazykové
korektury, ktoré trpezlivo aj ked s frflanim robili.

Na tuplny zaver dakujem vam, riesitelom, za riesenie seridlovych tloh, za tych par pozitivnych
ohlasov a pochvil, ktoré ¢loveka velmi poteSia. Sice len malé mnoZstvo z vas odovzdalo aj
posledni sériu, to sa ale da pochopit, nakolko to bolo nadro¢né najmé z matematického hladiska.
Tym ¢o to celé zvladli uprimne gratulujem. Rieste dalej FYKOS a Studujte fyziku, lebo to mé
zmysel!

Jakub Jambrich
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Poradi resitell po V. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno Skola 12345PE S V % % %

Student Pilng MFF UK 66689 91210 66 100 330
1. Eva Feldbabelovd Katolické gymnézium Trebic 6 6 8 8 4 5 1 8 46 76 211
2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno 666 -—- - 8 — 26 85190
3. Adam Krska G, Mikulov 662-91 9 33 68 161
4. Vojtéch Strdansky G Brno, tf. Kpt. Jarose 2-5-2 - - - 9 60109
5. Adam Hustava European School Luxembourg 2 - 6 — - - - — 8 73 97

11
6. Vojtéch Votruba G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - = 59 82
7. Benedikt Bares G Dobruska - - - - = - - - = 76 73
8. Ales Opl Gymnézium Praha 3 6 -6 -—- - — — 12 89 67
9. Matej Charousek G Na Vitézné plani, Praha  — — — — — - - = = 41 56
10. Hynek Jakes Slovanské G, Olomouc 4661 - - — 4 21 68 54
11. Eliska Durstovd G, Dvir Krélové n. L. 2-11-1 - - 5 52 46
12. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, Kosice - —-1-—-1 6 — 8 42 45
13. Sdra Byskovd G Jana Keplera, Praha - — — — — - - - — 63 33
14. Adéla Kolembusovd European School Luxembourg 2 - 00 - - - - 2 40 381

II
15. Kristyna Jencikovd G nam. E. Benese, Kladno 666 -—- - - — 18 100 30
16. Filip Zikes G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — — — — - - - = 71 2
17.—18. Zuzana Lisztwanovd G J. Stowackiego, Cesky Tésin — — — — — - - - = 75 18
17.—18. Petr Sicho G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - = 32 18
19. Meshkat KM RUMC, Dhaka, Bangladesh - — — — — - - - - 68 17
20. Milan Marek G Neumannova, Zdar n. S. - — — — — - - - = 35 15
21. Jan Ptdcek G, Spitalska, Praha = 0— - — — — - - - = 58 11
22. Adam Korbel G, Strakonice 2-1--- - - 3 3 9
23. Lukds Veskrna G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - = 38 8
24.—25. Natdlia Kalinovd G, P. Horova, Michalovce @~ — — — — — - - - =50 7
24.-25. Bianka Tomasc¢ikovd G VarSavskd, Zilina - — — — — - - - = 54 7
26.—31. Jiri Antond G, Spitalskd, Praha = — — — — — - - - =100 6
26.—31. Tereza Preclikovd G Dobrugka - - - - = - - = = 50 6
26.—31. Radim Skdla G, Hotovice ~ — — — — — - - - =100 6
26.—31. Matyds Svoboda G, Mikulov - = = — - - - - — 50 6
26.—31. Adam Sebesta Masarykovo G, Plzen @~ - — — — — - - - =100 6
26.—31. Jan Surdr G, Spitélsk4, Praha - — — — — - - - = 50 6
32. Tomds Nevrlka G Brno, t¥. Kpt. Jarose 2 -————- - - - 2 33 2
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 12345P E S V % % %
Student Pilng MFF UK 66689 91210 66 100 330
1. Robert Gemrot G Komenského, Havifov 66665 9 9 — 47 82253
2. Martina Dankova Klasické a Spanélské G, Brno 6 6 2 — - 9 7 — 30 86 185
3. Sona Husdkovd G, Ceskolipské, Praha 66244 310 - 35 69175
4. Patrik Kaspdrek Katolické gymndzium Trebic 2 6 6 1 — 5 6 2 28 6317
5. Adam Mendl G P. de Coubertina, Tabor 6 -849 — 6 4 37 77154
6. Lubor Cech G Brno, ti. Kpt. Jarose 241-22 4 — 15 50142
7. Elena Chocholakova G L. Svobodu, Humenné 666 —-—-—3 — — 21 86134
8. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha - — — — — - - - — 638111
9. Tomds Tuleja G L. Svobodu, Humenné 666 - - - — 18 93 99
10. Jan Klivan G, Dacice 4-2-—- - - - 6 61 70
11. Radek Lacko G Komenského, Havifov =~  — — — — — - - - = 65 47
12. Daniel Perout G Brno, tf. Kpt. Jarose @~ — — — — — - - — 60 45
13. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice 6013—-—- - — 10 61 43
14. Jan Cerverian G J. Pivecky, Slavicin 661 -—- - — 1 14 51 37
15. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina - — — — — - - - = 94 30
16.—17. Duong Phan Cumberland Valley HS, USA 46 6 -9 3 - — 28 78 28
16.—17. Jarmila Terpdkovd G L. Svobodu, Humenné - — — — — - - - = 82 28
18. Karolina Letochovd G, Sternberk - - - — - - - - = 51 26
19. Jan Vavrin PORG, Praha 66602 - 0 — 20 43 20
20.—21. Jakub Kliment G Tajovského, B. Bystrica 6 67 - — — 19 106 19
20.—21. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim - — — — — - - - - 63 19
22. Matéj Dvordk G Jana Keplera, Praha - — — — — - - - = 72 18
23.—24. Laura Hanouskovd G J. Wolkera, Prostéjov 0-11-1 1 - 4 20 16
23.—24. Kristyna Chlupdcovd G J. Ressela, Chrudim 241 —-——- - — — 7T 44 16
25. Gabriel Séurka SpMNDaG, Bratislava ~  — — — — — - - 53 10
26. Daniel Czinege SPS chemickd, Ostrava ~  — — — — — - - — = 47 9
27. Vojtéch Janota G, Strakonice 00— - - — — - - - = 47 7
28. Frantisek Kris Masarykovo G, Plzen @~ - — — — — - - - = 27 6
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 12345P E S V % % %
Student Pilny MFF UK 33689 91210 60 100 300
1. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose 33654 410 2 37 8523
2. Jaroslav Herman G Brno, tf. Kpt. Jarose 33854 310 4 40 74 222
3. Jakub Jobus G Jura Hronca, Bratislava 33627 4 7 5 37 72217
4. Martin Schmied G, Jihlava 33635 2 510 37 71214
5. Jaroslav Scheinpflug G Jirovcova, Ceské Budéjovice 3 3 249 7 5 7 40 68 192
6. David Komdnek G, Spitslska, Praha 33659 6 6 0 38 75188
7. Radka Krizovd G J. Heyrovského, Praha 3323- - - — 11 80168
8. Jan Benda G, Litoméricka, Praha 3-85—- - - — 16 89 164
9. Jakub Strnad Klvanovo G Kyjov 33624 - 3 - 21 60145
10. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 326 --2 4 - 17 60122
11. Martin Vavrik G, Sumperk - - - - = - - - = 87 95
12. Veronika Hendrychovd G, Turnov -213- -4 — 10 59 86
13. Samuel Jankovych G Hubeného, Bratislava 22636 3 - 1 23 67 72
14. Lukds Hronek G, Pisek - = - - - - 9 9 96 64
15. Jan Divila G, Lesni ¢tvrt, Zlin - — — — — - - - = 52 52
16.—17. Ronald Dobos G Postovd, Kosice - — — — — - - - = 8 51
16.—17. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno 0O---- - - — 0 8 51
18. Matéj Holubicka Zemédélskd akademie a Gym- 1 2 1 2 — — — — 6 48 43
nazium
19. Jan Oboril Klasické a spanélské G, Brno - — — — — - - - = 1 37
20. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava - — — — — - - - = 67 34
21. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejéin ~~ — — — — — - - - — 60 28
22. Matéj Kratky PORG, Praha - — — — — - - - =7 27
23.—24. Petra Pdlkovdcsovd G, Nové Zdémky = — — — — — - - - — 38 23
23.—24. Viclav Zvonicek G Brno, tf. Kpt. Jarose @~ — — — — — - - - = 72 23
25. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha - - - — — - = = = 48 22
26.—27. Rachel Johnson Richardson High School, USA - — — — — - - - = 42 21
26.—27. Jana Vecerkovd G, Sumperk 33654 - - — 21 72 21
28. Milan Tichavsky Slezské G, Opava - — — — — - - - = 67 20
29.-30. Krystof Jasensky G, Lesni ¢tvrt, Zlin - — — — — — - — - = 45 19
29.-30. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 0-—-———-——-— — — 0 48 19
31.—32. Minh Khoi Ho Hanoi - Amsterdam HS, Viet- — — — — — - - - = 76 16
nam
31.—32. Filip Zukal G, Blansko - = = - = - - - = 27 16
33. Ewva Vochozkovd Biskupské G, Brno == - - - — — - - - = 62 13
34. Dominika Kodlovd PORG, Praha - — — — — - - - = 29 11
35. Daniel Krdatky G, Trutnov. - = - — = - - - = 59 10
36.—37. Katerina Roupovd G, Blansko - - - - - - - - = 23 9
36.—-37. Zuzana Simdckovd NLCS, London, UK - — — — — - - - — 69 9
38. Erika Zitniakovd Evanjelické G, Banskd Bystri- — — — — — - - - = 23 5
ca
39.—40. Lucia Krajéoviechovd G Jura Hronca, Bratislava — - — — — — - - - = 67 4
39.—40. Martina Pivkovd Evanjelické G, Banskd Bystri- — — — — — - — - = 40 4
ca
41. Katerina Vokdlovd G, Koin - === - - - - = 67 2
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno skola 12345P E VvV % % X
Student Pilng MFF UK 33689 91210 60 100 300
1. Martin Vanék G, Vysoké Myto ~ — — — — — - - — 95186
2. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora ~ - — — — — - - — 87138
3. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikulds - — — — — - - — 93130
4. Michal Jiza G, Benesov 3-60-2 7 18 53 94
5. Kristian Matustik G, Benesov 3 -6 —— 9 18 51 88
6. Jiri Blaha G, Uherské Hradiste - — — — — - - - 82 84
7.—8. Vojtéch Ulman G Jaroslava Seiferta, Praha  — — — — — - - — 47 80
7.—8. Leonardo Wimmer Colégio pH, Tijuca, Brazil — - - - — — - - — 82 80
9. Marie Grunovd G, Moravsky Krumlov =~ - - — — — - - - 57 718
10. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. @ — — — — — - - - 91 72
11. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hej¢in - — — — — - - — 108 65
12. Matej Mosko G Grosslingova, Bratislava — — — — — — - - - 70 59
13. Vojtéch Klimes G, Trebon - = = — — - - — 67 40
14. YUQING XU ARIA Dulles High School, USA - — — — — - - - 63 38
15. Tomds Drobil G, Da¢ice - === = - - - 72 36
16. Katerina Charvdtovda G B. Némcové, HK -3613 - — 13 65 35
17. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - 57 384
18. Tadeds Wilczek G F. Zivného, Bohumin - — — — — - - - 78 32
19. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstend  — — — — — - - - 71 27
20. Tereza Prokopovd G Jura Hronca, Bratislava 3-—--- - - 3 87 26
21.—22. Andrej Rendek G, Dubnica n. VAdhom - - — — — - - - 36 24
21.—22. Jakub Ruzicka G, Nymburk - — — — — - - — 63 2/
23. Karel Balej G a SOS, Rokycany ~ — — — — — - - — 100 17
24. Miroslav Horsky G, Ceskolipskd, Praha - — — — — - - — 52 16
25. Dominik Majkus G Na Vitézné plani, Praha  — — — — — - - — 46 13
26. Jaromir Sladkovsky PORG, Praha - — — — — - - - 63 12
27. Bibidna Hroncovd G Postova, Kosice @ — — — — — - - - 92 11
28.-30. Bernadeta Marikovd G, Cesky Krumlov - — — — — - - - 56 9
28.-30. Stépdn Tichy G, Jateéni, Usti nad Labem — — — — — - - — 43 9
28.—30. Marie Varndkovd G Botiéska, Praha 00— — — — — - - - 50 9
31.—32. Vratislav Besta G, Olomouc-Hejéin ~~ — — — — — - - - 83 6
31.-32. Marek Talir G, Cesky Krumlov - — — — - - - - 60 6
33. Marek Bozon G, Karvina - - - - = - - - 48 3
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FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
18000 Praha 8
www: https://fykos.cz
e-mail:  fykos@fykos.cz

K] @FrYKOS [(O) @fykosak

Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyzika. Realizace projektu byla
podpotena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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