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Uloha II1.4 ... upusténa propiska 7 bodi; pramér 4,21; Fesilo 33 studentt

Propisku (tuhou ty¢) upustime na stil tak, Zze béhem svého letu svird thel o s vodorovnou
rovinou. Jakou rychlosti dopadne jeji druhy konec (ten, co se stolu dotkne jako druhy), jestlize
propisky dostatecné velké.

Bonus Spocitejte, jaky musime zvolit tihel o, aby druhy konec dopadl s co nejvyssi rychlosti.
Pro jaké vysky se vyplati propisku naklonit? Matéj se nudil.

Propiska nejdive pada volnym paddem (bez jakékoliv rotace). Potom jeji doln{ konec dopadne na
zem, pricemz zustane zachovan jeji moment hybnosti kolem bodu dopadu. JelikoZ uvazujeme
nepruznou srazku, tak se propiska neodrazi. Pohyb propisky se tak zméni z posuvného na
otacivy. Protoze uvazujeme velké treni, spodni konec neproklouzne, bude se dotykat potrad
stejné casti stolu a propiska se tak bude otacet kolem tohoto bodu. Pti tomto otaceni ji bude
potéd urychlovat tihové zrychleni. Reeni si rozdélime na tyto t¥i &4sti.

Pro vypocet potrebujeme znat i délku propisky. Tu si oznac¢ime .

Volny pad
Ptvodni vyska spodniho konce je

l
h—Esina.

Ta bude rovna gt*/2, kde ¢ je as padu. Nés ale zajimé rychlost, kterou tuzka béhem péadu
nabere, v = gt. Dosazenim dostédvame vysledek znamy i ze zakona zachovani energie

hf%sinozz—7

Srazka

Nyni hleddme thlovou rychlost, kterou se tuzka zacne otacet kolem bodu dotyku po dopadu
na stul. Srdzka je nepruzné, takze nemizeme pouzit zdkon zachovani energie (nevime, kolik se
preménilo na teplo, vibrace). Zaroven také nemizeme predpoklddat, ze si druhy konec zachova
svou rychlost. Musime pouzit zdkon zachoviani momentu hybnosti.

Na tuzku pusobi dvé razné vnéjsi sily. Jedna je v bodé narazu. Timto bodem, ale prochazi
osa otaceni tuzky. Rameno této sily je tedy nulové, takze na tuzku pusobi nulovym momentem
sily® Druh4 sila je tthova. Srazka nastane ale v jednom okamziku, takze tato sila nestihne néjak
zménit hybnost nebo moment hybnosti tuzky. To zapocitame az pozdéji, béhem otacivého padu.
7 toho vyplyva, Ze jeji moment hybnosti L je béhem srazky konstantni.

Vychézime tedy z toho, ze moment hybnosti tésné pred narazem je stejny jako po néarazu.

Moment hybnosti hmotného bodu spocitame jako

L = pr =mur,

!Tato tivaha neni dokonald, protoze nefunguje pro ,nekoneéné® sily. Ty se v dostateéné zjednodudeném
modelu s nulovym casem srazky a narazem v jedném bodé skutec¢né vyskytuji. To, ze kontakt s podlozkou
neovliviiuje moment hybnosti, je ale rozumny predpoklad.
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kde m je hmotnost bodu, v je jeho rychlost a r je vzddlenost od osy otdceni (tedy od bodu
dotyku se stolem) méfena kolmo na smér rychlosti. Pokud je téleso tuhé a nerotuje (tzn. vSechny
jeho body maji stejnou velikost i smér rychlosti), tak si ho pro vypocet momentu hybnosti

kolmé vzdalenost od osy otaceni je tedy vodorovnd vzdalenost tézisté od osy r = %cos Q.
Pocatecni moment hybnosti je
l
L=mv—-cosa.
Pro otacivy pohyb tuzky tésné po srézce plati L = Jw, kde w je tihlova rychlost otéceni
kolem dané osy a J je moment setrvacnosti télesa vzhledem k této ose. Pro tyc¢, otacejici se
kolem osy na ni kolmé a prochazejici jejim koncem, plati vzoreéek J = mli?/3, proto

! [ cos L 2
—mu a=-ml"wo,
2 3 0

3v
wo = — cosa,

DY)

kde wo je okamzita dhlova rychlost hned po srézce.

Otécivy dopad
Tuzka ale dopadne s vyssi thlovou rychlosti nez jakou méla hned po srazce. Tuto rychlost uz
muzeme vypocitat ze zakona zachovani energie. Beéhem tohoto otdcivého padu se poloha jejiho

t€zi8té snizi o Ah = ésin «. Kineticka energie se tedy zvysi o
1 .
AFE = ilmg sina .

Podle vzorce pro kinetickou energii otacivého pohybu dostdvame
1 1 1
AFE = Ewa - ing = 6ml2 (w? —w%) ,
kde w; je uhlova rychlost ptfi dopadu druhého konce na stil. Ze zdkona zachovani energie
lml2 (wf — wg) =AFE = 1lsinozmg7
6 2
3gsin
wy = gf wi.

Dosadime predchozi vysledky

3gsi 92
wl_\/gsma+vm§a7

l 412
_ 3gsin o 97g 9 ( _ 1 . )
= \/l + B cos2a (h 5 sin ar

a vyjadrime rychlost v, se kterou dopada druhy vrchol na stul

v = lw; = \/Bglsina+ 95900520[ (h— %sina) .
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Bonus

Hledame thel o tak, abychom maximalizovali rychlost dopadu vi. Rychlost v1 je maximalni,
kdyz je vyraz pod odmocninou maximélni. To musi nastat bud pro néktery hraniéni thel (o =
= 0 je nejmensi mozny, pro h > [/2 je nejvétsi mozny 90° a pro h < I/2 je to arcsin(2h/1))
nebo nulovou derivaci

dUl

Lo,

da

I I
3lcosa — 9h cos asin v + %cosasinzoz— QZCOS304 =0,

Jednim FeSenim je cosa = 0, tedy a1 = 90°.

3h . 3 .2 3 3 .2 o
1 751na+551na Z—i—zsm a=20,

1—%8in0¢—1—9sin204:07

Vidime, zZe Teseni kvadratické rovnice existuje, jen pokud h > é To dava smysl, ale otazkou
zUstava, co je pro nas vyhodnéjsi pro h < /2, nechat propisku padat horizontdlné (o = 0)
nebo ji polozit jednim koncem na zem («a = arcsin(2h/1))?8 Pro volny horizontdlni pdd mame
Va = 1/9gh/2 a pro otiéivy pad v, = v/3glsin a, kde 2h = Isin a, tedy v, = /6gh. Pro h < 1/2
dopadne druhy konec nejvyssi rychlosti, kdyz zvolime maximélni thel «, tedy tuzku opfeme
jednim koncem o stul.

Pro h > 1/2 muze existovat tfeti nebo ¢tvrty extrém, pokud

2h |1 h?
1> —=+-4/4—--12>0.
— 3l 3 12 20

Nyni, pokud bude pfed odmocninou minus, tedy

2h 1 h?
> 41>
1_3l 3 4l2 1>0,

Ize snadno ovérit, ze vyraz bude kladny, protoze
2
SN
3l — 3 l

a zaroven hodnota vyrazu neprekroci 1, protoze funkce je klesajici a jeji poc¢atecni hodnota
v bodé h =% je 3.

2Reseni cos o = 0 sice matematicky smysl dava, ale pro h < 1/2 to fyzikalni smysl nedavé, protoze by na
zacatku byl spodni konec tuzky pod trovni stolu.
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V pripadé, Ze pred odmocninou je plus, je druhd nerovnost splnéna vzdy, ale prvni nemusi
byt. Upravami dostaneme

2h 1 h?
I Y S |
3l — 3 2 ’
VRN U
3l 912 — 912 9’
5[
h<—.
- 6

Ctvrty extrém je mozny pouze pokud h < %l. Pokud ale rozepiseme vyraz

2

h2 9g oh 1 [ h2 1 (2hn h2

2h Ll B R VL h—- | S+ fam —1

1 1
3gl [ 224 2 Z
P 3 T3V e 3 -3V e o\ T3V e

a hleddme, kdy je vétsi pro znaménko plus, témér vse se vykrati a dopracujeme se k nerovnosti

h2
472 —1<0.
To neplati nikdy (pfedpokldddme 2h > ), proto znaménko plus nikdy nevede na globdlni
maximum.
Lze ovérit, ze derivace % v bodé a = 0 bude kladn4d, tedy funkce bude rostouci a v tomto

bodé taky nebude extrém.

Zbyva nam vysetfit, jestli se vyplati tuzku naklonit pod thlem sina = % - % 4};—22 -1

nebo a = 90°. Jelikoz bychom se pfi porovnéavani prislusnych rychlosti dopadu dostali k rov-
nicim vysokych stupiii, miizeme vyuzit Wolfram Alpha. Zjistime, Ze pro h < (4/v/3 — 1)1/2 je
maximaln{ rychlost v1 = v/3gl s a = 90° a pro vétsi vysky je to

v = \/39lsina+ gjgcoszoz (h— ésina)

s naklonénou tuzkou.

To d4va celkem dobry smysl — pro a = 90° nezdvisi rychlost dopadu na vysce h, takze pro
velké vysky nebude maximélni, zatimco pro malé vysky (h = [/2) se neoplati nechat tuzku
nejdiiv volné padat.
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