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Uloha IV.S ... testovaci 10 bodi; primér 7,56; fesilo 25 studentt

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouzivéd testovani hypotéz (postaci vlastnimi
slovy popsat nasledujici: hypotéza a alternativa, chyba 1. a 2. druhu, hladina testu, testova
statistika, kriticky obor testu, p-hodnota testu pro konkrétni namérend data). Neni potreba
uvadét presna matematicka odvozeni, staci pozadované pojmy a vlastnosti stru¢né popsat.

b) V prilozeném datovém souboru testovanil.csv najdete namérené hodnoty urcité fyzikdlni
veli¢iny. Pomoci jednovybérového t-testu otestujte, zda je skutecnd hodnota mérené fyzi-
kalni velic¢iny rovna 20. Déle predpokladejme, zZe je nasim cilem ukédzat, Ze hodnota mérené
fyzikalni veliciny je vétsi nez 20. Pouzijte vhodnou jednostrannou modifikaci t-testu k tomu,
abyste toto tvrzeni oveérili (dejte si pozor na spravné zvoleni hypotézy a alternativy).

¢) V prilozeném datovém souboru testovani2.csv najdete namérené hodnoty 2 ruznych fyzi-
kalnich velic¢in. Predstavujme si, Ze se jednd o méreni stejné fyzikalni charakteristiky ale
za riznych vnéjsich podminek (teplota, tlak atd.). Pomoci dvouvybérového z-testu otestuj-
te hypotézu, ze hodnota této fyzikalni charakteristiky je pro obé volby vnéjsich podminek
stejna.

d) Pouzijte stejnd data jako v seridlové tiloze z prvni série a pomoci Kolmogorovova-Smirnovova
testu urcete, ktery ze 4 vzorku dat pochazi z normalniho rozdéleni a ktery vzorek pochdzi
z exponencialniho rozdéleni.

Bonus Predpoklddejte, Ze mdte k dispozici méreni 2 fyzikdlnich veli¢in (tedy 2 sady namére-

nych hodnot), kde jsou vSechna méreni na sobé nezavisld. Odvodte upraveny dvouvybérovy z-

test, ktery by testoval hypotézu, ze skutecnd hodnota prvni mérené fyzikalni veli¢iny je dvojna-

sobek skutecné hodnoty druhé mérené fyzikalni veliciny. Pro udéleni bodu je nutné a postacuje
odvodit podobu testové statistiky a kritického oboru. (Napovéda: PouZijte vicerozmérnou verzi

CLV, kde vhodné zvolite funkci f, a ddle postupujte analogicky jako u odvozeni klasického

dvouvybérového z-testu)

Pro préci s daty pouzijte vypocetni prostredi R. Pro vyreseni téchto tikolii postaci drobné
upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu vysvétlena potrebna syntaxe
jazyka R. Michal chtél otestovat, jak tézké tulohy resitelé zvladnou.

a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostanete pouze prectenim 3. dilu seridlu, v tomto vzorovém
feSeni uvedeme jen ty nejduilezitéjsi véci.
Testovani hypotéz se pouzije v pripadé, kdy potiebujeme na zdkladé namétrenych dat roz-
hodnout o platnosti néjaké nasi domnénky (hypotézy) nebo tvrzeni. Jak uz jsme rozebirali
v predchozich dilech seridlu, reprezentujeme namérena data jako realizace urc¢ité ndhodné
veli¢iny (tedy naméfend data jsou ndhodnd - pfi kazdém méfeni dostdvame jiné hodnoty
i kdyz pouzivdme naprosto stejny postup méreni). Testovani hypotéz lze chdpat jako postup,
ktery nam rika, zda jsou namérend data dostatecné reprezentativni a zda na jejich zakladé
muzeme prondset zavéry o platnosti testované hypotézy (pripadné jaké jsou pravdépodob-
nosti, ze se dopoustime Spatného zdvéru).
Hypotéza a alternativa nam rikaji, ktera tvrzeni budeme testovat. Vzdy je nutné k testované
hypotéze sestavit alternativu, kterd bude opa¢né tvrzeni nez hypotéza (tj. plati bud hypotéza
nebo alternativa, nikdy obé soucasné a vzdy alespon jedna z nich). Hypotézu a alternativu
musime vzdy zapsat pomoci matematickych vyrazi (nejcastéji rovnosti nebo nerovnosti)
a parametru uvazovaného modelu.
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Jelikoz jsou méfend data ndhodnd, muzeme (a¢ s malou pravdépodobnosti) naméfit v pod-
staté jakakoliv data a nikdy si nemiizeme byt uplné jisti, jestli je zavérecné rozhodnuti
spravné. P¥i formulaci zdvéru muzeme udélat celkem 2 druhy chyb (oznadili jsme si je jako
chyba 1. a 2. druhu). Chyba 1. druhu znamen4, ze jsme zamitli hypotézu, kterd ale ve sku-
tec¢nosti plati. Chyba 2. druhu znamend, Ze jsme nezamitli hypotézu, kterd ve skuteCnosti
neplati (viz Tab. [If).

nase rozhodnuti / skuteény stav ‘ plati hypotéza  plati alternativa
zamitame hypotézu chyba 1. druhu spravné
nezamitame hypotézu Spravné chyba 2. druhu

Tab. 1: Tabulka moznych rozhodnuti a chyb

Hladina testu udéva pravdépodobnost chyby 1. druhu, znaci se obvykle o a jeji hodnota
se obvykle voli jako a = 0,05 (v pripadé dulezitych experimentt nizsi). Tuto hodnotu si
musime vzdy zvolit na zacatku zpracovani dat.

Testova statistika je transformace namérenych dat, na zdkladé které se budeme nésledné
rozhodovat o (ne)zamitani hypotézy. Tato transformace musi byt zvolena tak, abychom
znali jeji rozdélen{ za platnosti testované hypotézy (za predpokladu, ze madme dostateény
pocet méfeni, staci asymptotické rozdéleni).

Kriticky obor testu je mnozina hodnot testové statistiky (vétsinou interval nebo sjedno-
ceni dvou intervali), ve kterém za platnosti hypotézy lezi hodnota testové statistiky jen
s pravdépodobnosti « (hladina testu). Jinymi slovy je to mnozina, kde by za platnosti hy-
potézy hodnota testové statistiky nejspise lezet neméla, ale za platnosti alternativy je velkd
pravdépodobnost, ze zde bude hodnota testové statistiky lezet. Kdyz méame v praxi pro-
vést néjaky test s pouzitim naméfenych dat, staci spocitat realizovanou hodnotu testové
statistiky a zjistit, zda lezi v kritickém oboru nebo nikoliv. Pokud lezi realizovand hodnota
testové statistiky v kritickém oboru potom zamitdme platnost hypotézy, v opacném piipadé
platnost hypotézy nezamitame.

p-hodnota testu pro konkrétni namérena data predstavuje jakysi alternativni zptisob rozho-
dovéni o (ne)zamitani platnosti hypotézy (vysledek je vzdy naprosto stejny jako v pfipadé
postupu na zékladé kritického oboru, ale postup rozhodovani je jiny). Kdyz mame konkrétni
naméiend data, potom definujeme p-hodnotu jako pravdépodobnost, Ze bychom za platnosti
hypotézy namérili data, kterd by jesté vice protifecila testované hypotéze nez ta data, kterd
jsme naméfili. Rozhodovéani o (ne)zamitani platnosti hypotézy na zdkladé p-hodnoty je jed-
noduché, hypotézu zamitame pravé tehdy kdyz je p-hodnota mensi nez ndmi prfedem urcend
hladina testu a (v tomto piipadé je pravdépodobnost naméfeni dat jesté vice protitecicich
hypotéze malé, tedy jsme naméfili data, kterd hypotéze hodné protifedi). Statistické pro-
gramy obvykle upfednostnuji rozhodovani na zakladé p-hodnoty, kterou vétsinou spocitaji
numericky.

Skute¢nou hodnotu mérené fyzikalni veliciny oznac¢ime jako p,. Jelikoz povazujeme na-
meérend data za realizace ndhodné veli¢iny s normélnim rozdélenim, stfedni hodnotou g
a koneCnym rozptylem mutzeme na testovani takovéto hypotézy pouzit jednovybérovy t-
test. Zvolena hladina bude standardné rovna o = 0,05. Testova hypotéza a alternativa bude



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXX.IV.S

ve tvaru

H:p, =20,
A pg #20.

Realizovand hodnota testové statistiky pri pouziti prilozenych dat vyjde jako
T, = \/ﬁ% =252,

Kriticky obor testu je tvaru

C= (700,15”,17%) u (tnfl,lfgaoo) ’
C = (—o0, —2,06) U (2,06, o)
a prislusna p-hodnota pro namérend data vysla
p = 0,0187.

Na zakladé porovnéni realizované hodnoty testové statistiky s kritickym oborem a na zakla-
dé p-hodnoty dospivame k zavéru, ze zamitdme platnost hypotézy. Jako zavér tedy uvedeme,
ze na zakladé namérenych dat miizeme prohlasit (na hladiné spolehlivosti a = 0,05), Ze hod-
nota mérené fyzikalni veli¢iny neni rovna po = 20.

Pri feseni druhé ¢asti tkolu je dilezité spravné zvolit testovou hypotézu a alternativu. Volbu
budeme provadét presné tak, jak je popsano v seridlu a sice tak, ze budeme chtit vyvratit
opak tvrzeni, které chceme potvrdit. Budeme tedy usilovat o to vyvratit platnosti tvrzeni,
ze skuteénd hodnota mérené fyzikdlni je mensi nez 20. Toto opacné tvrzeni, které chceme
vyvratit tedy zvolime jako testovanou hypotézu. Testova hypotéza a alternativa tedy budou
ve tvaru

H:p, <20,
A pg > 20.

Realizovana hodnota testové statistiky pti pouziti priloZzenych dat vyjde stejné jako v pred-
chozim ptipadé, nebot pouzivame stejnou testovou statistiku

T, = \/ﬁ% =252,

Kriticky obor tohoto testu se ale bude lisit
C = (th-1,1-a,00),
C = (1,71,00)
a prislusnd p-hodnota pro namérena data vysla
p = 0,009.

Vidime tedy, Ze rozhodnut{ (jak na zdkladé porovnéni realizované hodnoty testové statistiky
s kritickym oborem tak na zdkladé p-hodnoty) je zamitnout platnost testované hypotézy.
Timto jsme tedy potvrdili platnost alternativy (na hladiné spolehlivosti o« = 0,05), tedy
tvrzeni ze skutecnd hodnota mérené fyzikalni veli¢iny je vétsi nez 20.
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©)

Oznacime px a py skuteéné hodnoty mérené fyzikdlni charakteristiky za dvou rtznych
vnéjsich podminek. Cilem naseho testu bude otestovat hypotézu, ze jsou tyto dvé hodnoty
stejné, k cemuz pouzijeme dvouvybérovy z-test. Tento test byl podrobné popsidn v textu
seridli, proto ho uz na tomto misté nebudeme podrobné popisovat a jen popiseme, jak se
na takovyto pripad konkrétné pouzije. Testovand hypotéza a alternativa maji nasledujici
podobu

H:pux —py =0,
A:ux —py #0.

Realizovand hodnota testové statistiky za pouziti namérenych dat vychézi jako

o = In ZYm —V 3,02.
52 s7,
ey B

Kriticky obor je v tomto pripadé ve tvaru

C = (—OO,U%) @] (ul,%,oo),

C = (—o00,—-1,96) U (1,96, ).
p-hodnota testu pro nase namérend data nabyva hodnoty
p = 0,0043.

Vidime, ze na zakladé porovnani realizované hodnoty testové statistiky s kritickym obo-
rem i na zdkladé p-hodnoty testu zamitdme testovanou hypotézu na hladiné spolehlivosti
a = 0,05. Zavérem tedy lze Tici, ze jsme prokdzali (na hladiné spolehlivosti a = 0,05),
ze hodnota mérené fyzikdlni charakteristiky zdvisi na vnéjsich podminkach (tedy za dvou
raznych zkoumanych vnéjsich podminek je hodnota této fyzikalni charakteristiky navzdjem
odlisnd).

Budeme pouzivat jednovybérovy Kolmogoroviuv-Smirnoviv test, ktery byl popsin v tex-
Necht médme néjaké spojité rozdéleni S (v nasSem piipadé normélni a exponencidlni rozdé-
lenf) a naméfend data, potom mizeme pomoci Kolmogorovova-Smirnovova testu otestovat
nasledujici hypotézu a alternativu

H : méfend data maji rozdéleni S,

A : méfend data nemaji rozdéleni S .

Testovou statistiku_a kriticky obor testu uz v tomto pripadé uvaddét nebudeme, nebof jsou
prilis komplikované®, postaci ndm vystup ze statistického programu R, kde bude uvedena p-
hodnota pro konkrétni namérenda data.

Postupovat budeme tak, ze pro kazdou sadu naméfenych hodnot (celkem 4 sady méfeni) pro-
vedeme dvakrat Kolmogoroviuv-Smirnovuv test, kde budeme rozdéleni S volit jako normalni
a exponencialni. Pokud pro konkrétni sadu namérenych hodnot Kolmogoroviv-Smirnoviv

'Hloubavi ¢tenafi si mohou tyto tdaje vyhledat na internetu, napf. https://en.wikipedia.org/wiki/

Kolmogorov-Smirnov_test.


https://en.wikipedia.org/wiki/Kolmogorov-Smirnov_test
https://en.wikipedia.org/wiki/Kolmogorov-Smirnov_test
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test zamitne hypotézu, Ze tato data pochdzeji z normélniho (nebo exponencialniho) rozdé-
lenf, muzeme si byt pomérné jisti, Zze z tohoto rozdéleni opravdu nepochézeji (na hladiné
a = 0,05). V opacném piipadé (tedy nezamitnuti hypotézy) sice nemizeme nase vysledky
interpretovat jako pfimé potvrzeni testované hypotézy, ale budeme v tomto ptipadé pova-
zovat za dostateény divod k tomu tvrdit, ze hypotéza je platnd®. Vysledky takovychto testu
muzeme vidét v Tabulce P.

Na zékladé téchto vysledku vidime, ze jediny vzorek, u kterého jsme nezamitali hypotézu
o normalnim rozdéleni, je Vzorek 3. Podobné jediny vzorek, u kterého jsme nezamitali hy-
potézu o exponencidlnim rozdéleni, je Vzorek 4. Jak uz bylo diskutovano drive, budeme tyto
vysledky povazovat za dostateéné k tomu, abychom tvrdili, ze data ve Vzorku 3 pochéazeji
z normalniho rozdéleni a data ve Vzorku 4 pochéazeji z exponencidlniho rozdéleni. Pozorny
fesitel tyto vysledky porovnd se zavéry o rozdéleni, ze kterého mérend data pochézeji, které
jsme udélali na zakladé histogramii v seridlové tloze v 1. sérii, a zjisti, ze jsou tyto zavéry
stejné.

Tab. 2: p-hodnoty Komogorovova-Smirnonovova testu pro vsechny sady mérenych dat
a testovanych rozdéleni.

Normaélni rozdéleni  Exponencialni rozdéleni

Vzorek 1 <2,2-10716 <22.10716
Vzorek 2 <22-1071¢ <2,2-10716
Vzorek 3 0,92 <2,2-10716
Vzorek 4 <22-1071¢ 0,46

Bonus: Na tomto misté si musime pripomenout znéni vicerozmérné centralni véty, kterd byla
uvedena ve 3. dile seridlu. Vicerozmérnd verze CLV tika, ze pokud métrime nékolik fyzikalnich
veli¢in, ¢imz dostaneme odhady téchto veli¢in s nejistotou méreni

(missgg) (Wisgf,g) ,
potom pro tyto namérené hodnoty a libovolnou diferencovatelnou funkce f bude platit
(0, ) o)
V52

kde vV, ..., v™® jsou skuteéné hodnoty méfenych fyzikalnich veli¢in a vyraz S? ve jmenovateli
je urcen vzorcem

2 N(0,1),

2 cov(v) w ()
Sny e e o
Q(v(?)ﬂ;(l)) @(u("’),v(’v)) 507 (v)
2 8f [~ 9F = > J ... = ) .
S:(aui(fl)(v% 7W£)(v)) \/W . \/W :
. of
: : of
C/O:(U(k)w(l)) ) ENO) (v)

2V praxi se vysledky takovychto testil jesté kombinuji s dalsimi metodami (napt. zkoumanim pomoci his-
togrami) a na zdkladé kombinovanych vysledkl se formuluje zavér.
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Jelikoz pracujeme se dvéma fyzikdlnimi veli¢inami, budeme pouzivat dvourozmérnou verzi
CLV (tedy k = 2). Oznadime ux a py skuteéné hodnoty méfenych fyzikdlnich veli¢in, nasim
cilem bude otestovat, zda plati

wx = 2uy.
Jako alternativu budeme uvazovat jednoduse negaci této hypotézy. Hypotézu a alternativu
miuzeme ekvivalentné zapsat jako
H:pux —2uy =0,
A:pux —2uy #0.

Nyni budeme predpoklddat, ze nase testovd hypotéza plati a ve dvourozmérné CLV zvolime
funkci f ve tvaru

f@y) = —2y.
Tuto volbu délame proto, aby ndm za platnosti testované hypotézy vyslo
flpx,py) = 0.

Testova statistika, kterou oznac¢ime jako T', bude Uplné stejna jako vyraz ve znéni CLV, tedy

T:f(uix7.uiy)_f(:u’X7MY):MiX—2u7y (1)
V52 N

kde fix, iy oznacuji vybérové pruméry méreni prvni a druhé fyzikalni veli¢iny. Pro tuto speci-
alni volbu funkce f také dostaneme

2 cov(X,Y)

Y R N
cov(X,Y) 2 -2/
Vvnin2 3712

Z vicerozmérné CLV plyne, Ze testova statistika (ﬂ) za platnosti testované hypotézy konverguje
v distribuci k rozdéleni N (0, 1). Uréeni podoby kritického oboru testu pro hladinu testu a bude
tedy velmi podobné jako odvozeni podoby kritického oboru testu pro klasicky dvouvybérovy
z-test (podrobné popsano v textu seridlu). Kriticky obor tedy bude mit tvar

C=(-o0,ug)U(ui-g,00),

po vy¢isleni pro a = 0,05
C = (—00,-1,96) U (1,96, c0) . (2)

Pozorny ftesitel si sdm rozmysli, ze pravdépodobnost, ze za platnosti alternativy padne reali-
zované hodnota testové statistiky do kritického oboru se se zvySujicim poctem méreni blizi 1
(naprosto stejnd tvaha jako je pouzita v seridlu pfi odvozovani podobu kritického oboru pro
dvouvybérovy z-test). Kriticky obor je tedy zvolen optimalné.

Zavérem tedy muzeme fici, ze jsme odvodili podobu statistického testu k testovani hypoté-
zy, ze jedna méfend fyzikalni veli¢ina ma dvojnasobnou hodnotu nez druhd méfend fyzikalni
veli¢ina, testova statistika tohoto testu je tvaru (m) a kriticky obor je tvaru (B)). Na zavér pozna-
menejme, ze Uplné analogicky by se dal odvodit podobny test, kde bychom testovali hypotézu, ze
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hodnota jedné mérené fyzikalni veli¢iny je k ndsobkem hodnoty druhé mérené fyzikalni veli¢iny
(kde k muze byt libovolné redlné é&islo).
Michal NoZicka
nozicka@fykos.cz
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