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Uvodem

Mili FYKOSéci,

skolni rok se prehoupl do posledniho ¢tvrtleti a s nim prichazi Sestd a posledni série tohoto
nakroceno. Pokud tedy chcete vyuzit jedné z moznosti prominuti prijimacich zkousek na Matfyz
nebo pokud si prosté chcete dat diplom za rdmecek do vystavky, mate posledni Sanci zvysit svij
bodovy zisk. Venku vSechno kvete a voni a my pfichdzime s letos poslednim zadanim, stejné
jako s fesenimi 1loh z minulé série. Za nékterd chybéjici reseni se hluboce omlouvame. Spoustu
vyteénych napada pii feseni preji vasi

Organizdtori
Zadani VI. série
Termin uploadu: 16. 5. 2017 23.59
Termin odeslani: 15. 5. 2017
Uloha VI.1 ... dost t&7ké kulomety 3 body
Na auto pripevnime dopfedu dva kulomety, které vystreluji kulky o hmotnosti m = 25g rych-
losti v1 = 500m-s~ !, kazdy s frekvenci 10 vystield za sekundu. Auto se rozjede po roviné

rychlostf vo = 80km-h™! a poté zaéne stiilet. Kolik ndbojfi vystiilime, nez auto zastavi? Bé-
hem palby nepriddavame plyn, odpor vzduchu a kol zanedbavame. Tepelné ztraty uvniti zbrani
jsou taktéz zanedbatelné.

Uloha VI.2 ... upadlo 3 body

7 jaké vysky nad povrchem neutronové hvézdy bychom museli ,upustit* predmét, aby dopadl
na jeji povrch v rychlosti 0,1 ¢ (0,1 rychlosti svétla). Nase neutronovd hvézda méd hmotnost
1,5ndsobku hmotnosti Slunce a prumér d = 10km. Zanedbejte atmosféru neutronové hvézdy
a jeji rotaci. Zanedbejte relativistické korekce. Srovnejte ale, jakého vysledku byste dosahli,
pokud by pad probihal v homogennim gravitaénim poli (které mé intenzitu stejnou jako na
povrchu planety) s tim, kdy pad probihd v radidlnim gravita¢nim poli.

Bonus: Uvazujte korekci na specidlni teorii relativity v pripadé padu v homogennim po-
li.

Uloha VI.3 ... relativisticky Zenontv paradox 6 bodu

Superman a Flash se rozhodli, Ze si daji zdvod. Zavod se kond v hlubokém vesmiru, protoze
na Zemi neni dostatecné dlouhd rovna plaz. Flash, protoze je pomalejsi, startuje s délkovym
naskokem [ pred Supermanem. Flash v jednu chvili vybéhne s konstantni rychlosti vg srovna-
telnou s rychlosti svétla. Ve chvili, kdy si Superman vSimne, ze Flash vybéhl, vybéhne také, a to
konstantni rychlosti vs > vr. Za jak dlouho Superman Flashe doZene (z pohledu Supermana)?
A za jak dlouho Flashe dozene Superman (z pohledu Flashe)? A byl vibec zdvod spravedli-
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vé odstartovdn, resp. dokdzali byste vymyslet spravedlivéjsi zpisob (pfi¢emz naskok ! ma byt
ponechén)?

Uloha VI.4 ... zastfel si svého potkana 7 bodu

Mirek by rad zastrelil potkana, kterého vida na kolejich. Pripravil si tedy jednoduchou vzdu-
chovou pusku, kterou si mizeme modelovat jako trubku s konstantnim prifezem S = 15 mm?
a délkou I = 30cm, kterd je na jedné strané uzaviend a na druhé oteviend. Do ni se chysté
Mirek umistit ndboj hmotnosti m = 2g, ktery trubku akorat utésni, a to ve vzdélenosti d =
= 3cm od uzavieného konce. Nédboj zde zatim nechd upevnény v klidu a natlakuje uzavienou
¢ast trubky na urcity tlak pg. Posléze naboj uvolni. Chce, aby na konci dsti byla rychlost ndboje
minimalné v = 90 m-s~'. Poradte mu, na jaky tlak by musel vzduchovou pusku natlakovat, aby
naboj vysel s takovou rychlosti, pokud by plyn byl idealni, a diskutujte realisti¢nost uspota-
déni. Predpoklddejte, Ze ndboj je uvoliovan kvazistatickym adiabatickym déjem, kde x = 7/5,
protoze se jednd o dvouatomovy plyn. Uvazujte, Ze z vnéjsku pusobi na naboj atmosféricky
tlak p, = 10° Pa. Zanedbejte energetické ztraty vyvolané tfenim, odporem vzduchu a stladova-
nim plynu pred nabojem.

Uloha VL5 ... pfetahni ho pies prsty 8 bodu

Méme homogenni ty¢ konstantniho prurezu délky [ pripevnénou na jednom konci k oto¢nému
kloubu. Na pocatku sméfuje ty¢ primo vzhuru a jsme v homogennim tihovém poli velikosti g.
Ty¢ se vlivem mirného zavanu vétru zacne otacet a ,padat® dolt, ale stile je drZzena otoénym
kloubem. S jakym zrychlenim se bude pohybovat konec tyce v prubéhu ¢asu?

Uloha VL.P ... vypafujici se asteroid 9 bodu

Umistime hodné velky kus ledu, dejme tomu o prauméru 1km, do blizkosti hvézdy podobné
Slunci na kruhovou drahu. Blizkost je tak velkd, ze rovnovazna teplota ¢erného télesa by v této
vzdélenosti byla zhruba 30 °C. Co se bude dit s takovym asteroidem a jeho drdhou? Asteroid
nemé vazanou rotaci.

Uloha VLE ... skladba jako od Cimrmana 12 bodu

Sezente si sklenicku na vino, idedlné tenkou se zabrousenym okrajem. Nejprve zméite vnitini
prumeér sklenicky v zavislosti na vysce ode dna. Pak ji rozeznivejte, idedlné navlhéenym prstem
pohybem po jejim okraji — nékdy to chce trochu trpélivosti. Zmétte zavislost frekvence téni,
které sklenic¢ka vydava v zdvislosti na vysce naplnéni vody v ni (alesponi pro 5 hladin vody a dvé
frekvence v kazdé vysce).

Népovéda: Pokud je sklenicka tenkosténné, muzete jeji vnitini rozméry povazovat za stejné
jako vnéjsi a diky tomu zavislost jejtho priméru na vysce urcit z vhodné fotografie s mérit-
kem. Pro méfeni zvuku doporuc¢ujeme freeware program Audacity (Rozbor — Kreslit spek-
trum).

Uloha VI.S ... nelinearni 10 bodt

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouziva nelinedrni regrese (postaci vlastnimi
slovy popsat nasledujici: model nelinearni regrese, zptusob odhadu regresnich koeficienti,
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vyjadreni nejistot odhadu regresnich koeficienti a hodnot proklddané funkce, statistické
testy hodnot regresnich koeficientl, identifikovatelnost parametri a zpusob volby prokla-
dané funkce). Neni potfeba uvddét presnd matematickd odvozeni, sta¢i pozadované pojmy
a vlastnosti strucné popsat.

V pfilozeném datovém souboru regresel.csv naleznete dvojice hodnot (x;,y;). Témito daty
chceme prolozit teoretickou funkéni zévislost, kterou je v tomto piipadé sinusoida, tedy
funkce tvaru

f(z)=a+b-sin(cx +d).

Vykreslete graf naméfenych hodnot a prolozené funkce a struéné ho okomentujte (takovyto
graf musi mit vSechny nélezitosti). Neni potfeba délat regresni diagnostiku.
Ndpovéda: Dejte si pozor na identifikovatelnost parametri v tomto modelu a vhodné ome-
zujici podminky na parametr c.
V pfilozeném datovém souboru regrese2.csv naleznete dvojice hodnot (z;,y;). Témito daty
chceme prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterou je v tomto pripadé exponenciala, tedy
funkce tvaru

f(z) = a+e"te.
Urcete hodnoty odhadi vSech regresnich koeficienti véetné nejistot méfeni.
Napoveéda: Grafickou metodou ovérte predpoklad homoskedasticity a v pfipadé potieby pro
urceni nejistot méfeni regresnich koeficienti pouzijte Whitetiv (sendvicovy) odhad kovari-
ancni matice.
V pfilozeném datovém souboru regrese3.csv naleznete dvojice hodnot (x;,y;). Témito daty
chceme prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterou je v tomto pripadé hyperbola, tedy
funkce tvaru

f(m):a—i_b:r—i—c.

Vykreslete graf namérenych dat v podobé pruméra a chybovych tsecek a prolozené funkce
a struéné ho okomentujte (takovyto graf musi mit vSechny nélezitosti). Provedte regresni
diagnostiku.

Bonus: 'V prilozeném datovém souboru regrese4.csv naleznete dvojice hodnot (z;,y;). Témito
daty chceme prolozit teoretickou zavislost, ktera je ovsem prilis slozita na analytické vyjadieni.
Prolozte témito daty regresni spliny (s vhodné zvolenymi uzly a vhodné zvolenym stupném).

Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostfedi R. Pro vyfeseni téchto tkolt postaci drobné

upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentiriu v kddu vysvétlena potfebna syntaxe
jazyka R.
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Reseni’ V. série

Uloha V.1 ... vesmirny snéhulak 3 body; prumér 3,17; feSilo 52 studenti

Jakou silou bude pridrzovana hlava naseho snéhuldka, ktery si volné poletuje ve vesmiru? Mame
snéhuldka tvoreného pouze homogennimi koulemi o hustoté g, jejichz stredy lezi na jedné primce
a koule se dotykaji, jsou umisténé v poradi od nejvétsi po nejmensi a s tim, Ze nejmensi koule
(hlava) mé polomér r a kazda dalsi ma dvojndsobny polomér, co ta predchozi. Ve vesmiru je
pouze nas snéhuldk a nijak nerotuje.
Bonus: Zobecnéte tlohu pro pocet kouli N > 3. Bude se sila blizit néjaké konecné hodnoté
pro n — 0o, nebo piijde k nekonecnu?

Karel vymgslel ulohu na Fyziklani a pak si 7ekl, Ze by ten vysledek nechtél kontrolovat.

Re$me rovnou bonusovou tlohu a nakonec dostaneme vysledek zékladni verze dosazenim N =
= 3. Koule si oznaéme &sly od nejmensi 1 po nejvétsi N. Polomér i-té koule bude r; = 2¢71r.
Hmotnost i-té koule bude
4 4 i
m; = oV; = gngr? = §n923( Dy
Sila, kterou hleddme, je souctem jednotlivych sil

Feerx = ZFM = ZGmlml )

kde Fi; je gravita¢nf{ sila mezi prvnf a i-té kouh (kde 1 > 2) a di; je vzdélenost jejich stredu.
Vzdalenost stfed uz neni Uplné trividlni. Z prvni a i-té koule médme jeden polomér a z kouli
mezi nimi dvojnasobek poloméru. Rozepsat si to muzeme jako

du:r1+2(r2+~~~+ri_1)—|—ri:r(1+2(2+4+...+2"—2)+2¢—1) )

Nyni vyuzijeme vzorec pro soucet konec¢né geometrické rady

k41 _

K
Zaqk:aQq_l

k=0

du—r<1+42 1+2”>—r(3-2“3)—3r(“1).

i—2
2—-1

Nyni muzeme dosadit vsechno do sily

N 4

dror KQT 241':2@27‘4 93(i-1)
Feax = Gg— G =
Tk Z (37. (21 1 _ Z 21 1 _ 1)
=2
B =202 Grt XN: 93i+1
3 i=2 (2071 = 1)2
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Nejdrive dofeSime bonusové otazky. Jednak prakticky ihned vidime, Ze pro i — oo jde
F1; — 0o, dokonce roste fadové jako 2°. Tim padem soudet téchto ¢lentt pujde také do neko-
necna. Pokud se pokusime udélat néjaky ¢asteény soucet pro obecné N, tak kdyz to napriklad
nechdme spocitat Wolfram Mathematicu, tak dostaneme sumu néjakych osklivych polynomu
generovanych digamma funkci a jejimi derivacemi, takze nic pékného. Takze ndm bude stacit
jesté ten relativné pékny zapis, u kterého jsme skoncili.

Resenim zakladni tlohy je

2 2,4 3 3i+1 2 2 4 7
n°o"Gr 2 0" Gr 1024 2017 5 o, 4
Fia3 = E (@12 1)2 = (128+ 9 ) = o Gr

34 34 36

i=2
=0%r*.2,0-107 N-kg > m?.

Hustotu ani polomér jsme neméli zadanou. Nicméné miizeme si fici, Ze mame tfeba snéhuldka
zelezného o = 7900kg-m 2 a nejmensi koule ma polomér r = 1 m. Tedy na Zemi oproti ¢lovéku
by to byl docela velky snéhulék, ale zase ve srovnani s velikosti planety by byl maly. V tom
pripadé by hlava drzela silou Fi23 = 0,12 N. Tedy drzela by, ale slabé. Dokud neméme v nasem
vesmiru nic jiného, ani privan, ani makroskopickou elektromagnetickou interakci, tak by ta
hlava drzela. Samoziejmé kdyby nékdo do hlavy trochu stréil, tak by pak sjela a nebyl by to
uz snéhulék, ale tfi koule navzajem se dotykajici.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha V.2 ... koule ve vazkych tekutinach 3 body; primér 2,98; fesilo 43 studentt

V nékterych pripadech reseni tiloh s odporem vzduchu ¢i obecné tekutiny pouzivame pro odpo-
rovou silu Newtonitiv vzorec F' = CpSv? /2, kde C je soucinitel odporu télesa ve sméru pohybu
télesa, o je hustota tekutiny, S je priirez a v je rychlost pohybu télesa. Ten obvykle docela
dobre plati pro turbulentni prostredi. Zajimame se o kouli, pro kterou C' = 0,50. V lamindrnim
proudéni pak obvykle pouzivame Stokestiv vztah F = 6nnrv, kde n je dynamickd viskozita te-
kutiny a r je polomér koule. Pokud mame néjakou konkrétni kouli, je mozné, aby se pro néjakou
rychlost tyto odpory rovnaly? Jak bude tato rychlost zaviset na poloméru koule?

Karel na konferenci zaslechl, Ze lidi maji problémy s rovnostmi.

Vzhledem k tomu, ze otdzkou je, jestli se mohou dva vyrazy rovnat, tak matematickou odpovédi
na takovou otdzku je obvykle ano, pokud nedojde k néjakému sporu. Proto ddme sily do rovnosti
s uvdzenim, ze prurez koule je S = nr?

1 2 12mnr  24n

—CpSv” = 6nnrv = v=0 VvV wv= =—.

2@ T 0 CoS or

7Zda se, ze jsme k néjakému sporu nedosli. Vypada to, ze pozadovand rychlost bude bud

nulova¥, nebo nepifimo umérna poloméru koule. Trividlni feseni, tedy ze pri nulové rychlosti
budou obé sily nulové, je zifejmé spravné. Pro jistotu si jeSté muzeme dosadit hodnoty v ne-
trividlnim feseni, pro néjakou takovou béznou kouli a béznou tekutinu. Vybereme si zeleznou

1Zjevné pak na velikosti koule nebude zilezet.
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kuli¢ku s polomérem r = 1,0cm, kterd je ponofens do vody o hustoté ¢ = 1,00g-cm™2. Vo-
da mé dynamickou viskozitu 7 = 1,0 - 107 Pa-s pfi pokojové teploté. Vyslednd rychlost je
pak 2,4 - 1073 m-s~!. To je relativné nizks rychlost. Pro vys&i rychlosti bude odhad odporové
sily vyssi pro Newtonav vztah a pro nizsi rychlosti bude vyssi pro Stokestuv vztah.

Ve skutecnosti bychom neméli prakticky pouzivat ve stejné oblasti oba vzorce, protoze jeden
je vhodny popis pro laminarni proudéni a druhy pro turbulentni. Ostatné vidime, Ze bychom
méli pouzivat zpravidla ten odpor, ktery mé vyssi hodnoty. Turbulentni se totiz stava proudéni
pro vysoké rychlosti a laminédrni je naopak v nizkych rychlostech. I kdyz toto tvrzeni neni také
uplné presné, protoze rychlost, kterd nam vysla pro rovnost u koule, odpovida rddové desitkam
v hodnoté Reynoldsova ¢isla. To odpovidad jesté lamindrnimu proudéni a za turbulentni se
povazuje obvykle proudéni od cca od hodnoty 1000 Reynoldsova ¢isla ¢i o néco vyssi.

Komentare k doslym resenim

Hodnoceni bylo mirné, i vzhledem k tomu, ze jsme v pivodnim vzorovém reseni také zapomnéli
uvést jako jedno z feseni nulovou rychlost. Kdo na to nezapomnél a k tomu svoje feSeni dobte
okomentoval, mohl snadno ziskat bonusovy bod.

Karel Koldr
karel@fykos.cz

Uloha V.P ... skli¢ka 8 bodi; prumér 4,90; Fesilo 29 studenti

Popiste zobrazovaci soustavy mikroskop (slozeny ze 2 spojek) a Keplertiv dalekohled. Vysvétlete
rozdil ve funkci a konstrukci mikroskopu a dalekohledu a nacrtnéte priichod paprski. Jak se da
smysluplné definovat zvétseni pro dané optické prvky? Odvodte pro zvétseni konkrétni vzorce.

Kuba konecéné pochopil, jak to vsechno funguje!

Nejprve se podivejme, co musi obraz predmétu spliovat, abychom ho mohli vidét. V oku je
spojnd cocka, kterd z rozbihajicich se paprsku vytvori sktecny obraz na sitnici. Souc¢asné je pro
oko nejpohodlnéjsi, kdyz je obraz v dali, protoze nemusi byt akomodovano. Proto, abychom
néco v libovolné zobrazovaci soustavé vidéli, mél by byt obraz idedlné virtudlni a v nekonecnu.
Jiny obraz (virtuilni nebo redlny) mizeme také pozorovat, ale oko musi zaostiit tak, aby ho
zobrazilo presné na sitnici a nikam jinam.

Zékladn{ princip soustavy dvou spojek (Keplertiv dalekohled se také sklada ze dvou spojek)
tedy bude, Ze prvni ¢oc¢ka (objektiv) zobrazi pfedmét do ohniskové roviny druhé ¢ocky (okuldru)
a ta poté vytvori obraz v nekonecnu®. Hlavni rozdil je, ze mikroskopem se zvétsuji blizké
predméty (tedy se jednd o zobrazeni z blizka do nekone¢na) a dalekohledem pfedméty vzdélené
(zobrazeni z nekoneéna do nekonecna). Objektiv dalekohledu tedy vytvofi meziobraz ve své
ohniskové roviné, kam musime umistit také ohnisko okularu.

Oproti tomu objektiv mikroskopu vytvori meziobraz déle nez ve své ohniskové roviné, a to

podle zobrazovaci rovnice
1 1 1

ar - ap fi

2 Takovy obraz neni virtudlni v pravém slova smyslu, ale tento piipad lze interpretovat jednak tak, ze se
vytvori skutec¢ny obraz v plus nekoneénu, nebo ze se vytvori virtudlni obraz v minus nekonecnu, coz je presné
to, co chceme.
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kde a; znaéi vzdalenost pfedmétu od objektivu, a} vzdalenost meziobrazu od objektivu a fi
ohniskovou vzdalenost objektivu. Mikroskop ma typicky fixni vzdalenost objektivu a okuléru,
a co se dd ménit, je vzdalenost a;. Oznacme A vzdalenost blizsich ohnisek objektivu a okuldru
tak, e je kladnd, pokud je ohnisko Fj nalevo od ohniska F» (pro dalekohled by platilo A = 0).
Potom muzeme zobrazovaci rovnici psat ve tvaru

1 1 1
Cll—i_f1-|-A_f17 )
odkud lze vypocitat patticnou vzdalenost a;.

Kromé hvézdarskych dalekohledu jsou jesté dalekohledy na pozemské vzdalenosti, které
se vSak od obou soustav ze zadani lisi — zobrazujeme predméty, ke kterym se mizeme dostat
relativné blizko, a ohniska okuldru a objektivu nesplyvaji. Je tady jistd podobnost s mikroskopy.
V tomto pripadé vsak nelze ménit vzdédlenost a1, proto se méni vzdalenost A, kterou muzeme
vypoditat se stejné rovnice ([lf).

N N
L
? '
1 F:
Fl = F 2
N2 Vv

Obr. 1: Prachod horizontéalnich paprsku dalekohledem

F F,

Vv - T Vv

Obr. 2: Prichod sikmych paprski dalekohledem

Na obr. m a E vidime pruchod paprsku dalekohledem a na obr. E pruchod mikroskopem.
Soucasné je na obréazcich vidét, ze do dalekohledu ptichézi paprsky z nekonecna a ohniska
objektivu a okuldru splyvaji. Déle je predmét blizko k mikroskopu a na obr. B je vyznacena
vzdalenost A.

Smysluplné zvétseni je pomér thlovych velikosti, a to z jednoduchého duvodu. Velikost
obrazu vytvoreného na sitnici oka zavisi pravé na thlové velikosti pfedmétu. Pro mikroskop
(lupu a dals{ zobrazovaci soustavy na blizko) se porovnava thel obrazu v mikroskopu a thel
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Obr. 3: Prichod paprski mikroskopem

predmétu v konvenéni zrakové vzdalenosti L = 25cm. Tato vzdélenost je zvolena proto, ze
¢im blize predmét je, tim vétsi ho vidime (a zvétSeni chceme porovndvat s nejlep$im moznym
pozorovanim pouhym okem), ale souCasné oko neni schopné zaostfit libovolné blizké predméty.
Konvenéni zrakové vzdalenost je blizkym bodem (nejblizsi bod, na ktery jsme schopni zaosttit)
prumérného lidského jedince.

V pripadé dalekohledu nemuzeme pozorovat predméty v konvenc¢ni zrakové vzdalenosti,
proto je tieba zvétSeni definovat jako pomér thlovych velikosti télesa v dalekohledu a bez
dalekohledu. To muzeme udélat diky tomu, Ze vzdalenost pozorovanych predméta je vyrazné
vy$si, nez jak moc jsme schopni se k tém predmétim priblizit (tedy toto zvétseni nezdvisi na
nasi poloze).

Pri vypoctu zvétseni predpoklddame, ze tthlové velikosti predmétu i obrazu jsou malé, tedy
milZeme pouzit vzorce

sinx =~ x,
tgr~w.
Tuto aproximaci muzeme pouzit, protoze mikroskopem koukdame na velice malé predméty a da-

lekohledem koukame do velmi velké vzdalenosti. Jednd se o klasickou paraxidlni aproximaci.
Spoc¢téme nyni zvétseni mikroskopu. Uhlové velikost predmétu je

kde y je jeho pticny rozmér. Déle z podobnosti trojihelnikd na obr. E vidime

Y _;h_ — fa’

oA A

kde h je pficna velikost meziobrazu (ktery je prevréceny). Ted uz muZzeme psit vzorec pro
thlové zvétseni mikroskopu
F:Oi/: _f?i?Q :7LA
a L fife
K vypoctu zvétseni dalekohledu vyuzijeme obr. E Interpretovat ho mtzeme dvojim zpiso-
bem, bud je predmét vycentrovany na optické ose a paprsky prichdzi od jeho horniho kraje
(a y je tedy jeho polomér), nebo dolnf okraj pfedmétu je na optické ose, paprsky také prichdzi
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od jeho horniho kraje, ale y je jeho cely priimér. Uhel paprskii a optické osy odpovidd thlu o
a thel findlnich paprski, mi¥icich do oka, s optickou osou je pravé tihel . Z obrazku je vidét

h= fia= fad,
kde jsme vsak nechali pro ndzornost pouze kladnd znaménka. Protoze bude obraz prevriceny,
musime do vzorce pro zvétseni pridat minus. Nyni jednoduse vyjadiime zvétseni dalekohledu

b A _ &

Q f2 ’

Aby tedy dalekohled skutecné zvétSoval, musi mit okuldr mensi ohniskovou délku nez ob-
jektiv. Nenechte se vSak zmast tim, ze v tomto pripadé bude obraz predmétu dalekohledem
pri¢né zmensSeny (jak vidime na obr. [ll), zdlezi totiz predevsim na thlovém zvétseni.

Redlné vyuzivané zobrazovaci soustavy jsou slozené z mnoha zrcadel, hranold a cocek, které
prevraci obraz a predevsim eliminuji vady zobrazeni — napf. sférickou a chromatickou.

Komentare k doslym resenim

Mnoho z vés fesilo tlohu jako béznou ¢islovanou. Hlavni pointou zde bylo napf. oduvodnit, ze
pri¢né zvétseni neni urcujici, zZe ve skutecnosti nas zajima tthlové, nebo v ramci lepsiho pocho-
peni zobrazovaci optiky vztahy pro zvétSeni odvodit (findlni vzorec se bézné uéi na stfednich
skolach). Také jste mohli vymyslet, ze zaostfovani mikroskopu spocivé v tom, ze meziobraz musi
vzniknout pravé v ohnisku okuldru (nikoli napf. v umisténi pfedmétu do ohniska objektivu).
Dals$i zajimavy problém je, kde se vzala konvencni zrakova vzdélenost, a pro¢ je pro zvétseni
pouzita praveé vzdalenost blizkého bodu lidského oka.

Stejné tak mnoho z véis prekreslilo (nebo zkopirovalo) schéma mikroskopu z wikipedie, aniz
by ho radné ocitovala. Ve skutecnosti si na ném ale mizete vS§imnout chyby, ze pokud meziobraz
vznikne v ohnisku okuldru, musi podle zobrazovaci rovnice vzniknout obraz v nekone¢nu, a tedy
paprsky vychazejici z mikroskopu musi byt rovnobézné. Lépe feceno, toto je teoreticka idea
a prakticky se ndm to nepovede nastavit presné.

Jakub Dolejsi
dolejsi@fykos.cz

Uloha V.S ... linearni 10 bodi; primér 8,38; fesilo 21 student

a) Zkuste viastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouzivd linedrni regrese (postaci vlastnimi
slovy popsat nasledujici: dva hlavni pripady aplikace linedrni regrese, pouzivany model,
predpoklady modelu, postup volby prokladané funkce, zptsob vyjadreni nejistot mérent,
zékladni grafické metody regresni diagnostiky). Neni potieba uvddét presnd matematickd
odvozeni, staci pozadované pojmy a vlastnosti stru¢né popsat.

b) V prilozeném datovém souboru linregl.csv naleznete vysledky urcitého fyzikdlniho experi-
mentu, ve kterém jsme mérili dvojice dat (z;,y;). Namérenymi daty chceme prolozit teore-
tickou funkci, kterou je v tomto pripadé parabola, tedy funkce tvaru

f(z) = az® + bz +c.

Hlavnim cilem experimentu je urcit hodnotu koeficientu a (tedy koeficient u xz). Urcete hod-
notu tohoto koeficientu véetné nejistoty méreni. Neni potreba provadét regresni diagnostiku.


mailto:dolejsi@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXX ¢islo 6/7

¢)

d)

V priloZzeném datovém souboru linreg2.csv naleznete vysledky urcitého fyzikalniho experi-
mentu, ve kterém jsme mérili dvojice dat (z;,y;). Namérenymi daty chceme prolozit teore-
tickou funkci, kterou je v tomto pripadé logaritmicka funkce, tedy funkce tvaru

f(z) =a+b-log(z).

Hlavnim cilem zpracovani dat je vykreslit graf namérenych dat spolu s prolozenou teo-
retickou zdvislosti. Vykreslete takovyto graf (véetné intervalového odhadu pro proklddanou
funkci) a stru¢né ho okomentujte (takovyto graf musi mit vSechny néleZitosti). Neni potieba
provadet regresni diagnostiku.

Predpoklddejme, ze mdme naméreny dvojice dat (x;,y;) a chceme jimi prolozit linedrni
funkcni zavislost, tedy funkci tvaru

flx)=a+bx.

Odvodte presnou podobu vzorce na vypocet hodnoty odhadii regresnich koeficienti. Mizete
pouzit libovolnou ze dvou metod predstavenych v seridlu a také libovolné jiné zdroje, pokud
je budete fddné citovat. Vzorec chceme opravdu odvodit (tj. uvést vypodcet), nikoliv pouze
napsat.

Bonus: V ilohdch b) a c) provedte regresni diagnostiku a diskutujte, zda jsou splnény vsechny
potrebné predpoklady (pokud to jde, provedte také test vhodnosti proklddané funkce a disku-
tujte jeho vysledky).

Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostredi R. Pro vyreseni téchto tikolii postaci drobné

upravit priloZeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu vysvétlena potrebnd syntaxe
jazyka R. Michal nékde slysel, Ze linedrni regrese je pry uplné jednoduchd véc.

a)

Detailni odpovéd na tuto otdzku dostaneme jen prectenim patého dilu seridlu. Na tomto
misté popiseme jen opravdu nejzdkladnéjsi véci.

Linearni regrese se mtze pouzit v pripadech, kdy mame naméfend data ve formé dvojic
(z1,91), .-, (®Tn,yn) a chceme jimi prolozit teoretickou funkéni zavislost, kterd je linedrni
v neznamych regresnich koeficientech (vice o pouzivaném modelu v dalsim odstavci). Dva
hlavni duvody, pro¢ pouzivat linedrni regresi jsou, zZe chceme nepfimo zmérit néjakou fyzi-
kéln{ veli¢inu (tedy hodnotu vybraného regresniho koeficientu) nebo ze chceme vykreslit graf
s namérenymi daty, ve kterém bude pro nizornost vykreslena teoreticka funkéni zdvislost.
Nyni si blize popiseme model, ktery pii aplikaci linearni regrese pro nase data predpoklada-
me. Linedrni regresni model predpokladd, ze méfena data splnuji vztah

yi = Bo+ Bifi(xs) + -+ Befe(r:) +eis

kde Bo, S, ..., Bk jsou nezndmé regresni koeficienty, které chceme odhadovat pomoci na-
méfenych dat, fi(z),..., fu(z) jsou zvolené proklddané funkce a €; je ndhodné nepfesnost
méfeni (tedy ndhodnd veli¢ina).

Linearni regresni model mé 4 predpoklady, kterymi jsou

e Spravnd volba proklddané funkce.
e Stejny rozptyl pro vSechna méreni.
e Nezavislost jednotlivych méreni.

e Normaélni rozdéleni nasich méreni.

10
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Fyzik by se mél vzdy snazit pfi méfeni dat zajistit splnéni téchto predpokladi (hlavné pfed-
poklad o nezdvislosti jednotlivych méfeni) a po pouziti metod linedrni regrese zkontrolovat,
zda byly vSechny potiebné predpoklady splnény (o zpisobu ovéfovani splnéni predpokladi
v dalsich odstavcich).

Abychom minimalizovali riziko Spatné volby prokladané funkce, je dobré volit jen takové
funkce, které maji urcité teoretické fyzikalni opodstatnéni. Pokud toto nebudeme dodrzovat,
vystavujeme se nebezpedi, ze prokladanou funkci zvolime Spatné a vsechny nase vysledky
budou neplatné.

Podobné jako pri méfeni jedné fyzikalni veliciny muzeme i v pripadé linedrni regrese vyjadrit
odhady regresnich koeficient a proklddané funkce véetné nejistot méreni. V textu seridlu
byly uvedeny pfesné vzorce na vypocet téchto nejistot, které zde nebudeme opakovat. V praxi
je za nas bude vzdy numericky pocitat matematicky software.

Jak bylo feceno v predchozich odstavcich, vzdy by se méla ovéfit platnost predpokladiu
pouzitého modelu linedrni regrese. K tomu se pouzivaji residua modelu definovana jako

wi = yi — Bo — Bufr(as) — - — Brfulzi),

kde B:), ey B/; jsou odhadnuté hodnoty regresnich koeficientii. Pokud byly vsechny pred-
poklady pouzitého linearniho regresniho modelu splnény, méla by byt residua navzijem
nezavislad a neméla by vykazovat zddnou (ani lokdln{) zdvislost na nezdvisle proménné. To-
to se muze nésledné ovéfovat na vhodnych grafech residui (napf. residua oproti nezdvisle
proménné, residua oproti hodnotdm prolozené funkce, residua oproti posunutym residuim
atd.).

Ve vypocetnim prostfeni R nacteme poskytnuty datovy soubor na pomoci linearni regrese
naméienymi daty prolozime funkci tvaru

f(z) =az® + bz +c.

Vypocetni prostiedi R spocte podle vzorcu uvedenych v textu seridlu pro zadany model od-
hady regresnich parametriu véetné nejistot méreni a uvede je na vystupu. Pro tato konkrétni
data a proklddanou funkci dostaneme odhad regresniho koeficientu u z?

a=1,98
a nejistotu méreni tohoto koeficientu
Sa = 0,10.

Kdyz pouzijeme zkréceny zépis, muzeme psit, Ze jsme nepiimym méfenim urcili hodnotu
koeficientu a jako
a = (1,98 £ 0,10) .

Ve vypocetnim prostiedi R prolozime poskytnutymi daty funkci tvaru
flx)=a+0b-log(x).

Vypocetni prostiedi R spocitd odhady regresnich koeficientii véetné nejistot méreni podle
vzorcl uvedenych v textu seridlu. Pro nase konkrétni data dostaneme hodnoty

a=(50+0,08),
b=(2,87+0,09),

11
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hodnoty y

kde vyuzivame klasické zkriceny zapis nejistot méreni. Na Obr. H muzeme vidét méreni
véetné prolozené funkce a intervalu spolehlivosti pro proklddanou funkci s hladinou spoleh-
livosti 95%. Interval spolehlivosti je pomérné tzky, coZ znaci, Ze jsme pomoci naméfenych
dat uréili proklddanou funkci pomérné presné. Nemélo by nds nijak prekvapit, ze mnoho
nameéfenych bodl (vétsina) padne mimo interval spolehlivosti pro proklddanou funkei. Toto
je zpusobeno tim, ze kdyz zkombinujeme informaci ze vSech méreni pomoci linedrni regrese,
jsme schopni urcit hodnoty prokladané funkce velice presné.

o

y =a+ blog(x) °

o —-| o naméfenda data o e-mi

prolozena funkce T

o —{---- interval spolehlivosti SeeTS o o
'\ —
o —
m —
q- —
m —

I I I I I I I I

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 35 4.0

hodnoty x

Obr. 4: Graf s namérenymi daty, prolozenou funkéni zdvislost{ a 95% intervalem spolehlivosti

pro proklddanou funkci.

7 tohoto obrazku miuzeme vidét, Ze prolozend funkce na namérend data sedi pomérné dobre,
ale je mozné, ze je mirné porusen predpoklad homoscedasticity (vidime, ze rozptyl méfe-
nych hodnot zavisi na nezavsle proménné). Ovéfovani splnéni vSech predpokladi se budeme
podrobnéji vénovat v bonusové ¢asti tohoto vzorového feseni.

V textu seridlu byly zminény celkem 2 metody, jak se daji vyjadiit odhady regresnich pa-
rametru v linedrni regresi pomoci namérenych dat. Ve vzorovém feseni pro jistotu uvedeme
oba mozné postupy.

i Jako prvni vyjadiime tyto odhady nalezenim minima souctu ¢tvercti pomoci jejich parcial-
nich derivaci, které polozime rovny nule a vyfesime prislusné rovnice (obecny postup hleddn{

12
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extrému funkci vice proménnych). Nejprve si musime vyjadrit soucet ¢tvercu
S(a,b) = Z (yi —a — bxi)* .
i=1

Tento soucet ¢tvercu nyni parcidlné zderivujeme podle obou proménnych a a b a tyto par-
cidlni derivace polozime rovny 0, ¢imz dostaneme

98(a,b) N~ o,
T_Z 2(ys —a—bx;) =0,

=1

98(ab) N~ o
sz 22; (yi —a —bx;) =0.

i=1

Nyni musime nalézt feSeni této soustavy rovnic. Upravami téchto dvou rovnic dostdvame

zn:yi—na—bzn:xi =0,
i i=1 i ¢:1
inyi—ain—be? =0.
i=1 i=1 i=1

7 prvni rovnice nyni dostavame, ze plati

1 n n
azﬁ Zyi—bZ;ri
i=1 i=1

Toto vyjadreni mtizeme nyni dosadit do druhé rovnice a dostavame

imiyi —ixi liyz—blixz —bix? =0.
i=1 i=1 [t [ i=1

7 této rovnice uz se jednoduchymi algebraickymi tpravami d& odvodit vzorec pro b, ktery
ma tvar

n
doTiyi— 5

/l;* i=1 i

n n 2 '
St -t (L)
=1

i=1

Ti Y Yi

1 i=1

n n

Zpétnym dosazenim potom ziskdme vzorec pro odhad parametru a ve tvaru
n 2 n n n
1 1
T D D DR D DI
i=1 =1 i=1 =1
n n 2
2 .
dowi— | X w
i= i=1

a =

| =
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Timto jsme tedy odvodili vzorce na vypocet regresnich koeficienti pomoci minimalizace
souctu ¢tvercl residui v nasem linedrnim regresnim modelu.

Nyni si v rychlosti uvedeme, jak by se dalo postupovat druhou alternativni cestou, kterou
jsme zminili v textu seridlu. Nejprve si musime uvédomit, jak vypada matice modelu a vektor
naméienych hodnot. V nasem konkrétnim pripadé budou mit tvar

1 X1 Y1

1 z, UYn

Nyni stac¢i tuto matici a vektor dosadit do vzorce na vypocet odhadu regresnich koeficientu
a T\ =1y T

( 7 ) =X'X)" XY,

Pro snadnéjsi vypocet budeme postupné vycislovat uvedené matice. Nejprve se budeme
zabyvat matici XTX, vyé&islime tuto matici

I = n le
XTX_( 1 ... 1 ) : : _ =

n
' ! 1z 2 ;x?

i=1

Nyni si musime spocitat inverzni matici (XTX) ~! Budeme postupovat klasickym zpusobem,
ze si vedle této matice napiseme jednotkovou matici a budeme délat stejné radkové upravy
na obé matice az dostaneme misto piuvodni matice jednotkovou matici. Matice, kterd se
potom objevi na misté piuvodni jednotkové matice bude hledana inverzni matice.

n z; |1 0 n > 1 0
i=1 i=1

2 n ~
i=1

=1

n O 1 + i=1 —— i=1

14
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i=1

V prubéhu téchto tprav jsme pouzivali jen odecitani ndsobku jednoho fadku od druhého

n
a nasobeni fadku konstantou. Konkrétné jsme v prvni dpravé odecetli % > x;ndsobek prv-

niho fddku od druhého. Ve druhé tpravé jsme druhy radek vydélili 22— 1

n

i=1

i=1

nésledné jsme odecetli ) windsobek tohoto fddku od prvniho fadku. Ve tieti ipravé jsme

i=1

pouze vydélili prvni faddek c¢islem n a upravili zlomek do hezciho tvaru.
Nyni si musime vyéislit i druhou matici X7Y. Dostdvime

XTY:( 1 ... 1)
X1 Ty

Nyni mame vse pripraveno k dosazeni do vzorce na vypocet hodnot regresnich koeficienti,

po dosazeni dostavame

3

> v
;il:l
> xay
i=1

S

Vidime, Ze pri pouziti obou postupti ndm vysly naprosto stejné vysledky, coz neni nijak

prekvapivé.

15
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Bonus: 'V bonusu bude nasim tkolem provést regresni diagnostiku, kterou jsme v tlohéach b)
a ¢) nedélali.

Zacneme tulohou b). K tomu, abychom mohli posoudit, zda jsou vSechny predpoklady line-
arniho regresniho modelu v tomto ptipadé splnény, si potrebujeme vykreslit jednotlivé grafy,
které jsme detailné popisovali v textu seridlu. Na Obr. j mizeme vidét namérena data a pro-
loZenou funkci. Vidime, ze prolozend funkce na naméfend data dobie sedi (sprdvné proklada
naméfend data a nejsou vidét zddné znamky rizného rozptylu méfenych dat). Na Obr. ff ma-
zeme vidét hodnoty residui vynesené v grafu oproti hodnotdm nezévisle proménné. V tomto
grafu mizeme vidét rovnomeérné rozprostfend residua okolo osy x. Na Obr. [ mizeme vidét
vynesené hodnoty residui oproti hodnotdm prolozené funkce. Opét neni vidét zddnd znamka
podezielého chovani residui, kterd jsou rovnomérné rozprostiené kolem osy x. Nakonec jesté
musime podle Obr. f§ zkontrolovat nezavislost mérenych hodnot. Na tomto grafu opét nevidime
nic podeztelého, vSechna residua jsou ndhodné rozprostieny kolem pocatku soutadnic s zddnou
tendenci shlukovani v jednotlivych kvadrantech. Na zadnych z téchto grafi jsme nenasli zadnou
znamku toho, ze by byl porusen néktery z predpokladt linedrniho regresnitho modelu. Na zaveér
tedy muzeme Tici, Zze pouziti linedrni regrese bylo v tomto prikladé bezproblémové a obdrzené
vysledky muzeme povazovat za presné.

Nyni se budeme zabyvat tlohou c¢). Graf namérenych hodnot a prolozené funkce miizeme
vidét na Obr. Y. Z tohoto grafu muzeme vidét, ze proklddanad funkce na namérend data sedi
pomérné dobte, ale je mozné, ze budeme mit problém s porusenim predpokladu homoscedas-
ticity (muzeme si vSimnout, Ze naméfené hodnoty v pravé ¢asti grafu maji vétsi rozptyl nez
data na levé strané grafu). Na Obr. § mizeme vidét graf residui oproti hodnotdm nezdvisle
proménné. Tento graf potvrzuje nase podezieni o tom, Ze mérend data nemaji stejny rozptyl.
I zde je vidét, Ze residua v pravé ¢asti grafu maji vétsi rozptyl nez residua v levé ¢asti grafu. Na
Obr. [LJ muzeme vidét graf residui oproti hodnotam prolozené funkce. I na tomto grafu mizeme
pozorovat, ze méfena data nemaji stejny rozptyl. Na druhou stranu si ale musime uvédomit, ze
rozdil mezi rozptyly neni nijak podstatné velky. Na Obr. muzeme vidét graf residui oproti
posunutym residuim. Opét muzeme pozorovat, ze residua nemaji tendenci shlukovat se v zad-
ném z kvadrantu a jsou rovnomérné rozptylena kolem pocatku souradnic, coz znaci, ze nase
méfeni byla nezavisld. Na zavér muzeme tici, Ze jsme z grafu sice vypozorovali, Ze nase mefeni
neméla stejny rozptyl, ale poruseni tohoto predpokladu neni nijak vyrazné a bude mit spise
zanedbatelny vliv na platnost vysledku obdrzenych pouzitim linedrni regrese.

Na zavér jesté provedeme statisticky test vhodnosti proklddané funkce v piikladu ¢) (v pti-
kladu b jej provést nelze, nebot tam neméame vice méreni pro stejné hodnoty nezavisle promén-
né). Tento test byl popsédn v textu seridlu a proto ho zde nebudeme podrobné opakovat, jen
uvedeme, Ze testovd hypotéza a alternativa maji tvar

H : Proklddand funkce je zvolena spravneé.

A : Prokladand funkce neni zvolena spravné.
Pouzitim vypocetniho softwaru R dostaneme hodnotu testové statistiky pro nase konkrétni data
CH=14

a p-hodnotu

p=0,24.
Vidime tedy, Ze nezamitdme testovanou hypotézu na hladiné spolehlivosti a = 0,05. Toto znaci
(spoleéné s grafy popsanymi vyse), ze jsme proklddanou funkci zvolili spravné.
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S y=ax+hx+c
—— proloZena funkce
o namérené hodnoty

hodnoty y
20
1

hodnoty x

Obr. 5: Graf naméfenych hodnot a prolozené funkce z ptikladu b).
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Obr. 6: Graf residui oproti hodnotdm nezavisle proménné z piikladu b).
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Obr. 7: Graf residui oproti hodnotdm prolozené funkce z piikladu b).
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Obr. 8: Graf residui oproti posunutym residuim z ptikladu b).
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Obr. 9: Graf residui oproti hodnotdm nezavisle proménné z piikladu c).
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Obr. 10: Graf residui oproti hodnotam prolozené funkce z ptikladu c).
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Serial: Serial - Zpracovani dat 6. dil

V tomto poslednim dile seridlu se budeme vénovat pokrocilejsim partiim regresni analyzy. Nej-
prve si popiSeme, jak vyresit pfipady, kdy neni zrejmé, jakou mame zvolit proklddanou funkci,
coz vyresime lokalni aproximaci polynomy. Déle si popiseme pripady, ve kterych potiebuje-
me naméfenymi daty prolozit funkéni zavislost, kterd neni linedrni v neznamych regresnich
parametrech. Pozndme, Ze z hlediska zpracovani dat a price s matematickym softwarem je
nelinedrni regrese prakticky stejnd jako regrese linedrni (lisi se jen v matematickych modelech
v pozadi, jejichz znalost ale neni pro praxi nutnd). Déle se nau¢ime zahrnovat do nasi analyzy
i nejistoty méfeni naSich hodnot (zejména nejistoty typu A zplisobované pouzitym postupem
méfeni). Nakonec struéné zminime, jak postupovat pfi testech hypotéz o hodnotach regresnich
koeficient.

Nelinearni regrese

Az do ted jsme se zabyvali pouze pripadem, kdy proklddand funkce byla linedrni v neznamych
regresnich koeficientech, proklddana funkce tedy méla vzdy podobu

f(@) = Bo+ Bifi(x) + -+ Brfr(z).

Toto byla tzv. linedrni regrese. Nyni se budeme zabyvat pripadem, kdy potfebujeme namére-
nymi daty prolozit funkci, kterd neni linedrni v nezndmych regresnich koeficientech. Budeme
tedy prokladat funkci tvaru

f(m750’51""7/8k)7

kde Bo, B1,-.., Bk jsou nezndmé regresni koeficienty, v nichz neni tato funkce linedrni. Tako-
vémuto typu regrese se rika nelinedrni regrese. Nasim cilem nadéale bude stejné jako v pripadé
regrese linedrni odhadnout z naméfenych dat hodnoty nezndmych regresnich koeficientu a vy-
kreslit do grafu prolozenou funkci.

Nelinedrni regrese se od linearni regrese lisi jen v nékolika detailech. Na odhadovani nezné-
mych parametri v nelinedrni regresi pouzijeme stejné jako v pripadé regrese linedrni metodu
maximalni vérohodnosti, kterd za predpokladu normélniho rozdéleni chyb méreni bude ekvi-
valentni metodé nejmensich ¢tvercli. Vypocetni aspekt odhadu parametr v nelinearni regresi
je znacné komplikovanéjsi a musi proto pouzivat numerické algoritmy (na rozdil od linedrni
regrese, kde existoval explicitn{ vzorec). Vlastnosti odhadi budou v piipadé nelinearni regrese
velice podobné regresi linedrni. VSechny tyto odlisnosti si nyni popiSeme podrobné&ji.

Metoda maximalni vérohodnosti

O principu fungovani metody maximalni vérohodnosti uz jsme psali v minulém dilu seridlu, ale
pro jistotu ji zde jesté strucné zopakujeme. Pfi metodé maximalni vérohodnosti predpoklddame,
Ze namérend data (tedy dvojice (x;,y:)) byla vygenerovana pomoci nasledujiciho schématu. Pro
kazdou hodnotu nezévisle proménné x; jsme namérili urc¢itou hodnotu y; podle vztahu

yi = f(zi, B0, B1,...,Br) + &,
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kde &; predstavuje ndhodnou nepresnost méreni, o které predpokladdme, ze mé rozdéleni
N(0, 02), pro né&jakou nezndmou hodnotu o2. Vérohodnost pro uréitou volbu hodnot regresnich
koeficientu o, ..., Bk je definovana jako pravdépodobnost, Zze pri takovéto volbé regresnich ko-
eficienti namérime prévé takova data, kterd jsme namérili. Metoda maximdalni vérohodnosti
tiké, ze za odhady regresnich koeficientii vezmeme takové hodnoty 507 e BAk, které maximali-
zuji vérohodnost pro nase namérena data. Vérohodnost pro nase namérend data je tvaru

n

L(ﬂ(ﬁ"'7ﬁk7x17"'7xn7y15---7yn):H

i=1

1 1 Wi (®3,80,-.8,))2
2 2

e -
V2no?2

Tento vyraz se d4 pomoci algebraickych tprav prepsat na vyraz

(52)”
2no2 ¢

Podobné jako v minulém dile seridlu mizeme odvodit, ze tento vyraz je maximalizovan, pravé
kdyz je minimalizovana hodnota vyrazu

513 D Wi f(@isBoy Br))?
i=1

n

> (i — F@i, Bos---, ) -

1=1

Chceme tedy za odhady regresnich koeficienti zvolit takové hodnoty @)7 . ,B/;, aby byl mini-
malizovan soucet Ctvercti vzdalenosti namétenych hodnot od prolozené funkce. Pouzivame tedy
metodu nejmensich étverci.

Vypocetni aspekty odhadii parametrii

Jak uz jsme naznacili, po¢itdni odhadu regresnich koeficienti v nelinedrni regresnim modelu
je znacné komplikované. V praxi se pro tento vypocet museji pouzivat numerické metody.
Nejcastéji pouzivanou metodou je tzv. gradient descent metoda, kterou si zde stru¢né popiseme.

Tato metoda se snazi najit extrém funkce tim zptisobem, zZe zacne v néjakém nami zadaném
bodé (pozdéji bude upfesnéno, jak zvolit pocateéni bod), ndsledné ur¢i smér, ve kterém mini-
malizovana funkce co nejvice klesd¥ a posune se v tomto sméru o predem zvoleny krok. Tento
postup se porad opakuje, ¢imz se postupné posouvame k hledanému minimu funkce. Pokud se
dostaneme k hledanému minimu funkce, za¢ne se tato metoda vétsinou cyklit na misté (uz se
nikam systematicky neposouvd). Kdyz se toto stane, je to signdl, ze mizeme skonéit a prohlésit
posledni bod za aproximaci hledaného minima.

Tato metoda pozaduje, aby uzivatel na zac¢dtku zadal hodnotu pocatecniho bodu. Ve vét-
$iné ptipadt na volbé pocéateéniho bodu nezalezi (tj. miuzeme zadat libovolny pocateéni bod),
Jako pocatec¢ni bod by se mél volit bod, o kterém si myslime, ze je blizko hledanému reseni
(aby nebyla cesta k hledanému minimu prilis dlouhd). Jak uz bylo fe¢eno drive, Spatnd vol-
ba pocatetniho bodu obvykle neméa fatdlni dusledky (kromé delsi doby vypoctu), ale mize
se stat, ze kvili Spatné volbé pocatecniho bodu metoda nebude vracet pozadované vysledky.

3Toto se provede pomoci gradientu funkce (odtud nézev gradient descent), coZ je néco jako zobecnéna
derivace pro funkce vice proménnych.
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Toto je nejCastéji zpusobeno tim, Ze metoda nenajde globdlni minimum, ale pouze néjaké lo-
kalni minimum. Je proto dobré vénovat pozornost vhodné volbé startovactho bodu a potom
také zkontrolovat, zda vystup programu odpovidé intuitivni predstavé o spravném vysledku.
V opac¢ném ptipadé bychom méli zkusit jinou volbu pocatecniho bodu. V prilozeném vzorovém
skriptu je opét uvedena ukézka toho, jak spravné volit hodnoty pocatecnich bodu, abychom se
vyhnuli nesprdvnym zavérum.

Pokud budeme chtit v programu R odhadovat regresni koeficienty v nelinedrni regresi, po
zavolani prislusného ptikazu na pozadi probéhne podobny algoritmus, jaky byl popsan vyse.
Z tohoto duvodu je tedy potfeba spolecné s ostatnimi vstupnimi parametry modelu zadat
i poc¢atecni bod pro metodu gradient descent. Nyni mame alespon zékladni predstavu, proc¢ se
po nas néco takového chce.

Vlastnosti odhadii

V pripadé linearni regrese jsme odvodili pomérné dost vlastnosti, které maji odhady regresnich
koeficienti, a naucili jsme se konstruovat intervalové odhady pro hodnoty regresnich koeficientu
i proklddané funkce (viz minuly dil seridlu). Nyni bychom chtéli néco podobného odvodit i pro
pripad nelinearni regrese.

Dobré zprava je, ze v pripadé nelinearni regrese maji nase odhady tplné analogické vlastnosti
jako odhady v pripadé linearni regrese a daji se konstruovat také intervalové odhady pro regresni
koeficienty i pro proklddanou funkci. Spatné zprava je, ze matematicks teorie, kterd viechno
nebudeme uvadét a jen napiSeme, ze se daji zkonstruovat asymptotické intervalové odhady,
které maji pro dostateéné velky pocet méfeni (bude upfesnéno dale) vlastnosti

P(ﬁz € (@:I:ul,%sffi)) =1—a,
P(f(x,ﬁo,...,ﬁk)e (f(a:,go,...,,BAk)iul,%sfb(x))) “l-a,

kde s je nejistota m&Fen{ regresniho koeficientu a sf () je nejistota méfeni funkéni hodnoty

proklddané funkce v bodé x. Obé tyto hodnoty poskytuje matematicky software jako standardni
vystup. Jak uz bylo zminéno dfive, na vypocet téchto nejistot sice existuji explicitni vzorce, my
je zde ale nebudeme uvadét.

Regresni diagnostika

I v pfipadé nelinedrni regrese je potreba, aby byly splnény vsechny predpoklady modelu, jinak
obdrzené vysledky nebudou spravné. Predpoklady jsou v podstaté stejné jako v pfipadé linearni
regrese, pro jistotu je zde ale zopakujeme. Predpoklady nelinedrni regrese jsou

e Spravnd volba proklddané funkce.
e Stejny rozptyl chyb méfeni.
e Nezavislost jednotlivych méreni.

e Normalita chyb méreni.
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Stejné jako v linedrni regresi plati, ze ¢tvrty predpoklad neni nijak zasadni, pokud pracujeme
s dostatecnym poctem méfeni. Splnéni ostatnich predpokladi je ale pomérné zasadni. Je proto
nutné pokazdé provést alespon zakladni regresni diagnostiku, abychom ovéfili, Ze byly vsechny
predpoklady splnény (nebo ze alespon nebyly poruseny zdsadnim zptisobem).

V zésadé plati, Zze na ovéreni platnosti predpokladi muzeme pouzit stejné metody, které
pouzivdme na ovéreni predpokladt v linedrni regresi. Nemélo by smysl vSechny tyto metody
zde znovu opakovat, proto jen odkazeme na kapitolu Regresni diagnostika v minulém dilu
serialu.

Statistické testy o hodnotach regresnich koeficientd

Metody popsané v tomto odstavci jsou aplikovatelné na linedrni i nelinearni regresi. Posledni
véc, kterou bychom chtéli v souvislosti s regresni analyzou pokryt, je testovani hypotéz o hod-
notach regresnich parametri. Je to tedy situace, kdy chceme pomoci namérenych dat otestovat
hypotézu proti alternativé tvaru

H:B;=4,
Az #9,
kde 9 je néjakd predem zvolend konstanta.

Jak bylo popsano ve ¢tvrtém dilu seridlu, k odvozeni testu potiebujeme odvodit podobu
testové statistiky a kritického oboru. Jako testovou statistiku v tomto ptipadé zvolime

_Bi=9
- K. )
Sn’

T

kde sff 7 je nejistota méfeni regresniho koeficientu. Z predchoziho dilu seridlu vime, Ze v piipadé
linedrn{ regrese je tato nejistota rovna prvku na pozici (j,4) v matici 7%(X7X)™!, kde X je
matice modelu. V piipadé nelinedrni regrese jsme si explicitni vzorec neuvedli a spoléhame se
v tomto na matematicky software. Takto zvolena testova statistika bude za platnosti hypotézy
konvergovat v distribuci k rozdéleni N(0,1). Kriticky obor tedy zvolime jako

C = (—0o,ug)U(ui—g,00).

Zduvodnéni je stejné jako ve ¢tvrtém dilu seridlu u klasického t-testu.
Jednoduchou modifikaci by se dal takovyto test upravit, aby testoval mirné pozménénou
hypotézu proti alternative

H:pj<9,
A:B; >0,

Testova statistika by se zvolila stejné, jen volba kritického oboru by se lisila. Kriticky obor testu
by v tomto ptripadé byl

C = (u1—a,00).
Zduvodnéni je opét zcela analogické jako v pfipadé t-testu. V pripadé opac¢nych znamének
nerovnosti v definici testované hypotézy a alternativy bychom dostali stejnym zptisobem kriticky

obor tvaru
C = (—00,uq) .
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Nékolik poznamek k nelinedrni regresi

e Stejné jako v pripadé linearni regrese plati, ze v kazdém pripadé musime mit alespon
takovy pocet méfeni, jako mame nezndmych regresnich koeficientt (jinak nemuzeme ne-
linedrni regresi ani pouzit). Déle plati, ze aby byly intervalové odhady pro regresni koefi-
cienty a hodnoty proklddané funkce, které jsme popsali v predchozich kapitolach, presné,
potfebujeme mit alespon 4-5 krat vice méfeni nez regresnich koeficienti.

e Stejné jako v pripadé linearni regrese plati, Ze ¢im vice naméfenych hodnot pouzijeme
pro odhad regresnich koeficienti, tim presnéjsi vysledky dostaneme (dostaneme mensi
nejistotu méreni regresnich parametri).

e Stejné jako v pripadé linearni regrese plati, ze bychom méli naméfenymi daty prokladat jen
takové funkce, které maji urcité fyzikalni opodstatnéni. Z opacném pripadé se vystavujeme
velkému riziku, ze zvolime proklddanou funkci $patné, coz by mélo na zavéry nasi analyzy
fatalni dusledky.

e Dalsi véc, na kterou si musime dat v pripadé nelinearni regrese pozor, je identifikovatel-
nost regresnich parametri v nasem modelu (v linedrni regresi jsme toto fesit nemuseli).
Identifikovatelnost regresnich parametrii znamena, ze se nesmi stat, ze bychom pro rizné
hodnoty regresnich koeficientui dostali stejnou proklddanou funkci.

Pro lepsi pochopeni uvedeme ptiklad. Pokud bychom zvolili proklddanou funkci ve tvaru

J@)=a+

cr+d’
stalo by se, ze by regresni parametry nebyly identifikovatelné. Napriklad pro volby para-
metra
(a,b,¢,d) = (1,1,1,1),
(a',b',c,d) = (1,2,2,2)
bychom dostali naprosto stejnou proklddanou funkci (po kraceni ve zlomku). Tento pro-

blém se da vzdy odstranit vhodnéjsi parametrizaci (s méné regresnimi koeficienty). V tom-
to pripadé bychom si museli prokladanou funkci prepsat do tvaru

f(x):a—i-ﬁ:ﬂo—l—

1
;T + 3 iz + B2’

kde mame jen 3 regresni koeficienty (o, 51, 2.

e Pokud pouzivime pro zpracovani méreni urcitého experimentu nelinedrni regresi, meé-
li bychom do zévérec¢ného protokolu uvést dostatecné mnoho informaci, aby ctenar byl
schopen presné zrekonstruovat nas postup, poskytnout i grafické vystupy a dbat pfitom na
prehlednost. Stejné jako v pripadé aplikace linearni regrese plati, ze bychom jako vystup
méli uvést minimélné

— Tvar proklddané funkce (tedy vzorec f(z) =...)

— Bodovy odhad a nejistota méreni vSech regresnich koeficientu.
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— Alespon struény komentar, zda jsou splnény vSechny predpoklady pouziti regresniho
modelu (pfipadné upozornéni na mozné nepiesnosti zptisobené nesplnénim predpo-
kladt). Neni nutné priklddat vSechny popsané grafy.

— Pokud se rozhodnete vykreslit graf s namérenymi daty a prolozenou funkci, mél by
byt v legendé uveden tvar proklddané funkce. Je také dobré (i kdyz ne Gplné nutné)
do grafu vykreslit interval spolehlivosti pro proklddanou funkci. Ve vzorovém skriptu
najdete podrobny névod a ukazku, jak by toto mélo spravné vypadat.

e Pozorného ¢tenare jisté napadne, Ze nelinedrni regrese je univerzalnéjsi nez linearni regre-
se a ze bychom mohli pouzivat pouze nelinedrni regresi (tedy aplikovat ji i na problémy
FeSitelné linedrni regresi). Toto je do urcité miry pravda, ale stéle existuje mnoho divo-
di, proc¢ je dobré pouzivat linedrni regresi v pripadech, kdy to jde. Mezi hlavni patri,
Ze linedrni bude poskytovat presnéjsi vysledky (diky jednoduseji formulovanym modelim
a jednodussi matematické teorii). Jako druhy hlavni divod muzeme uvést snadnéjsi vypo-
Cet koeficienti. V problémech, které v tomto seridlu resime, a pfi uvazeni vypocetni sily
dnesnich pocitacu se toto nezdd byt jako nevyhoda nelinedrni regrese, ale ocenili bychom
to v ptipadé zpracovavani opravdu velkych objem® méfenych dat.

Pokrocilé partie regresni analyzy

V této posledni kapitole se budeme vénovat nékolika problémim pokrocilé regresni analyzy.
Uvadime je zde spise pro zajimavost, nebot na né v praxi moc ¢asto nenarazime a da se fici,
ze je v urcitém ptiblizeni mtzeme resit uz zndmymi metodami nebo tyto problémy ignorovat
a nedopustili bychom se velkych nepfesnosti (alespon tedy ve velké vétsiné pripadi).

Omezeni na regresni koeficienty

Neékdy v praxi potkdme pripad, kdy predem vime, Ze regresni koeficienty musi nabyvat jen
urc¢itych hodnot. Napfiklad mohou nabyvat jen kladnych hodnot nebo jen ”malych hodnot”
(feknéme mensi nez 100). V takovémto pfipadé je mozno numerickému algoritmu tuto infor-
maci poskytnout a ten bude hledat regresni koeficienty tak, aby tyto nase podminky spliovaly.
V prilozeném vzorovém skriptu najdete priklad, kdy je toto potifeba udélat, a také, jak to
spravné udélat.
Toto se nejcastéji stane, kdyz prokladdme namérenymi daty periodické funkce (jako napft. funk-

ce sin(x), cos(x) atd.). Pfedstavme si, ze chceme naméfenymi daty prolozit funkci

f(x) =a+bsin(cz +d) .

Pokud bychom si nestanovili zddnou dodatecnou podminkou na hodnoty regresnich koeficienti,
velmi pravdépodobné by nadm software na vystupu poskytl velice vysokou hodnotu odhadu
regresniho koeficientu c¢. Pokud bychom si nasledné nakreslili graf prolozené funkce, dostali
bychom sinusoidu s velikou frekvenci, kterd by sice skoro dokonale prosla naméfenymi daty
(tedy soucet ¢tverct residui by byl velice maly), ale velice $patné by aproximovala pozorovanou
zévislost. Refenim by v tomto piipadé bylo omezit mozné hodnoty regresniho koeficientu c.
Priklad spravného pouziti omezujicich podminek najdete ve vzorovém skriptu.
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Problematicka volba prokladané funkce - spliny

V praxi se mize nékdy stat, ze zavislost, kterou chceme namérenymi daty prolozit, je prilis
komplikovana na to, abychom ji mohli vyjadfit pomoci jedné proklddané funkce s regresnimi
koeficienty. Pokud bychom chtéli i v této situaci vykreslit graf, ve kterém bude kromé namérte-
nych dat i prolozend teoreticka kiivka, mtizeme k tomu pouzit lokdlni aproximaci polynomy.

Lokalni aproximace funkce polynomy zjednodusené znamend, ze defini¢ni obor funkce roz-
délime na mensi intervaly a na kazdém takovémto intervalu budeme chtit najit polynom, ktery
bude co nejvice podobny aproximované funkci (podobny ve smyslu, ze vzddlenost mezi aproxi-
movanou funkci a polynomem bude co nejmens{). Jisté néktef{ z vas uz slySeli o Taylorovych
polynomech. Taallorovy polynomy jsou jednim ze zpusobu, jak lokalné aproximovat funkci po-
moci polynomu®.

Idea, jak budeme chtit postupovat, je takové, Ze si naméfend data rozdélime do nékolika
intervall podle hodnot nezévisle proménné (délici body budeme v tomto kontextu nazyvat uzly)
a na kazdém z téchto intervalii budeme chtit namérenymi daty proklddat polynomidlni funkeci
urc¢itého stupné p. Jednotlivym polynomtim se v tomto kontextu fika regresni spliny¥. V praxi
staci zvolit p rovno dvéma nebo tfem, vétsi stupné proklddanych polynomt uz obvykle nevedou
k vyrazné lepsim vysledkim.

K prolozeni polynomt na jednotlivych intervalech mtizeme pouzit linearni regresi, ktera byla
popséna v minulém dilu seridlu. Regresni koeficienty budeme tedy odhadovat pomoci metody
nejmensich ¢tverci. Pokud bychom vse provedli jen tak, jak jsme dosud popsali, velice prav-
dépodobné bychom dostali nespojitou prolozenou funkci, coz neni tplné to, co by odpovidalo
intuitivnim pozadavkium na proklddanou funkci. Proto si navic pfiddme podminku na to, aby
bylo napojeni prolozenych polynomu na krajich nasich intervalt spojité. Takovouto podminku
pridame jednoduse tim, ze pfi pocitani odhada regresnich koeficientt budeme uvazovat jen ta-
kova teseni, kterd zaroven splnuji podminku na spojitost na krajich intervalu. Pokud si nejste
jisti, jak by se takovato soustava fesila, nevadi, v praxi toto vzdy bude obstardvat matematicky
software. Tento odstavec slouzi jen na ziskani zdkladni predstavy, co se v pocitaci po spusténi
prikazu déje.

Posledni problém, ktery musime vyresit, je volba déleni na intervaly, tedy jaké mmnozstvi
a jaké rozmisténi uzlu zvolit. Obecné se d4 ftici, ze je dobré zvolit uzly tak, aby na kazdém
vzniklém intervalu stdle byl dostateény pocet méreni (idedlné alespor 4 az 5 krat vice, nez
je stupen proklddaného polynomu). Uzly bychom méli potom volit tak, aby hranice intervala
odpovidaly bodum, ve kterych se méni chovani mérenych dat. Obvykle se v praxi postupuje
metodou pokus—omyl, tedy zkusime podle vySe popsanych pravidel uzly néjak zvolit, vykreslime
si prolozenou funkci a pokud nejsme spokojeni, pokousime se jinou volbou uzli vysledek zlepsit.
Zejména bychom volbou uzlit méli zajistit, aby prolozena funkce nevykazovala prilis rozkolisané
a neocekavané chovani. Tato metoda vyzaduje cvik a zkusenosti, proto ve vzorovém skriptu
najdete priklady toho, jak by spravna volba uzli méla a neméla vypadat.

Pomoci tohoto postupu dostaneme pékné vypadajici graf, ale je nutné si uvédomit nékolik
omezeni, ktera tento postup ma:

e Je potfeba pomérné hodné méteni k tomu, aby byla tato metoda spolehlivd (coz je lo-
gické vzhledem k tomu, ze naméfend data rozdélime na nékolik skupin a na nich zvlast
proklddame jednotlivé funkce).

4Pokud jste o Taylorovych polynomech jesté neslyseli, nevadi, uvddime to zde jen pro zajimavost.
5Cti [splajny].
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e Obdrzené odhady regresnich koeficientti na rozdil od klasické linearni regrese nemaji na-
prosto zadnou fyzikélni interpretaci. Jediné, ¢eho timto postupem docilime, je nazorné
proloZzend kiivka v grafu naméfenych hodnot.

e Vyvstava problém, jaké déleni na jednotlivé intervaly bychom meéli spravné zvolit, nebot
obdrzeny vysledek zavisi na zvoleném déleni.

Aplikace regrese v pFipadé heteroskedasticity

V tomto dilu a v minulém dilu seridlu jsme opakované uvadéli, ze jednim z predpokladu line-
arnich i nelinedrnich regresnich modeli je shodnost rozptylu méfenych dat (homoskedasticita).
Uvedli jsme, ze pokud neni tento predpoklad porusen vyrazné, miazeme toto poruseni ignorovat
(pfipadné slovné upozornit na mozné nepresnosti v obdrzenych vysledcich). Nyni predstavi-
me metodu, jak miuzeme heteroskedasticitu vzit v potaz pti odhadovani modelu tak, abychom
obdrzeli spravné vysledky.

Pro zacatek je nutné si uvédomit, ze odhady regresnich koeficienti budou spravné i pri
poruseni predpokladu homoskedasticity, jediné, co bude timto predpokladem pokazeno, jsou
nejistoty odhadu regresnich koeficienti. Tyto nejistoty odhad budou ve vétsiné pripadu pod-
hodnoceny, budeme tedy mit faleSny pocit, ze jsme koeficienty zmérili presné, i kdyz opak
je ve skutecnosti pravdou. Nastésti existuje metoda, jak upravit nejistoty méreni regresnich
koeficientu tak, aby reflektovaly nesplnény predpoklad homoskedasticity. Této metodé se ¥ikéd
Whitetiv odhad kovarianéni matice (nékdy také sendvicovy odhad). Je nad moznosti tohoto
seriadlu podrobné popsat tento odhad, proto to na tomto misté ani nebudeme délat. Jediné, co
je potieba si pamatovat, je, ze pokud pomoci regresni diagnostiky odhalime nesplnéni predpo-
kladu homoskedasticity, je potifeba pouzit jiny vypocet nejistot méreni, nez je ten zdkladni. Ve
vzorovém skriptu muzete nalézt priklad, jak takovyto odhad v praxi konstruovat.

Typickym dusledkem pouziti Whiteova odhadu kovarianéni matice namisto zédkladniho od-
hadu kovarian¢ni matice je zvétseni nejistot odhadt regresnich parametrti. Toto je nepiijemné
z hlediska sniZeni presnosti vysledku, ale je nutné si uvédomit, Ze je to jedind mozZnost, nebot
predchozi nejistoty méreni regresnich koeficientd byly sice mensi, ale nebyly spravné. Pritom-
nost heteroskedasticity v nasich datech snizuje presnost, se kterou jsme schopni urcit regresni
koeficienty.

Pozorného cCtendre urcité napadne, pro¢ bychom nemohli Whiteuv odhad kovarianéni ma-
tice pouzivat vzdy (je to pfece obecnéjsi odhad). Toto by bylo mozné a obdrzené vysledky by
byly spravné, ale vSsechny nase vypocty by se vyrazné zkomplikovaly. Navic je nutné zminit, ze
mirné poruseni predpokladu homoskedasticity pfilis nevadi (nijak vyrazné to neovlivni sprav-
nost ziskanych vysledkil) a mizeme ho ignorovat (jak bylo zminovdno difve). Whitetv odhad
je nutné pouzivat az v ptripadech opravdu vazného poruseni predpokladu homoskedasticity. Ve
vzorovém skriptu opét muzete najit ukazky pouziti Whiteova odhadu véetné ukazky toho, kdy
uz je nutné tento odhad pouzivat a kdy to jesté neni nutné.

Regrese na zakladé priméri z méreni

Pokud se provadi néjaké rozsahlejsi experimentdlni méfeni, vétsinou se postupuje tak, ze se pro
kazdou hodnotu nezavisle proménné zméri vice hodnot zavisle proménné®. Matematicka teorie

SPotom se (mimo jiné vyhody) dé provadét test vhodnosti proklddané funkce popsany v minulém dile
seridlu.
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regresni analyzy potom umoznuje délat regresi jen na zdkladé pruméru namérenych hodnot pro
jednotlivé volby nezavisle proménné.
Pro lepsi predstavu si uvedeme priklad. Predstavme si, Ze namérime nasledujici data

($17y1,1)7 ey (x17y1,7L1)7

(:Em,ym,l), M (xm,ym,nm) ’

Takovato situace neni nic neobvyklého, na zdkladé dosud vylozené teorie si s ni umime poradit
(tj. umime témito daty prolozit libovolnou funkéni zavislost). Co chee tento odstavec Fici, je, ze
pokud by ndm nékdo dal jen ¢aste¢nou informaci o téchto méfenich, a to sice pruméry hodnot
zéavisle proménné v jednotlivych skupinach odpovidajicich hodnotdm nezavisle proménné, pti-
slusnou vybérovou smérodatnou odchylku priméru a pocty métreni v jednotlivych skupinéch,
tedy
(%1, U1 0, 8n1,M1), -+, (Tms Prrer Sn s o)

stale bychom byli schopni takovymito daty prolozit libovolnou funkéni zévislost. Nékdy se
misto surovych dat poskytuji pravé jen pruméry hodnot nezavisle proménné, prislusné vybérové
smérodatné odchylky pruméri a poc¢ty méreni v jednotlivych skupindch z diivodu tUspory casu
a pamétové naroc¢nosti.

Toto tvrzeni si nyni také odvodime. Budeme postupovat tak, Ze si napiSeme soucet Ctver-
cli, ktery chceme pii odhadovani nezndmych regresnich koeficientt minimalizovat, na zakladé
vSech méfeni (tedy zatim nebudeme zavddét zjednoduSeni méfenych dat). Nasledné pomoci
algebraickych tprav ukézeme, Ze jsme schopni tento soucet ¢tvercu prepsat jen pomoci sym-
bolu (z;,7j.e, Sn;,1;), ¢imz bude odvozeni dokonéeno, nebot pii praktickém vypoctu miuzeme
pouzivat jen tento alternativni zapis. Nyni uz k samotnému odvozeni, soucet ¢tverct, ktery
chceme minimalizovat, mé tvar

N
S(‘rly-"71‘j7y1,17"~7yj7nj7607"~,ﬂk :Z x]7507~~~7/8k))2 )

kde N predstavuje celkovy pocet méfeni. Tento vyraz budeme nyni algebraicky upravovat,
nejprve rozdélime sumu pres vSechna méfeni na dvé sumy, nejprve podle hodnot nezavisle
proménné x a poté podle hodnot méreni prislusnych méreni zavisle proménné, ¢imz dostaneme

ZZ F(@j, B0, Br))?

j=1 i=1

Nyni provedeme dilezity trik, a sice ten, ze k vnitiku zdvorky priCteme a odecteme vybérovy
prumér prislusné skupiny méfeni, tedy ¢len

Yio = n*] : Yjyi-
Timto nezménime hodnotu naseho vyrazu, ale nasledné si tim vyrazné pomiizeme, dostavame

D Wi = Tow + Tow — f(@5, B0, B))

j=1 i=1

31



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXX ¢islo 6/7

Nyni roznidsobime zavorku, ¢imz dostaneme

m

ZZ Wsi = o)’ + 2 (Y36 — Tow) o — F (@5, Bos - Bk)) + Wie — (5, B0, -+, B))°] -

Jj=1 i=1

Nyni tento vyraz rozdélime na jednotlivé sumy a uvédomime si, ze nékteré vzniklé vyrazy
miuzeme z definice prepsat pomoci vyrazi Si,; a n;, dostdvame

DY i =T+ DY @ — S Bose e B)) +

j=1 i=1 j=1 i=1

+ZZZ (Yi.i = Vi) Wie = S (s, Bos - i) =

Jj=1 i=1

I
g

1)S$Lj + an (mi f(mj7507' .. 7ﬁk‘))2 +
j=1

<
Il
—_

||'M3

Z y],i_m)(m_f(xj7ﬁ07“'aﬁk))‘

Prvni dva ¢leny naseho souétu uz jsou vyjddfeny jen pomoci symbolt (z:,7j,e, Sn;, Ni), 2byva
néjak se vyporadat se tfetim clenem. Na tomto misté si musime uvédomit, ze tteti clen je roven
nule, coz plyne z jednoduchych algebraickych tprav, které zde nyni podrobné provedeme.

D0 2(ysi — Tw) @i — f(@s, Bo, - B)) =
j=1 i=1

Z Yilie = Yiif (@5, Bo, -, B) — (F5.0)" + Uiaf (x5, o, ... Br)] =

[ (@5,0)° = 1350 f (25, Bos -+, Br) — 1 (T5.0)° + 0350 f (25, Bo, -+, Br)] =

=0.
Shrneme si, co jsme celkové dokazali. Zapsali jsme soucet ¢tverct, ktery chceme pii odhado-

van{ nezndmych regresnich koeficientt minimalizovat, pouze pomoci symbolt (i, ¥i e, Sn;; T )
jako

S(xh"'7xj7y1,17'~~7yj,nj7/807“'7:3k:) = Z(TLJ - 1)8%]- +Zn1 (m_f(xj76077/8k))2

Jj=1

Je tedy vidét, ze k urceni odhadia regresnich koeficienti nepotfebujeme zndt hodnoty vsech
méfeni, ale staci ndm zndt hodnoty (z;,7je,n,,n;). V praxi se potom na hledani odhadi
regresnich koeficient pouziji stejné metody, které byly popsany diive, a bude to za nas vzdy
provadét pocitac.
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Kdyz se do takovéto situace dostaneme a chceme vykreslit graf namérenych hodnot a prolo-
zené funkce, vetsinou do grafu nekreslime samotné namérené hodnoty, ale pouze priméry mé-
fenf odpovidajicich hodnotdm nezavisle proménné ;¢ a nejistoty sn;, které vyjadiime pomoct
tzv. error barti (¢esky chybova tisecka). Chybova tisecka je vertikaln{ tsecka o velikosti 2s,; se
stfedem v bod€ y;,«, pomoci které v nékterych piipadech 1épe vyjadiime rozptylenost mérenych
hodnot (zejména v pfipadech, kdy médme hodné naméfenych hodnot a klasicky graf by byl kvuli
tomu neprehledny). Delsi chybovd tsecka znamend, ze méfené hodnoty byly vice rozptyleny.
Chybova tsecka se da také interpretovat tak, Ze je pravdépodobnost priblizné 68 %, Ze skutecna
hodnota proklddané funkce lezi uvnitt chybové tsecky (pokud mame dostatek méfeni, abychom
mohli pouzit centralni limitni vétu). V pfilozeném vzorovém skriptu také naleznete priklad na
pouziti této metody a kresleni chybovych tsecek.

Regrese pri uvaZovani nepresnosti méreni nezavisle proménné

Az dosud jsme uvazovali pouze nepresnosti mérené zavisle proménné y, hodnoty nezavisle pro-
meénné x byly povazovany za presné znamé. Nyni si rozebereme obecnéjsi pripad, kdy uvazujeme
i hodnoty nezavisle proménné x za zatizené nepresnostmi méreni. Nasim cilem bude opét prokla-
dat namérenymi daty teoretickou zavislost, k tomu budeme chtit odhadovat nezndmé regresni
koeficienty z naméfenych dat.

Stejné jako v predchozich pfipadech se na odhad hodnot regresnich koeficienti pouzije
metoda maximalni vérohodnosti. Nyni ale bude analytické vyjadieni feseného problému o néco
slozitéjsi. Obecné budeme predpokladat, Ze pro mérena data plati teoretickd zavislost

y:f(‘r7507""ﬂk)7

ale my nemuzeme ptfimo mérit hodnoty z a y. Tyto velié¢iny budeme vzdy méfit nepiesné,
vysledné hodnoty méreni &;, ¥; tedy budou rovny

gi:f<xi7507~"7ﬁk)+€i7
T = xi + i s

kde £; je ndhodna veli¢ina s rozdélenim N (0,07) a §; je ndhodna veli¢ina s rozdélenim N (0,02).

Nebudeme na tomto misté podrobné odvozovat, jak budou odhady v takovémto pripadé
vypadat, nebot je to prilis komplikované a v praxi je za néds bude vzdy délat pocitac. Jedi-
né, co zde uvedeme, je, jak si muzeme takovouto metodu predstavit ve srovnani s klasickou
regresi pri uvazovani méreni hodnot nezévisle proménné bez neptesnosti. V pripadé klasické
regrese jsme chtéli minimalizovat soucet druhych mocnin vertikalnich vzdalenosti namérenych
hodnot od prokladané funkce. Vertikalni vzddlenost namérené hodnoty od proklddané funkce
byla nazyvana residuum, matematicky zapsano

UZ‘ :ysz(xuﬁ(haﬂk)

V pripadé, kdy uvazujeme i nepresnosti méfeni nezédvisle proménné, ale nebudeme uvazovat
vertikalni vzdalenost, ale pfimo vzdédlenost namérené hodnoty od prokladané funkce. Abychom
mohli tuto vzdalenost spravné upravit, potfebujeme znat pomér mezi rozptyly ndhodnych ne-
presnosti méreni prislusnych nezavisle a zavisle proménné, tedy pomér

o

5.
0y
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Na zévér poznamenejme, ze v praxi nastane témér vzdy pripad, kdy mérime i hodnoty neza-
visle proménné s nepfesnostmi (minimalné nejistota typu B zplisobend pouzitim nedokonalého
méridla). Témér nikdy se nestane, ze bychom hodnoty nezévisle proménné znali presné. Pokud
ale je rozptyl hodnot méfen{ nezavisle proménné o2 vyrazné mensi, nez rozptyl hodnot méfeni
zdvisle proménné, tato metoda da témér shodné vysledky jako klasicka regrese (bez uvazovani
nepfesnosti nezdvisle proménné). Je to zpusobeno tim, Ze Gprava v chdpéni vzdélenosti nebu-
de prilis odlisné od klasické vertikdlni vzdéalenosti. V takovychto pripadech je potom naprosto
postacujici pouzit metody klasické regrese, neni nutné véci prili§ komplikovat (vysledky budou
jen zanedbatelné odlisné). Tato popsand metoda by se méla aplikovat jen v pfipadech, kdy jsou
hodnoty o2 a 05 srovnatelné, coz se v praxi ¢asto nestava.

Toto je zptisobeno tim, ze hodnoty nezdvisle proménné jsou typicky zatizeny jen nejistotou
typu B (nepresnosti méfidla), zatimco u hodnot zévisle proménné se musi poéitat s nejistotami
typu A (ndhodnost méfenych dat) i B (nepfesnosti métidla). Toto zplisobi, ze hodnoty zdvisle
proménné maji radové vetsi rozptyl nez hodnoty nezavisle proménné. Je ale nutné mit na
paméti, ze v pripadech, kdy jsou nepfesnosti méfeni zavisle a nezédvisle proménné srovnatelné
(coz se také obcas stdava), metody klasické regrese jsou nedostacujici a musime proto pouzit
vysSe popsany zobecnény postup.

Jen aplné na zavér poznamenejme, ze i v takovémto obecnéjsim pripadé lze konstruovat
intervalové odhady pro hodnoty regresnich koeficienti i pro hodnotu prokladané funkce. Teore-
tické odvozeni je vSak prilis slozité na to, abychom ho zde uvadéli. Ve vzorovém skriptu muzete
najit priklady pouziti této metody na konkrétnich datech.

Zavér
Toto je ze seridlu 30. ro¢niku FYKOSu vSechno. Pokud jste docetli az sem, musim Vam po-
gratulovat a zaroven podékovat za trpélivost. Doufdm, ze znalosti, které jste v tomto seridlu
nacerpali, v budoucnosti budete moci zuzitkovat, at uz v ramci riznych fyzikalnich soutézi nebo
béhem studia na stfedni (nebo i vysoké) skole.

Na zavér bych chtél jesté kromé ctenari seridlu a fesiteld seridlovych tloh podékovat i korek-
tortm, ktefi se vyraznym zpusobem podileli na findlni podobé jednotlivych dil tohoto seridlu.

Michal Nozic¢ka
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Poradi resiteli po V. sérii

Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.
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jméno skola 12345PE S V % b))

Student Pilng MFF UK 66688 81210 64 100 316
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4. Martin Schmied G Jihlava 86 744 41012 55 75 232
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6. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose 86625 512 — 44 73 184
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9. Miroslav Macko SpMNDaG, Bratislava 8 -6 --3 - — 17 72 113

10. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 2-1--4 - - 7 54 107

11. Ewva Vochozkovd Biskupské G, Brno 266 -—- - — — 14 66 102

12. Matéj Krdatky PORG, Praha 86 --6 - - 3 23 80 90

13. Simon Brdzda G, Hlinsko 6 — — — — - 6 56 82

14.-15. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejc¢in 8§ -6 - - - - 14 76 66

14.—15. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno 266 --7 - - 21 72 66

16. Richard Hamerlik SpMNDaG, Bratislava ~  — — — — — - - = — 45 65

17. Petr Doubravsky Akademické G, Praha - — — — — - - - — 67 58

18. Filip Novotny G Jihlava - = = = = - - - - 63 48

19. Adam Vavrecka G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — — — — - - - - 71 37

20. Filip Wagner G Tispov - = = = = - - - - 61 34

21.—22. Timea Szollésovd G Grosslingova, Bratislava - — — — — 2 - - 2 40 32

21.—22. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 4-0-- - - - 4 39 32

23. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina - — — — — 7T - - 7T 85 28

24. Lukds Hronek G, Pisek 6 ————- - - - 6 73 27

25. Viktor Vareka G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — — — — - - - - 76 25

26. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. - — — — — - = = - 8 21

27. Lucia Krajcoviechovd G Jura Hronca, Bratislava  — — — — — - - - - 717

28. Jdn Srejbr G J. Jungmanna, Litoméfice — — — — — - - = — 42 16

29. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha 2661 - - - - 15 58 15

30. Vojtech Jezek G Legionaru, Pribram - — — — — - - - - 117 14

31. Viktor Fukala G Jana Keplera, Praha 8§ - - -- - -5 13 81 13

32.-33. Sona Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. - — — — — - - - - 50 12

32.-33. Milan Tichavsky Slezské G, Opava ~ — — — — — - - - — 100 12

34.—35. Anna Hollmannovd SG Dr. Randy, Jablonecn. N. — — — — — - - - — 50 10

34.-35. Bohumir Zirek G Volgogradsks 6a, Ostrava — — — — — - - - - 17 10

36. Tomds Salavec BG B. Balbina, Hradec Kra- — — — — — - - - - 78 8
lové
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ro¢nik XXX

¢islo 6/7

Kategorie druhych rocniki

jméno skola 12345PE S V % b))

Student Pilng MFF UK 66688 81210 64 100 316

1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 86627 71212 60 9/, 297

2. Ladislav Trnka G, Havlickuv Brod 86736 71012 59 89 275

3. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 68626 4 — 9 41 82 233

4. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 862357 — 3 34 75 215

5. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikuls 866-53 9 9 46 83 208

6. Josef Minarik G Brno, tr. Kpt. Jarose 66 - -- - - — 12 81 206

7. Jakub Ruzicka G, Nymburk 866 -—4 —10 34 81 177

8. Jiri Blaha G, Uherské Hradisté 666 —-- - — — 18 86 142

9. Kristian Matustik G, Benesov 8 -014 2 7 - 22 54 129

10. Jakub Smolka Slezské G, Opava 666 -—-—- - — 18 61 93

11. Marie Grunovd G Moravsky Krumlov 66 --5-10 - 27 61 81

12. Dominik Berio G L. Svobodu, Humenné 88 - — — 10 - 26 100 78

13. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstena 665—-4 -6 3 30 73 71

14.—15. Karel Balej G a SOS, Rokycany - — — — — - - - - 95 59

14.-15. Tereza Pavlisovd G, Olomouc-Hej¢in - — — — — - - - - 63 59

16. Katerina Charvdtovd G B. Némcové, HK 64 - -- - - — 10 65 53

17. Veronika Vohnikovdi  Novy PORG, Praha - — — — — - - - - 73 35

18. Jakub Zemek G, Uherské Hradiste - — — — — - - - - 61 28

19. Jakub Rajnstajn G F. M. Pelcla, Rychnov n. — — — — — - - - - 69 25
Kn.

20.—22. Martin Dinh G, Tfinec - = - - = - - - - 100 17

20.—22. Daniel Martynek G, Tfinec - = - - = - - - - 100 17

20.—22. Stépdn Stryja G, Tfinec - = = = = - - - - 68 17

23. Simon Kondrk SPS Dubnica nad Vadhom ~ — — — — — - - - - 67 16

24. Andrea Binovd G, Ceskd Lipa - — — — — - - - - 75 15

25.—26. Josef Sabol G Chotébor - = = - = - - - — 100 12

25.—26. Marie Vandkovd G Boti¢skd, Praha 00— - — — — - - - - 39 12

27.-28. Madté Eke Gymnézium, sSOS a jazykovd — — — — — - - - - 58 11

skola

27.—28. Michal Jires G F. M. Pelcla, Rychnov n. — — — — — - - - - 85 11
Kn.

29. Klara Nechanickd G Neumannova, Zdar n. S. - — — — — - - = - 83 10

30. Viclav Bulin G,Plasy - === - - - - 82 9
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 12345PE S V % b))
Student Pilng MFF UK 33688 81210 58 100 286
1. Viktor Rosman G, Pelhfimov 44647 712 - 44 90 239
2. Tomds Dulava Mati¢ni G, Ostrava 336255 4 9 37 72 205
3. Vit Beran Masarykovo G, Plzen -4-5-7 -8 24 91 171
4. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov 23212410 7 31 49 140
5.—6. Martin Okdnik G Tajovského, B. Bystrica - - — — — - - - - 86 136
5.—6. Dominik Stary G, Benesov 43--6 - - — 13 80 136
7. David Kostak G, Josefska, Praha - — — — — - - - - 71 114
8. Katarina Castulikovd 1. sikromné G v Bratislave 230 -5 2 8 - 20 58 113
9. Ondrej Knopp G Christiana Dopplera, Pra- — — — — — - - - 96 91
ha
10. Dawvid Dvordk 7S a G, Konice @~ = — — — — — - - = - 50 54
11. Daniela Hrbdcovad Wichterlovo G, Ostrava 4 - —-——-—- - - - 4 48 47
12.-13. Ondrej Budek G Brno, tf. Kpt. Jarose 435—-- - - - 12 65 34
12.-13. Jdn Pavlech G sv. Jozefa Nové Meston. V. 4 2 6 1 — - - — 13 68 34
14. John Richard Ritter G Masarykovo nam., Tfebi¢ - — — — — - - - - 92 33
15. Jiri Loffelmann G, Litoméricka, Praha - — - — — - - - - 70 31
16. Andrej Holmes G Ruzomberok = — — — — — - 6 - 6 43 24
17. Pavla Trembulakovd G Jirovcova, Ceské Budéjovi- 1 1 — — — — — — 2 42 23
ce
18. Martina Kopeckd G J. Barranda, Beroun @~ = - - - — — - - - - 96 22
19. Markéta Jirmanové  BG B. Balbina, Hradec Kré- — — — — — - - - - 59 20
lové
20. Filip Keller G P. de Coubertina, Tabor - - — — — - - - - 72 18
21.—-22. Jaroslav Paidar SPS Masarykova, Liberec =~ — — — — — - - - - 52 17
21.—22. Matej Parada G Jura Hronca, Bratislava  — — — — — - - - - 74 17
23. Katarina Zatkovd Evanjelické G JAK, Kosice - — — — — - - - - 62 16
24. Veronika Funkovd G L. Jarose, Holesov =~ — — — — — - - - - 63 15
25.—26. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen =~ — — — — — - - - - 24 12
25.-26. Ondrej Komora G Mikulasské n. 23, Plzen @ - — — — — - - - - 71 12
27.—28. Kristyna Davidkova  Biskupské G, Brno =~ - — — — — - - - - 8 11
27.—28. Jakub Kovadrik G, Hodonn - - — — — - - - - 79 11
29. Ondrej Bilek SPS, Vlasim 0 - - - — = - - - = 100 9
30.—32. Tomds Hudcovic Jirdskovo G, Nachod - - — — — - - - - 117 7
30.-32. Stépdn Kastowskij G, Hlu¢m - = = = = - - - - 64 7
30.—32. Petr Semerdk Jirdskovo G, Nachod - - — — — - - - - 117 7
33.—37. Miroslav Hrabal G, Olomouc-Hejéin - — — — — - - - — 100 6
33.-37. Stépdn Kohl Klasické a spanélské G, Brno — — — — — - - - - 100 6
33.—37. David Némec G, Tanvald - — — — — - - - — 100 6
33.—37. Tereza Poldkovd G, Budéjovicka, Praha - - — — — - - - - 27 6
33.—-37. Martin Repcik G, Olomouc-Hej¢éin - — — — — - - - - 100 6
38. Lukds Vivah G J. V. Jirsika, C. Budégjovice 3 2 0 — - — — — 5 42 5
39.—41. Ondrej Hajnys G, Dvur Krilové n. L. - — — — — - - - — 100 3
39.—41. Jan Lindauer Prvni ¢eské G, Karlovy Vary — — — — — - = = — 100 3
39.—41. Aneta Némcovd G, Boskovice 00— - - - - - - - - 100 3
42. Filip Geib G M. M. Hodzu, Liptovsky — — — — — - - - - 67 2
Mikulas
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ro¢nik XXX

¢islo 6/7

Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno $kola 12345PE S V % b))
Student Pilny MFF UK 33688 81210 58 100 286

1. Jdchym Badrtik @G, Havlickuv Brod 44787 61512 63 103 296
2. Daniela Pittnerovd G L. Svobodu, Humenné 43796 7 912 57 94 270
3. Stépdn Stenchldk G, Tf¥inec - = = = = - - - — 102 194
4. Kldra Sevcikovd G, Uherské Hradisté 430-53 -3 18 77 172
5. Jan Strelecek G J. V. Jirsika, C. Budgjovice 136 - - — 10 69 146
6. Matéj Mezera @G, Havlickuv Brod 41-8—-—-15 — 28 91 144
7. Filip Novotny G Masarykovo ndm., Krométiz 33616 7 - - 26 77 116
8. Lucie Hronovd G Brno, tr. Kpt. Jarose 335154 - — 21 47 111
9. Karel Jokai G, Spitélska, Praha 00— — — — — 3 - - 3 59 56
10. Alzbéta Andrigskovd G, Olomouc-Hejéin - — — — — - - - - 72 48
11. Premysl Stastng G, Zamberk - - - = - - - - 85 46
12. Jonds Fuksa PORG, Praha - — — — — - - - 82 42
13. Samuel Sipikal G Milana Rafusa - — — — — - - - - 53 40
14. Matéj Rzehulka Wichterlovo G, Ostrava - — — — — - - - - 63 33
15. Petr Siminek G, SOS, SOU a VOS, Hofice 4 - - - - - - 4 82 32
16. Martin Vejvoda G Dobruska 33—-——-—- - - — 6 67 31
17. Branislav Belko G Milana Rafusa = - — — — — - - - - 68 28
18. Veronika Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina - — — — — - - - - 68 19
19. Frantisek Zach G, Litomysl - = = - = - - - — 100 18
20. Katerina Stodolovd G Dasicka, Pardubice @~ = 0— - — — — - - - - 87 138
21. Petra Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava = — — — — — - - - - 91 10
22. Viaclav Mikeska G F. Palackého, Val. Mez. - — — — — - - - — 100 6
23. Tomas Tesar G Jana Keplera, Praha = - - - - — - - - - 27 4

FYKOS

18000 Praha 8

WWW:
e-mail:

fykos@fykos.cz

http://fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku E
http://www.facebook.com/Fykos

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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