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Uvodem

Mili resitelé, milé resitelky,
Jaro je tady a my jsme zase vymysleli nékolik hezkych tloh. Doufame, ze se vdm budou libit.
Pokud pfijedete na jarni soustfedéni, vézte, Ze se moc tésime :) . A pokud nejedete, at uz
kvili maturité nebo nétemu jinému, prejeme hodné tspéchti ve skole.
Za chybéjici vzorova feseni a body u prvnich dvou tloh se omlouvame, co nejdiive budou
zvefejnény na webu.
Tésime se na vas.

Organizdtori
Zadani' V. série
Termin uploadu: 11. 4. 2017 23.59
Termin odeslani: 10. 4. 2017
Uloha V.1 ... vesmirny snéhulak 3 body

Jakou silou bude pridrzovana hlava naseho snéhuldka, ktery si volné poletuje ve vesmiru? Mame
snéhulaka tvoreného pouze homogennimi koulemi o hustoté g, jejichz stfedy lezi na jedné piimce
a koule se dotykaji, jsou umisténé v poradi od nejvétsi po nejmensi a s tim, Ze nejmensi koule
(hlava) mé polomér r a kazdd dals{ ma dvojndsobny polomér, co ta pfedchozi. Ve vesmiru je
pouze nas snéhuldk a nijak nerotuje.

Bonus: Zobecnéte ilohu pro pocet kouli N > 3. Bude se sila blizit néjaké konecné hodnoté
pro n — oo, nebo pujde k nekonecnu?

Uloha V.2 ... koule ve vazkych tekutinch 3 body

V nékterych pripadech feseni tloh s odporem vzduchu ¢i obecné tekutiny pouzivime pro odpo-
rovou silu Newtontiv vzorec F' = C'pSv?/2, kde C je souéinitel odporu télesa ve sméru pohybu
télesa, o je hustota tekutiny, S je prifez a v je rychlost pohybu télesa. Ten obvykle docela
dobie plati pro turbulentni prostredi. Zajimame se o kouli, pro kterou C = 0,50. V lamindrnim
proudéni pak obvykle pouzivime Stokesuv vztah F' = 6nnrv, kde n je dynamickd viskozita te-
kutiny a r je polomér koule. Pokud mame néjakou konkrétni kouli, je mozné, aby se pro néjakou
rychlost tyto odpory rovnaly? Jak bude tato rychlost zaviset na poloméru koule?

Uloha V.3 ... nék il pfes cen sra 6 bodu

Predstavte si situaci, kdy mame 3 stejné nerotujici disky, které se pohybuji presné v jedné
ptrimce v poradi 1, 2, 3. VSechny tti se pohybuji bez treni a dalsich odporovych sil po vodorovné
podlozce, pricemz disky 1 a 2 jedou doprava a proti nim jede disk 3 doleva. Plati, Ze rychlost 1
je vétsi nez 2. Jak zavisi vysledné rychlosti diskt po probéhnuti vsech srazek na poradi srazek?
A jaké tyto rychlosti budou? Srézky probihaji pruzné. (Jako vzdy nezapomente, ze odpovéd je
potieba fadné zduvodnit.)

Bonus: Disky maji riznou hmotnost.
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Uloha V.4 ... na provazku 8 bodu
Dvé zavazi zanedbatelnych rozméra o hmotnosti m = 100g spojime pruznym nehmotnym
provizkem o klidové délce lp = 1m s tuhosti & = 50kg-s™2. Jedno zdvazi drzime na misté

a druhé kolem néj nechame rotovat s frekvenci f = 2Hz. Prvni zdvazi se pfitom muze volné
otacet kolem své osy. V jednu chvili drzené zavazi uvolnime. Na jakou miniméalni vzdalenost se
k sobé zavazi priblizi? Neuvazujte vliv gravitacniho pole a predpokladejte platnost Hookeova
zékona.

Uloha V.5 ... poutovy balének 8 bodil
Méme balének s hmotnosti (po nafouknuti) m a objemem V naplnény héliem, na kterém je
piivédzand (prakticky nekone¢nd) stuzka s délkovou hustotou 7 = 10gm™'. Pfedpoklidejte

izotermickou atmosféru, pro niz je zavislost atmosférického tlaku p na vysce z dana vztahem p =
= poe */%0 (20 je parametr atmosféry). Balének polozime k zemi a poté ho uvolnime. Do jaké
maximalni vysky balének vyleti?

Uloha V.P ... skli¢ka 8 bodii

Popiste zobrazovaci soustavy mikroskop (sloZeny ze 2 spojek) a Kepleruv dalekohled. Vysvétlete
rozdil ve funkci a konstrukci mikroskopu a dalekohledu a nacrtnéte pruchod paprsku. Jak
se d4 smysluplné definovat zvétseni pro dané optické prvky? Odvodte pro zvétseni konkrétni
vzorce.

Uloha V.E ... vlasec 12 bodt

Zmérte modul pruznosti v torzi vlasce G, ktery jsme vam poslali spolecné se zadanim.

Uloha V.S ... linearni 10 bodu

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouzivd linedrni regrese (posta¢i vlastnimi
slovy popsat nasledujici: dva hlavni pripady aplikace linearni regrese, pouzivany model,
predpoklady modelu, postup volby proklddané funkce, zpusob vyjadieni nejistot méfeni,
zdkladn{ grafické metody regresni diagnostiky). Neni potfeba uvddét presnd matematicka
odvozeni, stac¢i pozadované pojmy a vlastnosti struéné popsat.

b) V pfilozeném datovém souboru linreg!.csv naleznete vysledky uréitého fyzikdlniho experi-
mentu, ve kterém jsme mérili dvojice dat (z;,y;). Naméfenymi daty chceme prolozit teore-
tickou funkci, kterou je v tomto pripadé parabola, tedy funkce tvaru

f(z) = az® + bz +c.

Hlavnim cilem experimentu je uréit hodnotu koeficientu a (tedy koeficient u z?). Uréete hod-
notu tohoto koeficientu véetné nejistoty méreni. Neni potieba provadét regresni diagnostiku.

¢) V pfilozeném datovém souboru linreg2.csv naleznete vysledky uréitého fyzikdlniho experi-
mentu, ve kterém jsme méfili dvojice dat (z;,y;). Naméfenymi daty chceme prolozit teore-
tickou funkci, kterou je v tomto pripadé logaritmicka funkce, tedy funkce tvaru

fx)=a+b-log(x).
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Hlavnim cilem zpracovani dat je vykreslit graf naméfenych dat spolu s proloZenou teo-
retickou zavislosti. Vykreslete takovyto graf (véetné intervalového odhadu pro proklddanou
funkci) a struéné ho okomentujte (takovyto graf musi mit vSechny nélezitosti). Neni potieba
provadét regresni diagnostiku.

Predpoklddejme, Ze mame naméfeny dvojice dat (z;,y;) a chceme jimi prolozit linedrni
funkéni zavislost, tedy funkci tvaru

flz)=a+bz.

Odvodte presnou podobu vzorce na vypocet hodnoty odhadt regresnich koeficientti. Mizete
pouzit libovolnou ze dvou metod predstavenych v seridlu a také libovolné jiné zdroje, pokud
je budete fadné citovat. Vzorec chceme opravdu odvodit (tj. uvést vypodet), nikoliv pouze
napsat.

Bonus: 'V tdlohdch b) a ¢) provedte regresni diagnostiku a diskutujte, zda jsou splnény vSechny
potiebné predpoklady (pokud to jde, provedte také test vhodnosti proklddané funkce a disku-
tujte jeho vysledky).

Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostredi R. Pro vyfeseni téchto ikolu postaci drobné

upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentdiu v kédu vysvétlena potfebnd syntaxe
jazyka R.
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Reseni |V. série

Uloha IV.1 ... svitkova relativita 3 body; prumér 2,05; feSilo 42 studenti

Pohadkové postavy to nemaji lehké, chtéji-li zjistit, kdy se objevuji na scéné. Dnesni technika
jim to ale usnadnuje. Treba princezna Pointa z pohadky o délce Sest kapitol. VSechny kapitoly
Jjsou stejné dlouhé, a tak kazdd na Karlové displeji méri 1200 pixeli na vysku (samotny displej
ale zobrazi jen vysku 900 px). Pii ¢teni Karel souvisle scrolluje a navic ¢te porad stejné rychle.
Po trech minutach od zacatku ¢teni Pointa minula prvni konec posuvniku ve scrollbaru a po
sedmi minutdch i druhy. V kolikaté kapitole se objevi Pointa?

Poznamka: Pomér vysky posuvniku viici vysce displeje je stejny jako pomér vysky displeje
vuci vysce celého textu pohadky. Michalovi prokluzoval scrollbar.

Celé riesenie budeme vztahovat ku zaciatku textu. Oznacime rychlost posivania obrazovky
v, pocet kapitol N, dizka jednej kapitoly d, vysku displeja [, ¢as, kedy Pointa minula dolnt cast
posuvnika t1 a ¢as kedy minula hornd ¢ast posuvnika ts.

Ako prvé ur¢ime pomer vysky posuvnika ku vyske displeja. Pohidka
Zo zadania je zrejmé, ze plati

_p_t _1
k_z_Nd_s‘

Karel ¢ita rychlostou v a teda horny okraj obrazovky sa mu
posunie za cas t na polohu
yi(t) = vt. Obrazovka

Dolny okraj obrazovky je stdle od horného vzdialeny o [, ¢ize jeho
poloha vzhladom ku zaciatku textu je

y2(t) =1 +l=vt+1.

Situécia je o trochu komplikovanejsia oproti hornému a dol- .. Pointa
nému okraju obrazovky, avsak nie o vela. Posuvnik budeme opét
vztahovat ku zaciatku textu, ¢ize vzdy ma polohu horného okraja
obrazovky plus to, o ¢o sa posunie vzhladom k hornému okraju
obrazovky pri scrollovani. Na to aby sme text posunuli o vt mu-
sfme posuvnik posunif o vtk. Pre horny okraj posuvnika potom
dostavame

y3(t) =y1 + yik = vt (1 + k)
Dolny okraj posuvniku je od horného posunuty o p, ¢o je z rovnice pre pomer posuvniku
a vysky displeja Ik
ya(t) = ys +lk =vt (1 + k) + k.
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Nasa nezndma je x — poloha Pointy. Dolny okraj sa bude nachadzat v x v ¢ase t; a horny
v Case t2. Dostdvame ststavu dvoch rovnic o dvoch nezndmych (rychlost ¢itania v a poloha
Pointy z),

ya(t) =z,
y3(t2) =T,
z ¢oho pre x dostavame
Lkt .
2 =197 px,

xr =
to —t1
¢o je este prva kapitola, teda Pointa sa objavi eSte v prvej kapitole.

Peter Kubascik

Uloha IV.3 ... dvojkuzel 8 bodii; primér 3,84; fesilo 38 student
Meéjme drevénou konstrukci, kterda ma pidorys rovnoramenného
trojuhelniku a vyska jejich dvou ramen roste smérem k zakladné

s tthlem o« = 2°. Do vrcholu naproti zakladné ¢ = 35cm, u néjz
ma trojihelnik thel 8 = 70°, umistime dvojkuzel s vrcholovym

tihlem ¢ = 40° a vyskou 2h = 40 cm. KuZel se samovolné zacne
valit ,,do kopce*, tedy ve sméru rustu hran trojiithelniku.

a) Vysvétlete, pro¢ se dvojkuzel muze kutdlet do kopce.

c) Jak4 je rychlost kuzele tésné pred ndrazem na zdkladnu?

d) Kolik otdcek kuzel vykond béhem své cesty?

nad vrcholem trojithelniku proti zékladné.
KuZelosecky v lingebre Mirkovi pripomnély tento hezky zdkladoskolsky pokus.

Nejprve poznamenejme, ze pokud umistime kuzel presné na vrchol konstrukce, tak pii rozjezdu
zapadne do konstrukce, ¢imz uz pri ,nulové® poloze ziskd jistou energii. Proto interpretujme
zadani tak, ze kuzel uz je mezi rameny a je velmi blizko k samotnému vrcholu.
kuzelu lez{ svisle nad body dotyku (pfi pohledu z boku). Ve skuteénosti se vSak bude valec
dotykat ramen konstrukce tak, Ze spojnice bodu dotyku a osy kuzele bude kolmé na , povrch“
konstrukce. Na konci toto formulujeme presnéji a povime si, kde se feseni bude lisit.

Oznaéme x vzdélenost ujetou dvojkuzelem (méfenou podél vysky trojuhelnikového pudory-
su). Déle ozna¢me 2y vzdélenost ramen trojihelnika v bodé x (vzdalenost bodi dotyku dvojku-
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zelu s trojuihelnikem),  polomér fezu dvojkuzele v bodé dotyku s trojuhelnikem a R maximalni
polomér fezu dvojkuzelem (v jeho stfedu). Tyto rozméry muzeme vyjadiit ndsledovné,

B
:tf
Yy $g27
»
=(h—y)tg =
r=( y)g2,
¥
=htg =.
R g2

Vvev

t
t= thga+rfR:x go;ftgétgf ,
cos £ cos 5 2 72

kde jsme zvolili nulovou hladinu (pfidali t¥eti, konstantni ¢len) tak, aby v po¢atecni poloze byla

koeficient k jako zdvorku v predchozim vztahu, abychom mohli jednoduse psat t = kx.

Jelikoz se systém musi vyvijet tak, ze potencidlni energie se bude minimalizovat, musi byt
zévorka v predchozim vyrazu zapornd, pokud chceme, aby se dvojkuzel valil ,,do kopce“, tedy
do sméru, kde x roste. Pak pfi rustu x bude skuteéné potencidlni energie klesat. Dosazenim
zadanych parametri vidime, ze v tomto ptfipadé se skutecné bude dvojkuzel valit ,,do kopce®.

Daéle budeme predpokladat, ze kuzel neprokluzuje, tedy pro translacni a rotacni rychlost

plati vztah
v:rw:w(h—y)tg%. (1)

Po dosazenim za rychlosti v a w vztahy

_dz
’U—E,
_d®
W=

kde 7 znaci Cas, mizeme rovnost (m) zintegrovat a ziskat vztah pro thel ®, o ktery se kuzel
otodil pti posunu do polohy z,

T

o _zyg B
@(m):/ dz _ _lg(1-fts5)

tg (h—xtg ) tg 4 tg 5

Odtud ziskdme pocet otacek jako

N(z) = ‘1’2(:) .

Jelikoz je otédzka polohy narazu komplikovanéjsi, prozatim pfedpokladejme, ze zndme ko-
necnou polohu vélce x, kterou oznacme jako &, a vypoctéme prislusnou rychlost kuzele pred
narazem. K poloze £ se vratime vzapéti.

K vypoctu rychlosti pouzijeme ZZE v néasledujicim tvaru,

v*(€)
r2(§)

1 1
—mgké = EmUQ(E) + §J
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Odtud snadno vyjadiime rychlost

Nyni si uvédomme, ze dvojkuzel bude mit stejny vyraz pro moment setrvacnosti jako kuéelﬂ
(jedn4 se o soucet momentt setrvaénosti dvou kuzelii o poloviéni hmotnosti). Hodnota momentu
setrvacnosti kuzele vzhledem k jeho rota¢ni ose je

3

J=10m 10

V tuto chvili trochu predbéhneme a uvedeme, ze vyjde & = 18,1 cm. Po dosazeni rozméru
systému dostdvime rychlost dvojkuzelu pied nirazem v(¢) = 0,5m-s™ ' a podet otacek dvojku-
Zelu pred narazem N (&) = 0.6. Tedy na pfiblizné 18 cm se dvojkuzel zrychli na 0,5 m-s~! a pii
tom se otoc¢i pouze o néco malo vic nez pul otocky.

Podminky narazu a misto kolize

Prvni podminka pro misto narazu, kterd nas napadne, je

R = ﬁfhtg

é_* C o C f
2tg & 2tg & 2’

mantinelu (ndrazové stény), musime tedy ovéfit nerovnost

ke +R< S1BL
2sing

Pokud je podminka splnéna (v nasem piipadé neni), mame sprdvné vyjadieni pro . V opac-
ném pripadé muze kuzel pokracovat dal, jelikoz jeho nejvzdalenégjsi ¢ast je nad koncovym man-
tinelem. K ndrazu dojde v jiné hodnoté x, kterou opét nazveme & (1épe feceno bude po tomto
rozboru £ v kazdém pifpadé odkazovat na spravnou hodnotu z, kdy dojde k ndrazu). Nyni &
vyjadrime jako .

= thg

— Az, (2)

jen musime nalézt danou hodnotu Ax. Pfi ndrazu bude osa kuzelu vzdéilend Ax od koncového

AH(¢) = ke + R— £182
2sing

kde ¢ je jako v (E)
Nyni uz dostédvame z Pythagorovy véty rovnici pro Az, a sice

R® = Az® + AH?(€).

1 Z toho diivodu v textu nerozliujeme diisledné rozdil mezi kuzelem a dvojkuzelem.
2 Tato hodnota uz lze nalézt v literatuie nebo si ji mizete sami ovéfit integrovanim r2dm.
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Jelikoz v8ak odsud dostaneme zavislost Az (), je urcujici az rovnice pro & ve tvaru

- Ax(E),

C

¢= 2tg§

ze které uz skuteénéE dostaneme hodnotu £, kterou vSak zde nebudeme konkrétné vyjadto-
vat kvili slozitosti vyrazu, ktery stejné nebudeme potiebovat. Predpokladejme tedy, ze nyni
znadme spravnou hodnotu z, kdy dojde k narazu — a pojmenovali jsme ji £&. V nasem pripadé
je & = 18,1 cm. Pokud bychom uvazovali prvni podminku pro misto narazu, dostali bychom
podle ocekavani nizsi hodnotu, a sice £ = 17,7 cm.

Aby vsak k narazu doslo, nesmi kuzel propadnout dovnitt trojihelnika, nez vibec dojede
k zadni sténé. Musime tedy ovéfit nerovnost h > y(&), tedy
B
h>¢&tg=
28tg5,
ktera opravdu je splnéna.

Presnéjsi reseni

t=

T
tga+rcosa’ — Reosal .

B

cos 5

strukci, ale kolmo nad rovinou, ktera by vznlkla, pokud bychom na nasi konstrukei (bez valce)
polozila desku.

Uhel o’ miizeme vypoditat tak, ze v poloze z je deska ve vysce z tg o/, kterou také umime spo-
¢itat tak, ze jsme se posunuli podél ramene (stoupajiciho pod dhlem «) o vzdélenost =/ cos(8/2),
tedy plati

ztg o = tg a,
cos 5 2
B
1 cos & .
cosa’ = = 2 =0,999.

1+tg?a B
\/ tigia \/0082§+tg204

Vidime, Ze pro malé « a ne piili§ velké 3, jako v naSem pifpadé, mizeme faktor cos o’ zanedbat.

Valec by mél nenulovou slozku rychlosti i ve svislém sméru, pro velikost rychlosti by pak
platilo

Vdz? +di2 dzx dt
= ——=—4/1 \/ 14+ k2.
dr dr * (dm) +

Vysledny thel ® by se tedy mél délit faktorem +/1+ k2. Jelikoz v/1 + k2 = 1,045, tak také
tento faktor Sel zanedbat pro nasi kombinaci Ghlid. Do vztahu pro findlni rychlost se tento

faktor nedostane, protoze stile bude platit ZZE v totozném tvaru, resp. jedind zména bude,
ze k bude mit trochu jinou hodnotu.

3 Tato rovnice je kvadraticks, budeme si tedy muset rozmyslet, ktery kofen je ten spravny. Bude to ten
nizsi, protoze vyssi bude odpovidat analogické hodnoté &, ale az za mantinelem.
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mantinelu o vysku danou vyrazem

AH(E) = k¢ + Reosa/ — S 189
2sing

Pokud bychom uvazovali prvni model (v jistych usporddanich tohoto experimentu také spravny),
pak bychom dostali podminku néarazu

&=

c
Ztgg

— R(1 —sina’).

Pro nase hodnoty (maly dhel « pfedevsim vzhledem k thlu 8) vySly vSechny vysledky témér
uplné stejné, jako kdybychom zanedbali faktory cosa’ a /1 + k2.

Jakub Dolejsi
dolejsi@fykos.cz

Uloha IV .4 ... plynovy stroj 8 bodii; prumér 7,39; fesilo 36 studentl
Meéjme tepelny stroj naplnény idedlnim plynem slozenym z dvou- Py
. . . . . o P
atomovych molekul. Tento tepelny stroj vykonava kruhovy déj al A B
ABCDEFA, tedy sklada se z Sesti déju
e A — B — izobarické zahriti ze stavu 4po a Vo (teplotu 3t C

v A oznacme jako 4Tp) do stavu s objemem 3Vj,
e B — C — izotermicka expanze na objem 4V,
e C — D — izochorické ochlazeni na tlak po, 14 D
e D — E — izobarické ochlazeni na objem 2V},
e E — F — izotermicka komprese na objem Vj,
e F— A — izochorické zahrati na tlak 4po.
Urcete zbyvajici stavové veli¢iny ve stavech B, C, D, E a F, ma-
xim4lni a minimélni teplotu idedlniho plynu v priibéhu déje (v ndsobcich Ty ), teplo prijaté ¢i
odevzdané plynem v jednotlivych déjich a tucinnost tepelného stroje. Srovnejte tuto uicinnost
s ucinnosti Carnotova stroje pracujiciho se stejnymi maximalnimi a minimalnimi teplotami.
Pro jednoduchost uvazujte, ze se neméni latkové mnozstvi plynu ve stroji a nedochazi v ném
k chemickym preménam.
Bonus To samé provedte pro jednodussi cyklicky ,ctvercovy*
déj, tedy ABCDA, kde plyn zacing ve stavu po, Vo a Ty a izocho-
ricky se ohreje na 4po, izobaricky se zahreje a rozepne na 4Vj,
izochoricky ochladi na po a izobaricky se ochladi na Vy. Srovnej-
te ucinnosti téchto dvou tepelnych stroji a diskutujte, ktery je
lepsi. Karlovi bylo stridaveé teplo a zima.

NEom

w4
o

ESS

Pro zpracovani ilohy budeme pottebovat znat jednotlivé déje v plynech a vibec zdklady termo-
dynamiky. Zde budeme pfedpoklddat, Zze toto znite v rozsahu napf. studijnfho textu P. Sedivy:
Kruhovy déj s idedlnim plynem, ktery je soucasti knihovnicky Fyzikalni olympiddy®

Nejprve si pfipomenme stavovou rovnici idedlniho plynu ve tvaru p;V; = nRT;, kde n je
latkové mnozstvi plynu (tj. kolik moli plynu je uzavieno v nasem stroji), které se nebude ménit

4Text naleznete na webové adrese http://fyzikalniolympiada.cz/texty/kruhdej.pdf
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Tab. 1: Hodnoty stavovych veli¢in

.

Di Vi T;

4po Vo 4To
4p() 3% 1 2To
3p0  4Vo 12Ty
Po 4‘/0 4T0
po 2V 2T
2po Vo 2To

TEHOQW >

a R je molarni plynova konstanta. U ostatnich veli¢in je uveden index ¢, protoze se ndAm mohou
a budou ménit, ale tato stavova rovnice ndm rika, ze dvé veli¢iny z trojice p;, Vi, T3 nam uz
vzdy urci tu treti.

Ucinnost tepelného cyklu mizeme uréit ze vztahu

Qin - Qout -1 Qout

Qin Qin ’
kde Qin je celkové teplo prijaté plynem v prubéhu jednoho cyklu a Qout je teplo odevzdané
chladi¢i (v tomto pfipadé brané s kladnym znaménkem). Také bychom mohli G¢innost vypocitat
z podilu vykonané prace a prfijatého tepla, coz je ekvivalentni, ale bude praktic¢téjsi pracovat
pouze s teplem.

Pripomenme si také jednotlivé tepelné déje, ze kterych se nas cyklicky déj sklada. Za kladné
vzdy povazujeme teplo, které plyn prijima od tepelného rezervoaru na vyssi teploté a zaporné je
teplo, které plyn predava tepelnému rezervoaru na nizsi teploté. Asi nejjednodussi je izochoricky
déj, v jehoz priubéhu se neméni objem plynu a tim pddem se ani nekoné zadna préce. Teplo, které
prijme dvouatomovy plyn pii pfechodu ze stavu i do stavu j je Qv = 5 (p; — ps) V/2. V prubéhu
izobarického déje je konstantni tlak, ale méni se objem plynu. Teplo, které pfijme dvouatomovy

vvvvvv

’]7:

kterém se méni jak tlak, tak objem a plyn v prubéhu déje prijme teplo Qr = p;V;In % =
=p;V;In 2.

Nyni jsfne jiz vyzbrojeni znalostmi pro dopocteni vseho. Nejprve uré¢ime stavové veliciny p,
V a T pro vSechny stavy ze stavové rovnice, a to v nasobcich po, Vo a Tp. Hodnoty jsou uvedeny
v tabulce [l.

Nyni vidime, zZe minimalni teplota, které plyn v prubéhu cyklu dosdhne, je 275 a maximalni
teplota je 127p. Tim jsme odpovédéli na jednu z otézek v zadéni. Thned mizeme odpovédét
i na dalsf, a to, jakou G¢innost by mél Carnotiiv cyklus pracujici na téchto teplotach. Uinnost
Carnotova stroje je maximdalni t¢innost, kterou muze tepelny stroj pracujici mezi tepelnymi
rezervoary o teplotdch Timax a Tmin dosdhnout:

Tmin 2FAFO 5 .
max:]-_ =1- :*:83,3 .
K T 127, 6 %

Uginnost Carnotova cyklu a tedy maximélni t¢innost tepelného stroje je 83,3 %.
Kdyz mame stavové veli¢iny, mizeme urcit tepla, kterd plyn pfijme v jednotlivych déjich. Za
kladné povazujeme teplo vstupujici do stroje a za zdporné teplo, které stroj odevzdava chladici.

10
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Tab. 2: Tepla, kterd ptijme plyn v prabéhu déju

(= Qij
AB 28poVo
BC 12poVoIn %
CD —20poVo
DE —TpoVo
EF —2p0 Vo In2
FA 5poVo

Tepla opét urcujeme v nasobcich po a Vy. Pokud mate radéji nRTp, pak je to samoziejmé
ekvivalentni zapis. Tepla jsou uvedena v tabulce P

Pravdépodobné jste touto tlohou popsali vice papiru, ale jak vidite, tak kdyz si vSechno
napisete do tabulek, tak je to relativné jednoduché a primocaré. Tedy nyni ndm staci dosadit
za Qin = Qap + QBc + Qra & Qout = |Qcp + QpE + Qrr| do vztahu pro Géinnost. Vychdzi
nadm pak u¢innost n = 22,1 %. To je zhruba 27 % maximalni G¢innosti, které by dosidhl plyn
s Carnotovym cyklem. Slabinou obou cyklu je vSak izotermicky déj, ktery je zpravidla relativné
pomaly, protoze se musi vyrovnavat postupné se zménou objemu vyrovnavat i tlak tak, aby
byla teplota konstantni.

Reseni bonusové tilohy

Bonusova tloha byla tentokrat opravdu jednoduchd, protoze stacilo vypocitat jesté jednodussi
tlohu. Pro prehlednost pouzivame stejné znaceni jako u predchozi hlavni tlohy, ale vztahuje se
ke stavum, které odpovidaji tomuto tepelnému stroji. Zndme tlaky a objemy plynu v jednotli-
vych stavech, urc¢ime si jesté teploty

Ta=Ty, Ts=4T,, Tc=16Ty, Tp=A4Tp.

Vidime, ze v prubéhu cyklu musime dosahovat vétsi maximélni a mensi minimalni teploty plynu.
U¢innost Carnotova cyklu na téchto teplotach by byla dokonce nmax = 1 — 1/16 = 93,8 %.
Urc¢ime teplo, které bude prijimat ¢i odevzdavat plyn v jednotlivych déjich:

15 21
Qas = 7]90‘/07 Qpc = 42poVo, Qcp = —30poVo, (pa = —?pOVm
Nezbyvd nez uréit téinnost, kterd je n = 18,2%. Zavérem bychom méli srovnat oba dé&je.

Evidentné bude tézsi vyrobit stroj, ktery bude vyuzivat cyklus z bonusové tlohy, protoze podil
maximalni a minimalni teploty je vice nez 2,6nasobny vici prvnimu déji. To, ze v pribéhu déje
je podil teplot Sestnictindsobny, bude naro¢né na soucastky, ve kterych déj probiha. Déle je
také o néco méné prakticky vzhledem k tcinnosti, kterou ma mensi nez tepelny stroj z hlavni
casti tlohy. Jediny argument, ktery mluvi ve prospéch stroje v bonusové tloze, je ten, ze ma
méné stavi a méné déju. Je tedy jednodussi a mize probihat v principu rychleji, ale to stejné
neznamena, ze je snaze realizovatelny.

Karel Koldr
karel@fykos.cz
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Uloha IV.5 ... divna atmosféra 9 bodt; pramér 6,84; resilo 19 studentt
Zazili jste uz nékdy takovou divnou atmostéru? Do urcité vysky je v ni rychlost siteni svét-
la konstantni vo a od urcité hranice se rychlost siteni svétla zacne linearné zveétsovat podle
vztahu v(Ah) = vo + kAh. V jednom misté, pravé ve vysce, kde se zacala ménit rychlost svét-
la, vysleme svételné paprsky pod vsemi moznymi tihly smérem nahoru. Ukazte, Ze se budou
vsechny paprsky pohybovat po ¢dstech kruznic a urcete poloméry téchto kruznic. Také urcete
vzdalenost od mista vypusténi paprski, kde se paprsky vrati do ptivodni vysky.

Jakub chce vediet, aké by to bolo pldvat pod ladom.

Atmosféra pro nas zacne byt zajimava od hranice, na které se zaCne ménit rychlost svétla.

Nakresleme si tedy okoli této hranice [l.

a+da
™

Obr. 1: Paprsek lamajici se na infinitezimalnich vrstvach Divné atmosféry.

Situaci si miizeme namodelovat jako fadu oddélenych prostiedi s infinitezimélni tloustkou
a s odlisnou rychlosti svétla. Pro lom svétla na hranici kazdého jednoho takovéhoto prostiedi
poté muzeme vyuzit Snelluv zdkon, tedy
sina v
sin 8 - E
kde « je thel dopadu a § je thel lomu.

)

Vzhledem k tomu, Ze s rostouci vyskou roste i rychlost svétla, plyne pak ze Snellova zakona
i nasledné zvétseni hlu lomu, odtud poté plyne, Ze infinitezimalnimu néarastu vysky bude
odpovidat infinitezimalni zvétSeni thlu lomu. Oznacéime-li si tedy thel dopadu jako « a ihel
lomu jako a + da, dostaneme rovnost
sin(a +da) _ wa

sin a v
Nyni pouzijeme goniometricky vzorec pro sinus souctu, pfiblizné vztahy sin(da) ~ 0 a cos(da) ~ 1
a vyjadreni rychlosti v zavislosti na vysce ze zadani

dacosa kdx
1+———=1+—.
sin o v1

12
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Rovnost poté upravime na tvar
V1 COS ¢ dz

ksinae ~ da’
S vyuzitim goniometrickych funkci ziskdme vztah pro infiniteziméalni drahu, kterou svétlo urazi

dzx

cosa

ds =
Definice poloméru kfivosti trajektorie v daném bodé je R = S—Z, dosazenim tedy ziskdme polo-
mér kiivosti nasi kfivky v daném bodé

ds V1

T da ksina’
Zde si ale mizeme vSimnout, Ze az na konstantu k£ ndm vysel stejny pomér jako pii pouziti
Snellova zdkona. S jeho vyuzitim tedy muzeme psat pro kazdou vrstvu

sin o sin avo sin o,
V1 V2 Un '

Takze kiivka bude mit konstantni polomér kiivosti. Oznacime-li si vzdalenost od mista vyslani
paprsku k mistu, kde se paprsek vrati na stejnou vysku, jako d a vyuzijeme-li vztahu pro
polomér kfivosti v daném bodé, ziskame vztah

Vo

k

kde a znadi prislusny thel dopadu paprsku vici norméle k hranici atmosféry.

Krivka tedy bude mit konstantni polomér kiivosti po celé své délce a pro paprsek vyslany
pod thlem « vzhledem ke sméru ristu rychlosti svétla v divné atmosféfe (svisle vzhuru) bude
platit, ze se do plivodni vysky vrati ve vzdalenosti d = 252 cotg a.

d=2Rcosa =2— cotg o,

Tomds Hrbek
tomash@fykos.cz

Uloha IV.E ... MikuliSova vejce 11 bodd; primér 8,06; fesilo 36 studenti
Zmérte povrch ptacéiho (napr. slepiciho) vejce. Mikulds delal palacinky.
Teorie

Je nékolik zpusobi, jak zjistit povrch pramérného vejce. Mohli bychom naptiklad omotat vejce
provédzkem o zméfené prumérné sSifce a pak zmérit délku provazu. Také bychom mohli vejce
vyfouknout, naplnit ho vodou, zjistit tak objem skordpky a nakonec diky znalosti tloustky
vejce vypocitat jeho povrch. Pro matematicky nadanéjsi existuje moznost vejce aproximovat
jako funkci souradnic a vypocitat povrch numericky.

Pro nas pokus jsme zvolili slepici vejce velikosti M. Vybrand metoda méteni je velmi podobna
druhému popsanému zpusobu. Nejprve vejce rozklepneme a odstranime bilek se zloutkem®.

vy

Vnitrek skorapky vysusime a odstranime vnitini blanu. Na nékolika mistech zmérime tloustku

5Muzeme si z nich napfiklad udélat omeletu podle chuti.
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skotapky [ posuvnym méridlem. Poté zjistime objem vysusené skotdpky V v odmérném valci.
Celkovy povrch skordpky S pak vypocitame jako podil
%

Odchylky mohou vznikat nékolika ruznymi zpusoby. Posuvnym méfridlem méfime s pres-
nosti £0,05 mm, objem byl méfen v odmérném valci s presnosti 40,25 ml. Metoda predpoklada
konstantni tloustku celé skorapky. Déle potiebujeme tak tenkou skordpku, ze vnitini povrch je
zhruba stejny jako vnéjsi, a tedy zaktiveni skordpky dava zanedbatelny efekt. Skorapky vybra-
nych vajec jsme vysusili kuchynskymi utérkami, aby se zamezilo chybam pii méfeni objemu.
Skorapky jsme lamali nad c¢istym bilym papirem. Do valce se skorapka sypala primo z papiru,
abychom zamezili ztratam drobnych tlomka skorapky.

Vysledky

Celkem jsme méfili 6 vajec. Abychom zjistili priamérnou tloustku skordpky, métili jsme ji posuv-
nym méridlem na péti riznych mistech. Pramérnou tloustku skorapky i s dalsimi namérenymi
idaji mame v tabulce B. Objem skofapky se di zmérit pouze jednou. Je to zpusobeno tim, ze
pouzity odmérny valec byl prilis tzky na to, abychom z néj mohli skorapky jednoduse vyndat,
presusit a pokus zopakovat. V tabulce H najdeme prumérné hodnoty tlousték skorapek, namé-
feny objem jedné skorapky a vypocitany povrch kazdého vejce. Chyby jsme zjistovali podle
Gaussova zakona propagace chyb, tedy ze vzorce

2 2 2 2
. [os 08 (1 1%
AS? = (aVAV> + <azm) = (lmf) + (lgm>

Tento vzorec mizete znat ze tetiho dilu leto$niho seridlu.
Zprumérovanim mérenych vajec dospéjeme k zavéru, ze prumérné slepic¢i vejce ma povrch
(66 4+12)cm? .

Tab. 3: namérené tloustky vajec i s jejich prumérnou hodnotou se statistickou odchylkou

Cislo vejce 1 vejce 2 vejce 3 vejce 4 vejce b vejce 6
méfen{ ! [mm)] { [mm)] [ [mm)] ! [mm)] ! [mm)] [ [mm]
1 0.55 0.45 0.40 0.40 0.50 0.40
2 0.55 0.50 0.45 0.45 0.45 0.40
3 0.55 0.50 0.40 0.40 0.50 0.40
4 0.50 0.45 0.45 0.40 0.50 0.45
5 0.55 0.45 0.45 0.45 0.50 0.40

prumér | 0.54+£0.05 0.47+£0.06 043+0.06 0.424+0.06 049+0.05 0.41+£0.05

Diskuse

Miuzeme si vSimnout, ze nejvétsi chybu ndm do méreni vnasely neptresnosti méridel. Muzeme se
proto domnivat, zZe s lepSim vybavenim bychom pravdépodobné dosli k presnéjsim vysledktum.

14



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXX ¢islo 5/7

Tab. 4: charakterizace jednotlivych skotapek

éslo vejee | I [mm]  Al[mm] V [ml] AV [ml] S [ecm®] AS [cm?]

1 0.54 0.05 3.00 0.25 56 7
2 0.47 0.06 3.00 0.25 64 9
3 0.43 0.06 3.25 0.25 76 12
4 0.42 0.06 2.75 0.25 65 11
5 0.49 0.05 3.25 0.25 66 9
6 0.41 0.05 2.75 0.25 67 11

Kdyz se podivame do tabulky E, zjistime, ze tloustky skordpek riznych vajec se sice mohou
lisit, ale v rdmci jednoho vejce se tloustka skofdpky méfena na nékolika mistech vejce neliSila
od primérné hodnoty ani o nejmensi dilek stupnice.

Pokud bychom vejce aproximovali za kouli, spocitali jeji polomér, odecetli tloustku nejsilnéjsi
skofapky a znovu piepoéitali na povrch koule, dostali bychom 62cm?. Vidime, Ze rozdil mezi
vnitfnim a vnéjsim povrchem skofdpky mame asi 3%. S presnéjsimi méridly bychom tuto chybu
méli brat v potaz, ale v nasem priblizeni je zanedbatelna.

Meérili jsme 6 raznych vajec, jejich povrchy se nelisi o vic nez je odchylka méfeni, co je ale
len kvoli velkostou nasich odchylok, vieme zZe vsetky vajcia nie si rovnaké a pri presnejsom
merani by sme tieto rozdieli videli. Mohli by sme rozumne predpokladat, ze plochy vajec maja
Gaussovskt distribiciu okolo strednej hodnoty ktord sme zmerali, tento predpoklad ale narisa
to, ze do nasej vzorky sa dostant len vajcia v urcitom rozsahu velkosti ur¢enym distribtitorom,
teda distribicia je z oboch stran orezand a urcit jej smerodatni odchylku je nad rdmec tohto
textu. Zméfili jsme, Ze stredny povrch vejce se bude blizit hodnoté 70 cm?.

Katerina Smitalovd
katka@fykos.cz

Uloha IV.S ... testovaci 10 bodi; primér 7,56; fesilo 25 student

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouzivéa testovani hypotéz (postaci vlastnimi
slovy popsat nasledujici: hypotéza a alternativa, chyba 1. a 2. druhu, hladina testu, testova
statistika, kriticky obor testu, p-hodnota testu pro konkrétni namérend data). Neni potieba
uvadét presna matematicka odvozeni, staci pozadované pojmy a vlastnosti stru¢né popsat.

b) V prilozeném datovém souboru testovanil.csv najdete namérené hodnoty urcité fyzikdlni
veli¢iny. Pomoci jednovybérového t-testu otestujte, zda je skutecnd hodnota mérené fyzi-
kalni velic¢iny rovna 20. Déle predpokladejme, zZe je nasim cilem ukéazat, ze hodnota mérené
fyzikalni veli¢iny je vétsi nez 20. PouZijte vhodnou jednostrannou modifikaci t-testu k tomu,
abyste toto tvrzeni ovérili (dejte si pozor na sprdvné zvoleni hypotézy a alternativy).

¢) V prilozeném datovém souboru testovani2.csv najdete namérené hodnoty 2 ruznych fyzi-
kélnich velicin. Predstavujme si, ze se jednad o méreni stejné fyzikalni charakteristiky ale
za ruznych vnéjsich podminek (teplota, tlak atd.). Pomoci dvouvybérového z-testu otestuj-
te hypotézu, ze hodnota této fyzikalni charakteristiky je pro obé volby vnéjsich podminek
stejna.
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d) Pouzijte stejnd data jako v seridlové tloze z prvni série a pomoci Kolmogorovova-Smirnovova
testu urcete, ktery ze 4 vzorki dat pochazi z normalniho rozdéleni a ktery vzorek pochazi
z exponencidlniho rozdéleni.
Bonus Predpoklddejte, ze médte k dispozici méreni 2 fyzikalnich veli¢in (tedy 2 sady namére-
nych hodnot), kde jsou vsechna méreni na sobé nezavisld. Odvodte upraveny dvouvybérovy z-
test, ktery by testoval hypotézu, Ze skutecna hodnota prvni mérené fyzikalni veli¢iny je dvojna-
sobek skutecné hodnoty druhé mérené fyzikalni veli¢iny. Pro udéleni bodu je nutné a postacuje
odvodit podobu testové statistiky a kritického oboru. (Ndpovéda: PouZijte vicerozmérnou verzi
CLV, kde vhodné zvolite funkci f, a dale postupujte analogicky jako u odvozeni klasického
dvouvybérového z-testu)
Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vyreseni téchto tikolii postaci drobné
upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu vysvétlena potrebna syntaxe
jazyka R. Michal chtél otestovat, jak tézké ulohy resitelé zvlddnou.

a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostanete pouze prectenim 3. dilu seridlu, v tomto vzorovém
Testovani hypotéz se pouzije v pripadé, kdy potrebujeme na zdkladé namétrenych dat roz-
hodnout o platnosti néjaké nasi domnénky (hypotézy) nebo tvrzeni. Jak uz jsme rozebirali
v predchozich dilech seridlu, reprezentujeme namérend data jako realizace urcité ndhodné ve-
liciny (tedy naméfend data jsou ndhodnd - pfi kazdém méfeni dostdvame jiné hodnoty i kdyz
pouzivdme naprosto stejny postup méten{). Testovani hypotéz lze chdpat jako postup, ktery
nam 1ikd, zda jsou naméiend data dostatecné reprezentativni a zda na jejich zdkladé muze-
me prondset zdvéry o platnosti testované hypotézy (piipadné jaké jsou pravdépodobnosti,
ze se dopoustime $patného zdvéru).

Hypotéza a alternativa ndm fikaji, kterd tvrzeni budeme testovat. Vzdy je nutné k testované
hypotéze sestavit alternativu, kterd bude opac¢né tvrzeni nez hypotéza (tj. plati bud hypotéza
nebo alternativa, nikdy obé soucasné a vzdy alespon jedna z nich). Hypotézu a alternativu
musime vzdy zapsat pomoci matematickych vyrazii (nejéastéji rovnosti nebo nerovnosti)
a parametri uvazovaného modelu.

Jelikoz jsou méfend data ndhodnd, mizeme (a¢ s malou pravdépodobnost{) namérit v pod-
staté jakdkoliv data a nikdy si nemuzeme byt dplné jisti, jestli je zdvéreéné rozhodnuti
spravné. Pti formulaci zdvéru mizeme udélat celkem 2 druhy chyb (oznadili jsme si je jako
chyba 1. a 2. druhu). Chyba 1. druhu znamen4, ze jsme zamitli hypotézu, ktera ale ve sku-
tecnosti plati. Chyba 2. druhu znamenad, ze jsme nezamitli hypotézu, kterd ve skutec¢nosti
neplati (viz Tab. f).

nase rozhodnuti / skuteény stav ‘ plati hypotéza  plati alternativa

zamitdme hypotézu chyba 1. druhu spravné
nezamitame hypotézu spravné chyba 2. druhu

Tab. 5: Tabulka moznych rozhodnuti a chyb

Hladina testu udéva pravdépodobnost chyby 1. druhu, znaéi se obvykle a a jeji hodnota
se obvykle voli jako a = 0,05 (v ptipadé dulezitych experimentu nizsi). Tuto hodnotu si
musime vzdy zvolit na zacatku zpracovani dat.

Testova statistika je transformace namérenych dat, na zakladé které se budeme nisledné
rozhodovat o (ne)zamitdni hypotézy. Tato transformace musi byt zvolena tak, abychom
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znali jeji rozdéleni za platnosti testované hypotézy (za predpokladu, ze mame dostateny
pocet méfeni, stad¢i asymptotické rozdéleni).

Kriticky obor testu je mnozina hodnot testové statistiky (vétsinou interval nebo sjedno-
ceni dvou intervalil), ve kterém za platnosti hypotézy lezi hodnota testové statistiky jen
s pravdépodobnosti a (hladina testu). Jinymi slovy je to mnozina, kde by za platnosti hy-
potézy hodnota testové statistiky nejspise lezet neméla, ale za platnosti alternativy je velka
pravdépodobnost, ze zde bude hodnota testové statistiky lezet. Kdyz mame v praxi pro-
vést néjaky test s pouzitim namérenych dat, staci spocitat realizovanou hodnotu testové
statistiky a zjistit, zda lezi v kritickém oboru nebo nikoliv. Pokud lezi realizovand hodnota
testové statistiky v kritickém oboru potom zamitdme platnost hypotézy, v opaéném pripadé
platnost hypotézy nezamitame.

p-hodnota testu pro konkrétni namérend data predstavuje jakysi alternativni zptusob rozho-
dovéni o (ne)zamitan{ platnosti hypotézy (vysledek je vzdy naprosto stejny jako v piipadé
postupu na zakladé kritického oboru, ale postup rozhodovéni je jiny). KdyZ mame konkrétni
namérend data, potom definujeme p-hodnotu jako pravdépodobnost, Ze bychom za platnosti
hypotézy namérili data, ktera by jesté vice protirecila testované hypotéze nez ta data, kterd
jsme naméfili. Rozhodovéni o (ne)zamitani platnosti hypotézy na zdkladé p-hodnoty je jed-
noduché, hypotézu zamitame pravé tehdy kdyz je p-hodnota mensi nez ndmi predem urcend
hladina testu « (v tomto pfipadé je pravdépodobnost naméfeni dat jesté vice protifecicich
hypotéze malé, tedy jsme namérili data, kterd hypotéze hodné protifedi). Statistické pro-
gramy obvykle upfednostnuji rozhodovani na zakladé p-hodnoty, kterou vétsinou spocitaji
numericky.

Skute¢nou hodnotu mérené fyzikalni veli¢iny oznacime jako ps. Jelikoz povazujeme na-
méfend data za realizace ndhodné veli¢iny s normélnim rozdélenim, stiedni hodnotou g
a koneénym rozptylem muzeme na testovani takovéto hypotézy pouzit jednovybérovy t-
test. Zvolend hladina bude standardné rovna a = 0,05. Testova hypotéza a alternativa bude
ve tvaru

H:p, =20,
Ay #20.

Realizovand hodnota testové statistiky pii pouziti priloZzenych dat vyjde jako

T, = \/ﬁ% =252,

Kriticky obor testu je tvaru
C= (—oo,tn_l%) U (tn_lyl_%,oo) ,
C = (—00,—2,06) U (2,06, c0)
a prislusna p-hodnota pro namérend data vysla
p = 0,0187.

Na zakladé porovnani realizované hodnoty testové statistiky s kritickym oborem a na zakla-
dé p-hodnoty dospivame k zavéru, ze zamitdame platnost hypotézy. Jako zavér tedy uvedeme,
Ze na zékladé naméfenych dat mtzeme prohlasit (na hladiné spolehlivosti a = 0,05), Ze hod-
nota méfené fyzikalni velic¢iny neni rovna po = 20.
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Pri feseni druhé ¢asti tkolu je dilezité spravné zvolit testovou hypotézu a alternativu. Volbu
budeme provadét presné tak, jak je popsano v seridlu a sice tak, ze budeme chtit vyvratit
opak tvrzeni, které chceme potvrdit. Budeme tedy usilovat o to vyvratit platnosti tvrzeni,
ze skutecnd hodnota métené fyzikalni je mensi nez 20. Toto opacné tvrzeni, které chceme
vyvratit tedy zvolime jako testovanou hypotézu. Testova hypotéza a alternativa tedy budou
ve tvaru

H:p, <20,
Ay > 20.

Realizovand hodnota testové statistiky pii pouziti prilozenych dat vyjde stejné jako v pred-
chozim pripadé, nebot pouzivime stejnou testovou statistiku

T, = \/ﬁ% =252,

n

Kriticky obor tohoto testu se ale bude lisit

C=(th-1,1-a,0),
C = (1,71,00)

a prislusna p-hodnota pro namérend data vysla
p =0,009.

Vidime tedy, Ze rozhodnuti (jak na zdkladé porovnani realizované hodnoty testové statistiky
s kritickym oborem tak na zdkladé p-hodnoty) je zamitnout platnost testované hypotézy.
Timto jsme tedy potvrdili platnost alternativy (na hladiné spolehlivosti o = 0,05), tedy
tvrzeni ze skutecnd hodnota mérené fyzikalni veli¢iny je vétsi nez 20.

Oznac¢ime px a py skutecné hodnoty mérené fyzikalni charakteristiky za dvou rtznych
vnéjsich podminek. Cilem naseho testu bude otestovat hypotézu, Ze jsou tyto dvé hodnoty
stejné, k cemuz pouzijeme dvouvybérovy z-test. Tento test byl podrobné popsidn v textu
seriali, proto ho uz na tomto misté nebudeme podrobné popisovat a jen popiseme, jak se
na takovyto pripad konkrétné pouzije. Testovand hypotéza a alternativa maji nasledujici
podobu

H:px —py =0,
A:ux —py #0.

Realizovand hodnota testové statistiky za pouziti namérenych dat vychézi jako

an:7j9£3,02.

S%z + Smy
n m

Kriticky obor je v tomto piipadé ve tvaru

C = (—o0,ug)U(ui—g,00),

C = (—00, —1,96) U (1,96, ).
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p-hodnota testu pro nase namérend data nabyva hodnoty
p = 0,0043.

Vidime, ze na zakladé porovnéani realizované hodnoty testové statistiky s kritickym obo-
rem i na zakladé p-hodnoty testu zamitdme testovanou hypotézu na hladiné spolehlivosti
a = 0,05. Zavérem tedy lze ¥ici, ze jsme prokdzali (na hladiné spolehlivosti a = 0,05),
ze hodnota mérené fyzikalni charakteristiky zdvis{ na vnéjsich podminkdch (tedy za dvou
ruznych zkoumanych vnéjsich podminek je hodnota této fyzikalni charakteristiky navzdjem
odlisna).

Budeme pouzivat jednovybérovy Kolmogoroviuv-Smirnoviv test, ktery byl popsin v tex-
Necht médme néjaké spojité rozdéleni S (v nasem piipadé normélni a exponencidlni rozdé-
lenf) a namérend data, potom mizeme pomoci Kolmogorovova-Smirnovova testu otestovat
nésledujici hypotézu a alternativu

H : mérend data maji rozdéleni S,

A : mérena data nemaji rozdéleni S .

Testovou statistiku_a kriticky obor testu uz v tomto pfipadé uvadét nebudeme, nebot jsou
prilis komplikované®, postaci ndm vystup ze statistického programu R, kde bude uvedena p-
hodnota pro konkrétni namérend data.

Postupovat budeme tak, ze pro kazdou sadu namérenych hodnot (celkem 4 sady méteni) pro-
vedeme dvakrat Kolmogoroviv-Smirnoviv test, kde budeme rozdéleni S volit jako normalni
a exponencialni. Pokud pro konkrétni sadu namérenych hodnot Kolmogoroviuv-Smirnoviv
test zamitne hypotézu, ze tato data pochézeji z normélniho (nebo exponencidlniho) rozdé-
lenf, muzeme si byt pomérné jisti, ze z tohoto rozdéleni opravdu nepochézeji (na hladiné
a = 0,05). V opacném piipadé (tedy nezamitnuti hypotézy) sice nemizeme nase vysledky
interpretovat jako ptimé potvrzeni testované hypotézy, ale bu%eme v tomto pripadé pova-
zovat za dostateény divod k tomu tvrdit, Ze hypotéza je platnd. Vysledky takovychto testu
miizeme vidét v Tabulce f.

Na zékladé téchto vysledku vidime, ze jediny vzorek, u kterého jsme nezamitali hypotézu
o normalnim rozdéleni, je Vzorek 3. Podobné jediny vzorek, u kterého jsme nezamitali hy-
potézu o exponencidlnim rozdéleni, je Vzorek 4. Jak uz bylo diskutovano drive, budeme tyto
vysledky povazovat za dostatecné k tomu, abychom tvrdili, ze data ve Vzorku 3 pochazeji
z normalniho rozdéleni a data ve Vzorku 4 pochazeji z exponencidlniho rozdéleni. Pozorny
resitel tyto vysledky porovna se zavéry o rozdéleni, ze kterého mérena data pochazeji, které
jsme udélali na zakladé histogrami v seridlové tloze v 1. sérii, a zjisti, ze jsou tyto zavery
stejné.

Bonus: Na tomto misté si musime pripomenout znéni vicerozmérné centralni véty, ktera byla
uvedena ve 3. dile seridlu. Vicerozmérnd verze CLV tika, Ze pokud méfrime nékolik fyzikalnich
veli¢in, ¢imz dostaneme odhady téchto veli¢in s nejistotou méreni

(misgg) (Wissy) ,

SHloubavi é&tenafi si mohou tyto tudaje vyhledat na internetu, napi. https://en.wikipedia.org/wiki/

Kolmogorov-Smirnov_test.

v praxi se vysledky takovychto testt jesté kombinuji s dalsimi metodami (nap¥. zkoumanim pomoci his-

togrami) a na zdkladé kombinovanych vysledkt se formuluje zavér.
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Tab. 6: p-hodnoty Komogorovova-Smirnonovova testu pro vSechny sady meérfenych dat
a testovanych rozdéleni.

Normaélni rozdéleni  Exponencialni rozdéleni

Vzorek 1 <272-10716 <2,2.10716
Vzorek 2 <22-1071¢ <2,2-10716
Vzorek 3 0,92 <2,2.10716
Vzorek 4 <22-1071¢ 0,46

potom pro tyto namérené hodnoty a libovolnou diferencovatelnou funkce f bude platit

f (@,,@) —f(v(l),...,v(k))
V52

kde v, ..., v™® jsou skuteéné hodnoty méfengch fyzikalnich veli¢in a vyraz S? ve jmenovateli
je urcen vzorcem

25 N(0,1),

c/o\v('u(l),v(k’))

2
e Snq Am .y -
cov(u(2),v(1)) Cov(11(2>,1)(k)) o (v)
of (v or oy | ————t ... .
(@, @) |
: of (=
: i (U
cov(v() v(1)) ) 5o (0)
W Snk

Jelikoz pracujeme se dvéma fyzikdlnimi veli¢inami, budeme pouzivat dvourozmérnou verzi
CLV (tedy k = 2). Oznadime pux a py skuteéné hodnoty méfenych fyzikdlnich veli¢in, nasim
cilem bude otestovat, zda plati

px = 2py.

Jako alternativu budeme uvazovat jednoduse negaci této hypotézy. Hypotézu a alternativu
miuzeme ekvivalentné zapsat jako

H:pux —2py =0,
A:pux —2uy #0.

Nyni budeme predpoklddat, ze nase testovd hypotéza plati a ve dvourozmérné CLV zvolime
funkci f ve tvaru

f@,y) =2 —2y.
Tuto volbu délame proto, aby nam za platnosti testované hypotézy vyslo
fpx, py) = 0.

Testova statistika, kterou oznac¢ime jako 7', bude uplné stejna jako vyraz ve znéni CLV, tedy

T:f(W7W)_f(MX7MY):M7—2W (3)
V52 N
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kde x, iy oznacuji vybérové pruméry méreni prvni a druhé fyzikalni veli¢iny. Pro tuto speci-
alni volbu funkce f také dostaneme

2 cov(X,Y) 1

con o, ) (1)
cov(X,Y) 2 —2
V/ning n2

7 vicerozmérné CLV plyne, Ze testova statistika (E) za platnosti testované hypotézy konverguje
v distribuci k rozdéleni N (0, 1). Uréeni podoby kritického oboru testu pro hladinu testu o bude
tedy velmi podobné jako odvozeni podoby kritického oboru testu pro klasicky dvouvybérovy
z-test (podrobné popsano v textu seridlu). Kriticky obor tedy bude mit tvar

C= (-OOJ,L%) U (ul_%7oo),

po vycisleni pro o = 0,05
C = (—00,-1,96) U (1,96, 00) . (4)

Pozorny tesitel si sém rozmysli, ze pravdépodobnost, Ze za platnosti alternativy padne reali-
zovand hodnota testové statistiky do kritického oboru se se zvysujicim poctem méfeni blizi 1
(naprosto stejnd tvaha jako je pouzita v seridlu pfi odvozovani podobu kritického oboru pro
dvouvybérovy z-test). Kriticky obor je tedy zvolen optimalné.

Zavérem tedy muzeme fici, Ze jsme odvodili podobu statistického testu k testovani hypoté-
zy, ze jedna mérend fyzikalni veli¢ina ma dvojndsobnou hodnotu nez druhd mérena fyzikalni
veli¢ina, testovd statistika tohoto testu je tvaru () a kriticky obor je tvaru (f). Na zavér pozna-
menejme, ze Uplné analogicky by se dal odvodit podobny test, kde bychom testovali hypotézu, ze
hodnota jedné mérené fyzikalni veli¢iny je k ndsobkem hodnoty druhé mérené fyzikalni veli¢iny
(kde k muze byt libovolné redlné ¢islo).

Michal NoZicka
nozicka@fykos.cz
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Serial: Serial - Zpracovani dat 5. dil

V tomto dile seridlu se budeme vénovat neprimému méreni fyzikdlnich veli¢in a prokladani
naméfenych dat teoretickou zdvislosti, ¢ili, jak by fekl matematik, regresi (v tomto dile zatim
jen linedrni regresi), pripadné, jak by fekl fyzik, fitovani.

Zakladni problém, kterym se budeme v tomto dile (vlastné i v tom pfi§tim) seridlu zabyvat
je takovy problém, kdy mdme namétend dvojrozmérné data, tedy dvojice (z1,y1),. .., (Tn, yYn)
a chceme mezi nimi najit néjakou funkéni zavislost f (jak zvisi y na x). Muzeme rozliSovat mezi
dvéma hlavnimi cili hledani funkéni zavislosti. Bud chceme pomoci nalezeni funkéni zavislosti
neptrimo zmérit urcitou fyzikalni veli¢inu nebo chceme naméfenymi daty v grafu pro nézornost
prolozit teoretickou zavislost. V obou téchto pripadech budeme pottebovat néjaky matematicky
model pro nase data.

Zakladni model - Linearni regrese

V nasem zdkladnim modelu budeme uvazovat proklddanou funkci f pouze ve tvaru

f(z) = Bo+ Bifi(x) + -+ Brfu(x),

kde fi,..., fr jsou zndmé zvolené funkce a fo, 51,...,Br jsou neznamé regresni koeficienty,
které budeme chtit odhadovat. Na zacatku statistického zpracovani dat vzdy musime zvolit
proklddanou funkci (pomoci volby funkei fi,..., fr), o tom, jak ji sprdvné zvolit, bude jesté
feC.

Nyni si musime popsat model, kterym budeme popisovat nase namérend data. Budeme si
predstavovat, ze nase data byla vygenerovana podle néasledujiciho vztahu

yi = Bo+ Bifi(zi) + -+ Brfu(zi) + &y

kde fi,..., fr jsou znamé prokladané funkce, Bo, 51, ..., Bk jsou neznamé regresni koeficienty,
které budeme chtit odhadovat, a €; predstavuje ndhodné nepresnosti méfeni (tedy e; je realizace
ndhodné veli¢iny a ostatni éleny jsou deterministické, i kdyz z ¢asti neznamé). V zdkladnim
modelu budeme uvazovat, Ze €; maji rozdéleni N(0,0%) a Ze jsou pro riiznd méfeni nezdvisla.
Ve vztahu k teorii vylozené v prvnich 4 dilech seridlu si muzeme predstavovat, ze klasicky
mérfime fyzikalni veli¢inu, jejiz hodnota je ovSem zavisla na proménné z.

Tento zékladni model se nazyva linedrni regresni model®. V tomto dile serialu budeme
pracovat pouze s timto modelem, ktery se také nejcastéji v praxi pouzije, nelinearni regresni
modely si popiSeme v pristim dile serialu.

V tomto zakladnim modelu budeme uvazovat, ze hodnoty proménné x jsou ndm znamé
presné, tedy bez nepresnosti méreni. Toto neni vzdy taplné opravnény predpoklad, v praxi byva

seridlu.

8Na tomto misté musime vyvratit jeden rozsifeny mytus, a sice Ze linedrni regrese znamens pouze prokladani
primky namérenymi daty. Je vidét, ze prokladani piimky lze dosdhnout specidlni volbou parametri v popsaném
linedrnim regresnim modelu (zvolit & = 1 a f1(z) = z), ale je nutné si uvédomit, Ze ndzev linedrni regrese
odkazuje k linearité vzhledem k nezndmym koeficientim So, 81, ..., Bk, nikoliv k linearité proklddané funkce
(funkce f; mohou byt a ¢asto jsou nelinedrni, napt. sin, cos, exponencidla, logaritmus, polynomy atd.).
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Volba prokladané funkce

Vétsinou jsme v situaci, kdy mdme namérend néjakd data (tedy dvojice (x;,y:)) a potfebujeme
jimi prolozit néjakou funkci, ale nevime jakou. Volba spravné prokladané funkce je velmi dulezita
a proto zde v kratkosti popiseme, jak by se mélo spravné postupovat.

Kazd4 prokladand funkce by méla mit jasnou fyzikalni interpretaci a fyzikalni opodstatnéni.
Meéli bychom se vzdy zamyslet, jaky teoreticky vztah by meéla nase naméfend data spliovat
a takovou funkci jimi prokladat. Pokud budeme postupovat jinak, je veliké nebezpeci, Ze zvolime
Spatnou proklddanou funkci (o tom, jak poznat, ze jsme zvolili §patnou funkci, si povime pozdéji)
a budeme muset zac¢it od znova, nebot by vSechny nase vysledky byly nespravné.

Odhadovani parametri

Kdyz jsme si popsali zdkladni model, ktery budeme pouzivat, mizeme zacit odvozovat, jak bude
odhad nezndmych parametra fo, 51, ..., Bk vypadat. K odhadu parametru pouZijeme metodu
nejmensich ¢tverca.

Metoda nejmensich Ctverci

Metoda nejmensich étverctt uréi odhad parametri So, f1, ..., Br (odhady znacime tak, Ze pri-
dame strisku napft. ,(/3;) tak, ze za odhady téchto parametru vezme takova ¢isla, aby byl sou-
Cet ¢tverct odchylek naméfenych hodnot od odhadnuté hodnoty prokladané funkce co moznd
nejmensi. Matematicky zapsdno, metoda nejmensich ¢tverct se snazi odhadnout regresni para-
metry tak, aby vyraz

n PN - 2

Z (yi —Bo—Bifi(mi) = — kak(mi))

i=1
byl co mozna nejmensi. Intuitivni vysvétleni, pro¢ postupujeme pravé takto je, ze se snazime,
aby prolozend funkce prochdzela co nejblize naméfenym hodnotdm (vzdalenost v tomto piipadé
méfime jako druhou mocninu rozdilu naméfené hodnoty a prolozené funkce). Vyraz uvnitf
zévorky se oznacuje jako reziduum a znaci se U;. Residuum je rozdil mezi naméfenou hodnotou
a prolozenou zavislosti.

Nenli tplné zfejmé, pro¢ chceme minimalizovat pravé druhou mocninu residui, mohli bychom
minimalizovat tfeba absolutni hodnotu residui nebo absolutni hodnotu ze tfeti mocniny nebo
zvolit néjakou jinou vahovou funkci. Vysvétleni neni dplné trividlni, trochu zjednodusené vy-
svétleni mize byt takové, ze druhd mocnina zvyrazni velmi odlehld méfeni, ale zaroven prilis
neupozad{ neodlehld méfeni (tj. chceme odhadnout regresni koeficienty tak, abychom neméli
zadné méreni prilis odlehlé od prolozené zavislosti). Toto vysvétlen{ je trochu nepresné, existuje
i lepsi vysvétleni, které zde uvedeme.

Metoda maximalni vérohodnostlE

Odhady parametri metodou maximalni vérohodnosti na zdkladé namérenych dat funguji na
tom principu, Ze za odhad parametru vzdy vezmeme takové hodnoty parametri, které maxi-
malizuji pravdépodobnost naméreni takovych dat, které jsme zrovna v nasem piipadé namérili.

9Toto uz je opravdu pokroéilé téma, pokud chcete (nebo pokud se vdm tento odstavec nepodafi pochopit)
muzete tento odstavec bez obav preskoc¢it, na pochopeni dalsich ¢asti to nebude mit vliv.
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Kdyz budeme uvazovat vSechny vyse popsané predpoklady (tedy navzdjem nezdvislé nepfesnos-
ti méfeni €; s rozdélenim N(0,0?)), mizeme si napsat, jak vypada hustota pravdépodobnosti
v zavislosti na nezndmych parametrech. JelikoZ jsou jednotlivd méfeni na sobé nezavisld, vy-
slednd sdruzend (”vicerozmérnd”) hustota pravdépodobnosti bude souéin jednotlivych hustot
pravdépodobnosti. Matematicky zapsano sdruzend hustota pravdépodobnosti L (L z anglického

likelihood, ¢esky vérohodnost) vypadd nésledovné

2
L(m17--->mn7y17“'7yn70- aﬁOaBla“wﬁk):
n 1 1 (BoHB1F1 () ¥ B () —yi)?

e 2 p)

vV 2no? ’

1

2

nebof ndhodné velicina Y; predstavujici vysledek jednoho meéreni prislusny hodnoté nezavisle
proménné x; mé rozdéleni N (8o + f1.f1(x:) + - - -+ Befu(z:), 0%). Cheeme najit takové hodnoty
parametra o, 51, .., Bk, které tuto vérohodnost maximalizuji. Abychom 1épe vidéli, jak tyto
parametry zvolit, je vyhodné si tento vyraz upravit~, ¢imz dostaneme

L(x1,~~~7xn,yl7~-~,yn027ﬁ07ﬁ17~~-,ﬂk) =

n

( 1 )E 7;(/30+51f1(Ii)+~'~+ﬁkfk('ti)*yi)2
2 2

o

2no? ’

Nyni se musime pokusit odvodit, jak zvolit parametry So, f1, ..., Bk, aby byla hodnota véro-
hodnosti L co moznd nejvétsi. Na zacatek si mizeme vSimnout, Ze tyto parametry vystupuji
pouze v exponentu, nikde jinde, tudiz ndm staci zabyvat se jen ¢lenem s exponentem. Chce-
me tedy maximalizovat hodnotu exponentu (protoze exponencidla je rostouci funkce, tedy ¢im
vétsi exponent tim vétsi hodnota exponencidly), tedy chceme mit co nejvétsi hodnotu ¢lenu

n

> (Bo+Bufi(@) + -+ Bufu(@i) — i)’

=1

1
202

Nyni si musime vSimnout, ze ¢len —ﬁ je nezavisly na nasich koeficientech, staci nam tedy
zabyvat se pouze sumou. Nakonec si musime vSimnout, ze cely tento ¢len bude mit vzdy zaporné
znaménko, takze bude maximalni pravé, kdyz bude suma minimélni. Chceme tedy, aby vyraz

n

Z (Bo + Brfr(@i) + -+ + Brful@i) — yi)?

i=1

byl co mozna nejmensi. Toto nés ale vede na minimalizaci sou¢tu druhych mocnin residui, tedy
na metodu nejmensich ¢tverci (pokud vnitfek zdvorky vyndsobime —1 nic to nezméni diky
druhé mocniné).

Ukazali jsme tedy, ze odhad metodou maximalni vérohodnosti, ktery ma jasnou intuitivni
interpretaci, se v tomto pripadé shoduje s odhadem metodou nejmensich ¢tvercl, ¢imz jsme
ziskali hlubsi pochopeni toho, pro¢ odhadovat parametry metodou nejmensich étverci.

OPouzivime zndmého vzorce e®e® = e21?,
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Vypocetni aspekty odhadu parametrii

Nyni jsme si popsali, jakym zptisobem budeme chtit parametry So, 51,..., Br odhadovat, ale
sluselo by se i strué¢né zminit postup vypoctu, ktery k tomu povede. V praxi budeme vsechny
tyto odhady pocitat za pouziti pocitace, nicméné nikdy neuskodi védét, jak presné to pocitac
poditd. Jak pozdéji (a v zadan{ tloh) pozndme, v praxi se tato znalost obcas také hod{. Exis-
tuje mnoho zpusobi, jak se 1ze dobrat hodnot koeficientu Bo, 51, . . ., Bk, my zde uvedeme dva
ze odhady regresnich parametru zdvisi na zformulovaném modelu (tedy na volbé proklddané
funkce) a na naméfenych datech (v uréitych chvilich bude vyhodné chédpat odhad regresnich
parametri jako transformaci naméfenych dat).

Prvnim moznym postupem je pouziti diferencidlniho poétuﬂ, kdy parcidlné zderivujeme
sumu C¢tvercu podle vSech proménnych Bo, fi,..., Bk, tyto parcidlni derivace polozime rovny
nule a snazime se vyfesit vzniklou soustavu rovnic (obecny postup hleddn{ extrému funkcf),
kterd ma tvar

fm;(ﬁ”ﬂl“mi) oot Bufilw) =) = 0,

agkg(ﬁo—i—ﬁlfl(xi) +.“+ﬂ’“fk(mi) _yi)2 =0.

Tato soustava rovnic se v obecném pripadé neresi iplné lehce, proto je lepsi pouzit druhou
metodu vypoctu odhada koeficienti.

Druhé metoda, kterd je asi vypocetné schiudnéjsi, je zalozena na linearni algebfea. Pokud
si sestavime nésledujici matici (nékdy se ji fikd matice modelu) a vektor naméfenych dat

1 fl(xl) fk(l'1) Y1

1 f1 (xn) . fk (l’n) Yn
potom je odhad koeficientt B\ = (BB, B\l, e 7@6)T urcen nésledujici identitouE
B=xTx)xTY,

kde T znaéf transpozici matice a ~! znad&f inverzn{ matici.

Vlastnosti odhadii

Vyse jsme si odvodili, jak odhadovat regresni prametry (o, 51, . . ., Bx. Pouzitim metody nejmen-
gich ¢tvercu za pomoci pocitace jsme schopni najit odhady téchto parametri, které budeme déle
znacit Bo, B1, - .., Bk, nyni si povime néco o jejich vlastnostech.

"' Pokud neznéte diferencidlni pocet nezoufejte, pokud tuto pasiaz preskocite, neprijdete o nic podstatného.

12pokud nejste v linedrni algebie (transponovéani, ndsobeni a invertovdni matic) p¥ili§ zbéhli, nevadi, mtzete
tuto ¢ast textu preskocit, pro dalsi pochopeni to nebude vadit.

13V extrémnim piipadé by se mohlo stat, Ze inverzni matice nebude existovat (pokud by matice xTx nebyla
reguldrni, coz se ale v praxi nestdvd), potom bychom tuto metodu pouzit nemohli.
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Dopredu upozornujeme, ze vSechna odvozeni v této kapitole budou pouze naznacend a ze
neni nutné snazit se je detailné pochopit (i kdyz pilnosti se meze nekladou). Pro fyzika je spise
dilezité a plné postacujici mit obecné povédomi o teoretickych odvozenich a soucasné védét,
jak se tyto metody aplikuji na konkrétni fesené problémy.

Intervalové odhady pro jednotlivé parametry

Podobné jako jsme konstruovali intervalové odhady v pripadé, kdy jsme mérili jen jednu fy-
zikaln{ veli¢inu (viz 2. a 3. dil seridlu), muZeme i nyni zkonstruovat intervalové odhady pro
jednotlivé regresni koeficienty. Vyjdeme z tvrzeni=, Ze pro nésledujici vhodnou transformaci
namétfenych dat plati

M LN N(0,1),

\/ S2Uj,j

kde B\J je odhad regresniho koeficientu metodou nejmensich ¢tverci, §; je skuteénd (pro nés
v praxi neznam4) hodnota regresniho koeficientu, v; ; je prvek na misté (4, j) v matici (X7X)™*

a &len S? je uréen vztahem
1 ~
§P=—-——N U
n—k—1 Zl: v

kde U; jsou residua v nasem linedrnim regresnim modelu. Tento vztah ndm velmi pripomind
vztah, ze kterého jsme odvozovali intervalové odhady v pripadé méreni jedné fyzikalni veliciny
(odlisné jsou jen €leny ve jmenovateli zlomku), mizeme tedy naprosto stejnym zpusobem od-
vodit intervalovy odhad i pro skute¢nou hodnotu regresnich koeficientii. Vyjdeme ze vztahu, ze
asymptoticky (tj. pro velky pocet méfeni, pozdéji bude upfesnéno, co to znamend velky pocet
méfeni) plati pro libovolnou hladinu spolehlivosti « € (0,1)

e < ———<uj_a | =1—a.
2 2

\/ 52113'"7'

Z tohoto vztahu algebraickymi tipravami (analogicky jako v pfipadé intervalovych odhadi pro
jednu méfenou fyzikdln{ veli¢inu) dostaneme, ze plati

P(,Bj € (B\] iul_%M)) =l-a.

Toto je intervalovy odhad pro skutecnou hodnotu regresniho koeficientu 8;, tento intervalovy
odhad se zkracené zapisuje jako
Bi £/ 5%,

a Clen /S2%v;; se nagvé nejistota méfeni regresniho koeficientuld (neplést s chybou méfeni
regresniho koeficientu™).

Na konec tohoto odstavce jen poznamenejme, e ¢len S? je odhadem rozptylu nagich mé-
feni o2 (tj. pro velky pocet méfeni bude hodnota ¢lenu S 2 s nejvetsi pravdépodobnosti velice

4 Odvozeni tohoto tvrzent je dosti naroc¢né, proto ho zde nebudeme uvadeét.
15 Anglicky standard error (zkracené S.E.).
L6Vyznam stejny jako u méfeni jedné fyzikalni veliciny (viz 2. dil seridlu).
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blizks, skuteéné hodnoté rozptylu ¢?) a je oznacovin jako stiedni Etvercova chybaﬂ. Déle je
dobré poznamenat, ze ¢im vice méfeni provedeme, tim mensi bude hodnota ¢lenu v;; a tim
padem budeme mit uzsi intervalovy odhad, tedy budeme mit regresni koeficient urcen presnéji
(odvozeni tohoto tvrzeni uz je ale nad moznosti tohoto seridlu).

Bodovy odhad prokladané funkce

Nyni jsme si odvodili, jak vypadaji intervalové odhady pro jednotlivé parametry ;. Na zacat-
ku jsme popsali, ze nékdy je nasim cilem také prolozit naméfenymi daty odhadnutou zavislost,
¢emuz se budeme ted vénovat. Jako bodovy odhad funkéni zavislosti (coz lze chapat jako nej-

pravdépodobnéjsi tvar proklddané funkce) vezmeme jednoduse funkci fve tvaru
f(@) = Bo+ Bufi(x) + -+ Brfr(z),

kde BB, 3\1, ey B;C predstavuji odhady regresnich koeficientt ziskané metodou nejmensich ¢tver-
ci. Tento odhad méa opét tu vlastnost, ze pro velky pocet méfeni bude tato funkce s nejvétsi
pravdépodobnosti velmi podobna skuteéné funkéni zdvislosti méfenych dat (ve smyslu, ze pro-
lozen4 kiivka a skutefnd teoretickd kfivka budou témér identické).

Tento odhad se obvykle zakresluje do grafu jako prolozena kiivka. Je sice pékné, ze vime,
jak bodové odhadovat proklddanou funkci, ale musime si uvédomit, ze to je pomérné malo.
Musime si jesté ukazat, jak vypada intervalovy odhad pro funkéni hodnoty v jednotlivych
bodech, abychom méli predstavu s jakou nejistotou jsme prokladanou funkci urcili.

Intervalovy odhad prokladané funkce

Podobné jako muzeme konstruovat intervalové odhady pro méfeni jedné fyzikalni veli¢iny a pro
regresni koeficienty, muzeme také konstruovat intervalové odhady pro hodnotu prokladané funk-
ce. Pti konstrukci intervalového odhadu pro hodnotu prokladané funkce v bodé x vyjdeme
z toho, Ze plati

f(:lj) 7f(x) 2}]\7(0, 1)7
SzxT(XTX)~1x
kde f(z) je skuteénd hodnota teoretické funkéni zavislosti v bodé z, vektor x je definovdn

jakox = (1, f1(z), ..., fu(z))” a ostatni leny jsou stejné jako v piedchozim textu. Analogickym
zpusobem jako v predchozich piipadech muzeme potom dojit k vysledku

P (f(m) € (]@ tui_g S2XT(XTX)71X>) =l—-a.

Toto je intervalovy odhad pro hodnotu proklddané funkce v bodé x o spolehlivosti 1 — «, ktery
se obvykle zkricené zapisuje jako

Fla) + /S2xT (XTX)1x .

Tento intervalovy odhad muzeme zkonstruovat pro libovolny bod z, tedy i pro takovy bod x,
ktery lezi mimo vSechna nase méfeni (tomu se potom Fikd extrapolace™). Jak uvidite pii pro-
chazeni vzorového skriptu, sitka tohoto intervalu spolehlivosti také zavisi na tom, jak daleko

17 Anglicky mean square error (zkrécené MSE).
8 Musime si ale uvédomit, Ze p¥i extrapolovani mléky piedpokldddme, Ze proloZend zavislost plati i mimo
nami naméiend data (tedy, Ze proklddand funkce lze ,protdhnout®), coz nemusi byt vzdy spravny piredpoklad
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je bod x od ndmi namérenych hodnot. Je vcelku opodstatnéné predpokladat, ze v misté, kde
mame zméreno hodné hodnot bude interval spolehlivosti uzsi nez v misté, kde mame hod-
not zméreno méné. Tento efekt je zpusoben vlastnostmi vektorového a maticového soucinu ve
virazu x7 (X7X)7'x, jeho podrobné vysvétleni je ale nad rdmec tohoto seridlu.

Nakonec poznamenejme, zZe viibec neni nutné si tento vyraz pamatovat ani ho umét vy¢islit,
udéla to za nds matematicky software (v nasem ptipadé R) po pouziti jednoduchého piikazu.

Regresni diagnostika

V tomto odstavci se budeme vénovat ovérovani, zda jsou splnény vsechny predpoklady pro
pouziti linedrniho regresnitho modelu, které jsme uvedli na zacatku tohoto dilu seridlu. Pokud
bychom aplikovali linedrni regresni model a nebyly by splnény predpoklady pro jeho pouziti,
obdrzené vysledky by nebyly spravné. Je proto vzdy dilezité ovéfit, zda jsou tyto pfedpoklady
splnény. Pro jistotu zde vsechny tyto predpoklady jesté zopakujeme, jednd se o (uvedeno od

e Spravnd volba prokladané funkce.
e Stejny rozptyl pro vSechna méreni.
e Nezavislost jednotlivych méfeni.

e Normalni rozdéleni nasich méreni.

Na zacatek uvedme, ze predpoklad o normalnim rozdéleni nasich méreni se v praxi velice
tézko ovéruje = a jelikoz byly vSechny uvedené tvrzeni formulovany tak, ze plati i bez tohoto
predpokladu (se splnénim tohoto predpokladu plati pro libovolny pocet méreni, bez splnéni
plati asymptoticky pro velky po¢et méfeni) nebudeme se jim déle zabyvat. Tento predpoklad
se témér nikdy v praxi neovéruje.

Ostatni predpoklady uz jsou ovsem velice dulezité a pokud by nebyly splnéné a my bychom
presto aplikovali linearni regresni model, nase vysledky by byly nespravné. Nastésti existuji po-
mérné spolehlivé zpusoby, jak ovérit, zda jsou tyto predpoklady splnény. VSechny tyto postupy
jsou zaloZeny na myslence, ze zkusime aplikovat linedrn{ regresni model a az ndsledné (vétSinou
na zékladé residui naseho modelu) zkoumame, zda byly vSechny pfedpoklady splnény. Pokud
zjistime, ze splnény nebyly, nemuzeme takovyto model pouzivat k vyhodnocoviani naseho ex-
perimentu a musime prijit s leps§im modelem (vétSinou zménime proklddanou funkci) nebo se
smifime s tim, ze obdrzené vysledky nejsou tolik presné.

Nyni uz k jednotlivym metodam ovérovani predpokladi.

Graficka kontrola spravnosti prokladané funkce

Tato metoda je velice jednoduchd a nevyzaduje pochopeni zadné matematické teorie, jeji nevy-
hoda ovsem je, Ze neni tolik presnd. Jejim zdkladem je, Ze na vykresleném grafu zkontrolujeme,
zda prolozena funkce odpovidd namérenym datium. Pokud bychom v grafu nasli, Ze napft.

e V nékteré Casti grafu je prolozend funkce vyrazné pod nebo nad namétfenymi daty.

YPro spravné ovéfeni tohoto piedpokladu je potieba velké mnozstvi méfeni, ale pokud mame velké mnoz-
stvi méfeni, muzeme se uz spolehnout na asymptotické vlastnosti vSech nasich odhadt a ani nepotfebujeme
normalni rozdéleni nasich méreni.
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e Tvar prolozené funkce neodpovidéd namérenym datium.

potom bychom museli prohlésit, ze jsme prokladali Spatnou funkci a pokusit se najit vhodnéjsi
funkci.

Zejména v pripadé, ze namérené hodnoty jsou velice blizko prolozené ktivce, muze byt tato
metoda zna¢né komplikovana (nejde jednozna¢né odlisit data pod a nad prolozenou kfivkou).
V tomto ptipadé je vyhodnéjsi misto na graf namérenych hodnot s prolozenou zavislosti koukat
na graf residui (graf kde jsou vynesena residua a piislusné hodnoty nezavisle proménné). Na
tomto grafu bychom méli vidét ndhodné rozeseté body kolem osy x, pokud tam vidime cokoliv
jiného (napf. ze v néjaké ¢asti grafu jsou residua vyrazné nad nebo pod osou z), znamena to, ze
jsme pravdépodobné zvolili $patné prokladanou funkci a méli bychom se pokusit najit vhodnéjsi
funkci.

Obé tyto metody potiebuji trochu cviku a ptiklady, co je jesté akceptovatelné a co uz nikoliv.
Nékolik takovychto prikladt proto najdete v prilozeném vzorovém skriptu.

Statisticky test spravnosti prokladané funkce (lack of fit test)

Ve specidlnim pripadé mtzeme provést také statisticky test spravnosti prokladané funkce, coz
je presnéjsi metoda nez vySe popsané grafickd metoda. Tim specidlnim piipadem se mysli
ptipad, kdy pro jednu hodnotu nezavisle proménné x mame naméreno vzdy vice méfeni zavisle
proménné (vétsinou se uvazuje alespon 5 méfeni pro kazdou hodnotu nezédvisle proménné).

Jak jsme si popsali v minulém dile seridlu, k urceni statistického testu pottebujeme for-
mulovat hypotézu a alternativu, testovou statistiku a kriticky obor testu. Nebudeme zde vse
podrobné odvozovat, protoze je to nad ramec tohoto dilu seridlu. Tomuto testu se také nékdy
k4 x2 test kvality fitu a testuje nésledujici dvojici hypotéza a alternativa

H : Proklddand funkce f je spravné zvolena.

A : Prokladand funkce f neni spravné zvolen4.

Testova statistika mé nésledujici tvar

n; (ﬁ*?\(zi))z

-

i=1

CH = T n; nep )
> > (iywie)
i=1j=1

N—n

kde z; je hodnota nezavisle proménné, y; ; je hodnota j-tého méreni piislusiciho i-té nezavislé
proménné, y; . je prumér naméfenych hodnot odpovidajici hodnoté nezéavisle proménné z;, N je
celkovy pocet méreni, n je pocet riznych hodnot nezavislé proménné a p je pocet regresnich
parametri. Za platnosti nulové hypotézy ma tato statistika Fisherovo F- rozdéleni o (n — p)
a (N — n) stupnich volnosti. Kdyz si zkusime uvédomit, co testova statistika vyjadiuje, zjisti-
me, ze Citatel je vadzeny prumér druhych mocnin vzdalenosti pruméri namérenych hodnot od
prolozené kfivky a jmenovatel je primérna druhd mocnina vzdalenosti namérenych hodnot od
pruméru namérenych hodnot. Uvédomme si, Ze za platnosti hypotézy by méla testova statisti-
ka nabyvat malych hodnot (nebot 7; e by mély byt velmi podobné J/”\(a:z))7 proto kriticky obor
zvolime na zékladé Fisherova F-rozdéleni nésledovné

C = (Fnpn-n(l—a),0),
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kde Fr—p,n—n(l — ) je pFislusny kvantil Fisherova rozdéleni a « je hladina testu.

V praktickém piipadé budeme tento test provadét pomoci jednoduchého piikazu v mate-
matickém softwaru, neni tedy nutné si pamatovat vSechny tyto odvozené vzorce. Matematicky
software jako vystup nabidne také numericky spocitanou p-hodnotu testu.

Poznamenejme, ze pokud bychom namérenymi daty prokladali Spatnou funkci, bude to mit
na spravnost nasich vysledku velice negativni vliv (prakticky se da fict, ze budou vSechny zévéry
Spatné). Je proto naprosto nutné vzdy provést alespon grafickou kontrolu spravnosti proklddané
funkce.

Graficka kontrola homoscedasticity

Homoscedasticita je oznaceni pro konstantni hodnotu rozptylu. V praxi se obcas stane, ze
rozptyl nasich méreni neni konstantni, ale zavisi bud na hodnoté nezévisle proménné nebo na
hodnoté métené veliciny. Proto bychom méli pokazdé vykreslit grafy, ve kterych budou vynesena

¢ Residua oproti nezavisle proménné.
e Residua oproti hodnoté prolozené funkce.

Oba tyto grafy by mély vypadat jako ndhodné rozeseté body kolem osy x, zejména by se nemélo
stévat, ze bude v uréitych mistech vétsi variability residui (tj. Ze budou residua vice rozesety
do prostoru).

Opét plati, ze obé tyto grafické metody vyzaduji trochu cviku. Ve vzorovém skriptu naleznete
nékolik prikladi, jak by residua méla a neméla spravné vypadat.

Poznamenejme, Ze porusSeni predpokladu homoscedasticity nevadi, pokud neni velké, coz
se prakticky nestava. V pripadé malého poruseni predpokladu homoscedasticity se tento fakt
zmini v diskuzi a pridd se varovani, ze vysledky odvozené z takového modelu mohou byt mirné
nepresné. Co délat, kdyz budeme pracovat s daty, kde rozptyl méfeni silné zavisi na hodnotéch
nezavislé proménné nebo mérené veliciny si povime v pristim dile serialu.

Jen pro doplnéni uvedeme, zZe existuje i statisticky test, ktery testuje homoscedasticitu
residui. Nicméné podrobné odvozeni tohoto testu je nad rdmec tohoto seridlu, proto zde jen
uvedeme, ze jeho nazev je Breusch-Paganuv test®.

Graficka kontrola nezavislosti méreni

Jestli jsou nase méreni na sobé nezavisla se kontroluje velmi tézko, splnéni tohoto predpokladu
si musi pohlidat experimentitor pri métreni. Existuje jedna metoda, jak se d& odhalit, zda
jsou naSe méfeni na sobé nezavisld a sice vykresleni grafu residui oproti posunutym residuim.
Zjednodusené tfeceno, pokud jsou nase méreni na sobé nezdvisld, neméla by hodnota jednoho
residua ovliviiovat hodnotu ostatnich residui. Naopak typickym typem zavislosti méfenych dat
je, Ze jsou na sobé residua sériové z4visld (jsou tzv. autokorelovand), tedy, ze hodnota jednoho
residua ovliviiuje hodnotu toho nésledujiciho. Toto si lze predstavovat tak, ze pokud jsme
v jednom méreni dostali hodnotu vyssi nez skute¢nou, potom v dalsim métreni pravdépodobné
také dostaneme hodnotu vyssi nez skute¢nou a naopak. Toto ndm pomuze odhalit graf residui
oproti posunutym residuim, coz je jen graf kde jsou vykresleny body

(U1,U2), (U2,Us),...,(Un-1,Uy).

20Vice informaci o tomto testu napiifklad zde: https://en.wikipedia.org/wiki/Breusch-Pagan_test
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V pripadé, Ze jsou nase méreni na sobé nezavisld, mél by takovyto graf vypadat jako ndhodné
rozeseté body kolem pocatku soustavy souradné. Pokud jsou na sobé residua zavisla, budou
typicky body koncentrovany hlavné v 1. a 3. kvadrantu.

Poruseni predpokladu nezévislosti mérenych dat je pomérné zavazné a neexistuje jednoduchy
zpusob, jak takovyto problém spravit. Je potfeba na toto myslet uz pti méreni experimentalnich
dat a dat si na pozor. Pokud pfi zpracovani dat zjistim, Ze jsou namérena data na sobé silné
zéavisla, je potreba bud data zmérit znova nebo v diskuzi uvést, ze obdrzené vysledky mohou
byt kvuli zavislym dattim zna¢né nepresné.

Opét plati, ze tato grafickd metoda vyzaduje trochu cviku, proto je ve vzorovém skriptu
uvedeno nékolik ptiklada pouziti této metody.

Jen pro doplnéni uvedeme, ze také existuje statisticky test, ktery testuje nezavislost meére-
nych dat. Podrobné odvozeni tohoto testu je nad rdmec tohoto seridlu a proto jen uvedeme, ze
jeho nazev je Durbin- Watsontv test

Koeficient determinace

Pokud chceme zhodnotit, jak dobfe prolozend funkce vysvétluje opravdovou zdvislost mérené
hodnoty y na hodnoté vysvétlujici proménné x, zadefinujeme si k tomu tzv. koeficient determi-
nace, ktery budeme znaéit R?, pomoci vztahu

UERDEDY (y - Fw)

2 i=1 =1
R =

Z yn

’

kde ¥, predstavuje vybérovy prumér vSech namérenych hodnot (bez proklddéni néjaké funkce,
nezdvisle na hodnotach vysyétlujici proménné ).

Koeficient determinace®® vyjadtuje, jak velky podil celkové variability (sou¢tu druhych moc-
nin vzdalenosti méfeni od vybérového pruméru) naméfenych dat se ndm povedlo vysvétlit tim,
ze jsme daty prolozili funkci f. Je to vlastné podil variability okolo prolozené funkce ku va-
riabilité okolo vybérového pruméru. Koeficient determinace slouzi jako pomocny néstroj pro
hodnoceni toho, jak dobry mame pro nase naméfend data model. Cim je R? vyssi, tim vice
je chovani naméfenych dat y vysvétleno vysvétlujicimi proménnymi = (poznamenejme, ze R?
vzdy nabyvéa hodnot z intervalu (0, 1)).

Je nutné si uvédomit, ¢im je zpisobena variabilita namérenych dat kolem prolozené funkce.
Tato variabilita muze byt zptsobena zaprvé nepfresnosti méfeni nebo Spatné zvolenou pro-
klddanou funkei (prokldddme namérenymi daty jinou funkci, nez jakd je opravdova zavislost
naméfenych dat). Je nutné si uvédomit, ze tyto dva zdroje od sebe nedokdzeme pouzitim pouze
R? odligit, proto neni dobré pouzivat R? jako jediny ukazatel toho, jak je nis model dobry.

I naprosto spravny model mize mit malé R? (pokud méme velkou nepfesnost méfeni) a na
druhou stranu i patny model (§patné zvolend proklddané funkce) mfize mit vysoky RZ?. Proto
je nutné R? vzdy pouzivat soudasné s metodami regresni diagnostiky, zejména témi metodami,
které zkoumaji spravnost prolozené funkce.

21Vice informaci o tomto testu napiiklad zde: https://en.wikipedia. org/w1k1/Durbin—Watson statistic
22Nékdy se zavadi jesté tvz. upraveny koeficient determinace vztahem Rad_] = R? — (1 - R2);L_i, kde k

je stejny jako vyznam R2, jediny rozdil je, ze

vyjadruje pocet neznadmych regresnich parametrii. Vyznam R>

adj
se snazi zohlednit pocet nezndmych regresnich parametru.
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Nékolik poznamek na zaveér

Nakonec uvedeme opét nékolik dulezitych poznamek.

e Nékolikrat jsme se odvolavali na nutnost pouzit dostatecny pocet méreni a nikde jsme
presné nespecifikovali, kolik méreni uz je dostatecné. Nyni to napravime. Obecné se déd
tici, ze pokud mame alespon 10 krit vice méreni nez odhadovanych regresnich parametru,
vSechny popsané metody uz budou spolehlivé fungovat. Pokud budeme mit alespon 5 krat
vice méfeni nez regresnich parametru, popsané metody budou pordd pomérné spolehlivé,
ale méné métfeni uz bychom mit neméli. Pokud jsme v situaci, ze je velmi tézké nebo
nemozné ziskat dostatek méfeni, miuzeme pouzit metody linedrni regrese i pro mensi
pocet méfeni, ale musime si byt védomi, ze pouzité metody nemusi byt iplné spolehlivé
(je dobré to na zavér zminit v diskuzi). Vzdy je ale naprosto nutné mit alespon o 1 méfeni
vice, nez kolik médme regresnich parametri, jinak dojde k tomu, ze proklidana funkce
projde presné namérenymi body a nebude ndm nic fikat o obecné zavislosti=d.

e Rozhodné neni nutné znit zpaméti umét ani dopodrobna rozumét konstrukci bodovych
ani intervalovych odhadti, které jsme vyse uvedli. Dilezita véc je znat a chapat rozdil
mezi bodovym a intervalovym a mit detailné rozmyslené, co presné vyjadiuji intervalové
odhady. V praxi za nds bude vSechny vypocty provadét matematicky software. Jediné
dilezité je umét tyto vysledky spravné interpretovat.

e Opravdu silné doporuéujeme projit si (tfeba i nékolikrdt) pfilozeny vzorovy skript a roz-
myslet si vSechny uvedené ptiklady. Na praktickych prikladech se toho clovék nejvice
nauci.

e Kdyz v praxi pouzivame linedrni regresi ke zpracovani namérenych dat, je nutné do pro-
tokolu uvést alespon tolik informaci, aby ¢tenar zjistil, co presné jsme délali a mohl tento
postup sdm reprodukovat (kdyz chce napfiklad hledat chyby v pouZitém postupu a vypo-
¢tech). Jako minimdln{ vydet véci, které by mély byt vzdy uvedeny, mizeme povazovat

— Tvar proklddané funkce (tedy vzorec f(z) =...)

— Bodovy odhad a nejistota méfeni vSech regresnich koeficientt.

— Alespon stru¢ny komentar, zda jsou splnény vSechny predpoklady pouziti regresniho
modelu (pfipadné upozornéni na mozné nepfesnosti zpusobené nesplnénim predpo-
kladt). Nenf nutné prikladat vSechny popsané grafy.

— Pokud se rozhodnete vykreslit graf s namérenymi daty a prolozenou funkci, mél
by byt v legendé uveden tvar proklddané funkce a odhadnuté hodnoty regresnich
koeficientu vCetné nejistoty méfeni. Je také dobré (i kdyz ne tplné nutné) do grafu
vykreslit interval spolehlivosti pro prokladanou funkci. Ve vzorovém skriptu najdete
podrobny navod a ukazku, jak by toto mélo spravné vypadat.

e Ackoliv se v praxi linedrni regrese pouziva nejéastéji, je nutné si uvédomit, Ze neni apli-
kovatelnd na vsechny pripady. Existuji i ptipady, kdy je potfeba daty prolozit funkci
nelinearni v regresnich parametrech. V téchto pripadech je nutné vyuzit nelinedrni regre-
si, které se budeme vénovat v pristim dile seridlu.

23Takovému problému se ¥ik4 prefitovani a vznikd vizdy, kdyZ pracujeme s mélo méfenimi v porovnani
s poctem regresnich koeficienti.
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Poradi resiteli po V. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno Skola 123 45P E S IV %“ % %
Student Pilng MFF UK 668 89 911 10 67 100 252
1. Viclav Zvonicek G Brno, t¥. Kpt. Jarose 284 89 411 10 56 85213
2. Martin Vavrik G, Sumperk 484 43 11112 47 83 208
3. Jakub Jobus G PdC, Piestany 263 87 41010 50 77186
4. Martin Schmied G Jihlava 664103 4 712 52 72177
5. Radka Krizovd G J. Heyrovského, Praha 683 9- - 7 3 36 73170
6. Matej Prokop G Dasickd, Pardubice -—— —-= - - - = 81149
7. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose 663 6—- 511 3 40 70 140
8. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 2 -2 —— - 6 3 13 56100
9. Miroslav Macko SpMNDaG, Bratislava 2 — — - 8 — 10 70 96
10. Ewa Vochozkovd Biskupské G, Brno 2 2 -— - - — 10 65 88
11. Juri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik - -3 8—-5 5 3 24 54 84
12. Simon Brdzda G, Hlinsko 6 - - — - - 6 54 76
13. Matéj Krdtky PORG, Praha - - - = - - = 82 67
14. Richard Hamerlik SpMNDaG, Bratislava 2 -1 —4 — - 9 45 65
15. Petr Doubravsky Akademické G, Praha - - = - - — 67 58
16. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejé¢in -=3 —-= - - - 3 69 52
17. Filip Novotny G Jihlava -——— —— - - — = 63 48
18. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno - = - = - - - = 68 45
19. Adam Vavrecka G P. Bezruce, Frydek-Mistek — - - - - - - - — 71 387
20. Filip Wagner G Tisnov -—— -—= - - -  — 61 34
21. Timea Széllésovd G Grosslingova, Bratislava - - - - - - 3 - 3 42 30
22. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou -——— —-=— - - - = 39 28
23. Viktor Vareka G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — - — - — — — — 76 25
24.-26. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. -——— - - - - = 84 21
24.—26. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina -——— —-— - - - = 84 21
24.—26. Lukds Hronek G, Pisek 2-- —=- - - - 2 68 21
27. Lucia Krajcoviechovd G Jura Hronca, Bratislava - - = - - - =7 17
28. Jdn Srejbr G J. Jungmanna, Litoméfice — - - — - — — — — /2 16
29. Vojtéch Jezek G Legionari, Pribram - - = - - - =117 14
30.—31. Sona Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. -—— —-—— - - - = 50 12
30.—31. Milan Tichavsky Slezské G, Opava - - = - - —  —100 12
32.-33. Anna Hollmannovd SG Dr. Randy, Jablonecn.N. — - - - - - — - — 50 10
32.-33. Bohumir Zirek G Volgogradska 6a, Ostrava — — - — — — — — — 17 10
34. Tomds Salavec BG B. Balbina, Hradec Krg- - - - - - - — - - 78 8
lové
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Kategorie druhych rocniki

jméno Skola 1 23 45P E S IV % % %
Student Pilng MFF UK 6 68 89 911 10 67 100 252
1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 6 10 8 10 6 8 11 10 69 94 237
2. Ladislav Trnka G, Havlickav Brod 6 64 99 81211 65 88216
3. Josef Minarik G Brno, tf. Kpt. Jarose 6 43 8- 710 9 47 80 194
4. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 2 85 77 710 6 52 82192
5. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 4 62 95 —-10 9 45 77181
6. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikul4s 6 67 8- 4 910 50 83162
7. Jakub Ruzicka G, Nymburk 6 66 8- - — 3 29 79143
8. Jiri Blaha G, Uherské Hradisté 6 6 - 8- -9 — 29 8412
9. Kristian Matustik G, Benesov 2 62 3-2 5 - 20 56107
10. Jakub Smolka Slezské G, Opava - 63 2—--10 - 21 56 75
11.—12. Karel Balej G a SOS, Rokycany 6 6 - — — - — 12 95 59
11.-12. Tereza Pavlisovd G, Olomouc-Hej¢in - - = - = - - - = 68 59
13. Marie Grunovd G Moravsky Krumlov 2 - - —— — 8 — 10 54 b4
14. Dominik Berio G L. Svobodu, Humenné - -10 - - — — 10 96 52
15. Katerina Charvdtovd G B. Némcové, HK - -3 3- -3 - 9 61 43
16. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstend 6 8510 - - 9 3 41 84 41
17. Veronika Vohnikovdi  Novy PORG, Praha 2 - - - = - - - 2 73 35
18. Jakub Zemek G, Uherské Hradistée 2 -=- 3- - - - 5 61 28
19. Jakub Rajnstajn G F. M. Pelcla, Rychnovn. - - - — - - — — — 69 25
Kn.
20.—22. Martin Dinh G, Ttinec - - = - = - - - — 100 17
20.—22. Daniel Martynek G, Ttinec - - —-—= - - - =100 17
20.—22. Stépdn Stryja G, Ttinec - - - = - - = = 68 17
23. Simon Kondrk SPS Dubnica nad Vahom - - = - = - - = - 67 16
24. Andrea Binovd G, Ceské Lipa - —-= 3 - - - - 3 75 15
25.—26. Josef Sabol G Chotébor - - - - - - -  —100 12
25.—26. Marie Vandkovd G Botic¢skd, Praha - - —-= - - - = 389 12
27.—28. Madté Fke Gymnézium, sSOS a jazyko- — — - — — — — — — 58 11
va skola
27.—28. Michal Jires G F. M. Pelcla, Rychnovn. - — - - - - — — — 85 11
Kn.
29. Kldra Nechanickd G Neumannova, Zdarn. S. - - - — - — — — — 8% 10
30. Viclav Bulin G, Plasy - - - - - - =82 9
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 123 45P E S IV %“ %
Student Pilng MFF UK 338 89 91110 61 100228
1. Viktor Rosman G, Pelhfimov 346109 —11 8 51 89195
2. Tomd$ Dulava Mati¢ni G, Ostrava 313 85 6 8 7 41 74 168
3. Vit Beran Masarykovo G, Plzen 356 99 6 611 55 92147
4. Martin Okanik G Tajovského, B. Bystrica - - = - - - — 86136
5. Dominik Stary G, Benesov 334 8- -9 - 27 79123
6. David Kostak G, Josefska, Praha -—— -— - - - = 71114
7. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov 033 225 7 6 28 48109
8. Katarina Castulikovd 1. sikromné G v Bratislave 2 2 4 3 — 7 — 18 60 93
9. Ondrej Knopp G Christiana Dopplera, Pra- — - - - 9 - — — 9 96 91
ha
10. David Dvordk 7S a G, Konice -=-2 -—- -1 4 7T 50 54
11. Daniela Hrbdcovad Wichterlovo G, Ostrava 3-1 9-1 8 — 22 46 43
12. John Richard Ritter G Masarykovo nam., Tfebi¢c - - - - - - - - — 92 33
13. Jird Loffelmann G, Litoméricka, Praha - - - = 70 31
14.—15. Ondrej Bucek G Brno, t¥. Kpt. Jarose - —— - — - — 55 22
14.-15. Martina Kopeckad G J. Barranda, Beroun - - = = = = - 96 22
16.—17. Jdn Pavlech G sv. Jozefa Nové Meston. 31 - - - - - - 4 70 21
V.
16.—17. Pavla Trembulakovd G Jirovcova, Ceské Budéjovi- — — — — — — — — — 48 21
ce
18. Markéta Jirmanovd  BG B. Balbina, Hradec Kr4- - - - - - — — —  — 59 20
lové
19.—20. Andrej Holmes G Ruzomberok 03- ——- - - - 3 41 18
19.—20. Filip Keller G P. de Coubertina, TAbor - - - — - — — — — 72 18
21.—22. Jaroslav Paidar SPS Masarykova, Liberec -——— - - - - = 52 17
21.—22. Matej Parada G Jura Hronca, Bratislava - = = = = = - 74 17
23. Katarina Zatkovd Evanjelické G JAK, Kosice @—-— - - — - - — — — 62 16
24. Veronika Funkovd G L. Jarose, Holesov - = = = = = - 63 15
25.—26. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen - = = = = = - 24 12
25.—26. Ondrej Komora G Mikulasské n. 23, Plzen - - = - - - =71 12
27.—28. Kristyna Davidkovd  Biskupské G, Brno - —-—=- - - - - 85 11
27.-28. Jakub Kovdrik G, Hodonin - - - - - =79 11
29. Ondrej Bilek SPS, Vlasim -—= —-= - - - =100 9
30.—32. Tomds Hudcovic Jirdskovo G, Nachod - - = - - = - 117 7
30.—32. Stépdn Kastowsky G, Hlu¢in -—— - = - - - = 64 7
30.—32. Petr Semerdk Jirdskovo G, Nachod - - = - - = — 117 7
33.—37. Miroslav Hrabal G, Olomouc-Hejéin - - = - - -  —100 6
33.-37. Stépdn Kohl Klasické a spanélské G, Brno - - - — - - — — —100 6
33.—37. David Némec G, Tanvald - —-—= - - -  —100 6
33.-37. Tereza Poldkovd G, Budéjovicka, Praha - - - = = - - - 27 6
33.—37. Martin Repcik G, Olomouc-Hej¢in -—— - - - - —100 6
38.—40. Ondrej Hajnys G, Dvar Kréalové n. L. - - - - - =100 3
38.—40. Jan Lindauer Prvni ceské G, Karlovy Vary — - - - - - - — =100 8
38.—40. Aneta Némcovd G, Boskovice -—— -—= - - - =100 3
41. Filip Geidb G M. M. Hodzu, Liptovsky — - - - - - - — — 67 2

Mikuléas
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno skola 123 4 5P ES IV % %X
Student Pilny MFF UK 338 8 9 91110 61 100 228
1. Jdchym Badrtik G, Havlickuv Brod 358 10 10 10 11 12 69 102 233
2. Daniela Pittnerovd G L. Svobodu, Humenné 34510 8 811 12 61 93213
3. Stépdn Stenchldk G, Ttinec 35710 9 - — — 34102194
4. Kldra Sevéikovd G, Uherské Hradisté 13110 - —-1010 35 83154
5. Jan Strelecek G J. V. Jirstka, C. Budéjo- 2 34 - — 910 — 28 68136
vice
6. Matej Mezera G, Havlicktav Brod --6 910 - - - 25 88116
7.—8. Lucie Hronovd G Brno, tr. Kpt. Jarose 113 5 6 2 4 — 22 45 90
7.—8. Filip Novotnj G Masarykovo ndm., Kro- - 4 - 9 - — — — 13 79 90
méFiz
9. Karel Jékai G, Spitélska, Praha, - - - - — 2 2 61 53
10. Alzbéta Andriyskovd G, Olomouc-Hej¢in - -3 - - - - - 3 72 48
11. Premysl Stastni G, Zamberk - - - - - - — 85 46
12. Jonds Fuksa PORG, Praha - - - - - = = 82 42
13. Samuel Sipikal G Milana Rufusa -——— - - - - — = 53 40
14. Matéj Rzehulka Wichterlovo G, Ostrava -— - - - - - = 63 33
15.-16. Branislav Belko G Milana Ruafusa -—= - - - - - = 68 28
15.—16. Petr Siminek G,S08,S0U aVOS, Hofice 1 — - — — — — — 1 78 28
17. Martin Vejvoda G Dobruska - - - - - - = 63 25
18. Veronika Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina - - - - - - — 68 19
19. Frantisek Zach G, Litomysl - - - - - - =100 18
20. Katerina Stodolovd G Dasickd, Pardubice - - - - - - = 87 13
21. Petra Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava - - - - - - =91 10
22. Viclav Mikeska G F. Palackého, Val. Mez. - — - — — — — — — 100 6
23. Tomas Tesar G Jana Keplera, Praha -——— - - - - - - 27 4

WWW:
e-mail:

FYKOS je také na Facebooku 3

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2
18000 Praha 8

http://fykos.cz
fykos@fykos.cz

http://www.facebook.com/FYKQOS

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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