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Uvodem

Mili FYKOSéci,

hned ze zacatku bychom vam chtéli popiat mnoho dobrého do Nového roku. Pololet{ vrcholi a my
prichdzime s dalsi varkou tloh. Snad vam poskytnou vitany odpocinek od skolnich povinnosti
nebo prijemné rozptyleni o jarnich prazdninach.

Kdybyste méli chut nds v Praze navstivit, srdeéné vas zveme na Jeden den s fyzikou, kde si
muzete poslechnout spoustu zajimavych predndsek a taky se dozvédét, jak to na matfyzu chodi.
Cely program najdete na mff.cuni.cz/verejnost/jdf/. A pokud jesté nemaéte registrovany
tym na fyziklani.cz, tak to rychle napravte!

Za chybéjici vzoraky a statistiky se hluboce omlouvame, co nejrychleji budou zverejnény na
webu.

Tésime se na vas.

Organizdtori

Zadani IV. série

Termin uploadu: 28. 2. 2017 23.59
Termin odeslani: 27. 2. 2017

Uloha IV.1 ... svitkova relativita 3 body

Pohadkové postavy to nemaji lehké, chtéji-li zjistit, kdy se objevuji na scéné. Dnesni technika
jim to ale usnadnuje. Tteba princezna Pointa z pohadky o délce Sest kapitol. VSechny kapitoly
jsou stejné dlouhé, a tak kazda na Karlové displeji méf{ 1200 pixelt na vysku (samotny displej
ale zobrazi jen vysku 900 px). Pfi ¢teni Karel souvisle scrolluje a navic ¢te pordd stejné rychle.
Po tfech minutach od zac¢atku c¢teni Pointa minula prvni konec posuvniku ve scrollbaru a po
sedmi minutéch i druhy. V kolikaté kapitole se objevi Pointa?

Poznadmka: Pomér vysky posuvniku vuci vysce displeje je stejny jako pomér vysky displeje
viuci vysce celého textu pohadky.

Uloha IV.2 ... ryvové kyvadlo 3 body

Je zndmou skutecnosti, ze aby byla jizda vlakem co nejpohodlnéjsi, pak pfi rozjizdéni a brzdéni
je potreba, aby se zrychleni ménilo co nejméné. Proto je dobré, kdyz se vlak rozjizdi s malou
konstantni zménou zrychleni. Zména zrychleni se nazyva ryv. Urcete, jak se v ¢ase méni stabilni
poloha kyvadla (thel odklonéni od svislice ¢). Délku kyvadla ozna¢me [, vlak se rozjizdi na
roving, ryv oznacme k ( k = %, kde a je zrychleni) a vlak jede po Zemi s normdlnim t{hovym
zrychlenim g.

Bonus: Sestavte pohybové rovnice, které numericky vyfeste pro ¢(0) = 0 a i—f 0 =0 pro
ruzné hodnoty k.

Uloha IV.3 ... dvojkuzel 8 bodit


mff.cuni.cz/verejnost/jdf/
fyziklani.cz
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Méjme dievénou konstrukei, kterd mé pudorys rovnoramenného
trojihelniku a vyska jejich dvou ramen roste smérem k zakladné
s thlem a = 2°. Do vrcholu naproti zékladné ¢ = 35 cm, u néjz
m4 trojihelnik dhel 8 = 70 °, umistime dvojkuzel s vrcholovym
thlem ¢ = 40° a vyskou 2h = 40 cm. Kuzel se samovolné za¢ne
valit ,,do kopce®, tedy ve sméru ristu hran trojihelniku.

a) Vysvétlete, proé se dvojkuzel muze kutdlet do kopce.

c¢) Jakd je rychlost kuZzele tésné pred nérazem na zikladnu?

d) Kolik otécek kuzel vykond béhem své cesty?

nad vrcholem trojihelniku proti zakladné.

Uloha IV 4 ... plynovy stroj 8 bodu

Méjme tepelny stroj naplnény idedlnim plynem slozenym z dvou-

atomovych molekul. Tento tepelny stroj vykonava kruhovy déj 1 A B
ABCDEFA, tedy skladé se z sesti déju
e A — B - izobarické zahtéti ze stavu 4po a Vo (teplotu 3+ C
v A oznacme jako 47p) do stavu s objemem 3Vp, , .

¢ B — C — izotermickd expanze na objem 4V},

e C — D — izochorické ochlazeni na tlak po, 14 D

e D — E — izobarické ochlazeni na objem 2V,

e E — F — izotermickd komprese na objem Vj,

e F — A — izochorické zahiati na tlak 4po.
Urcete zbyvajici stavové veli¢iny ve stavech B, C, D, E a F, ma-
ximalni a minimalni teplotu idedlniho plynu v priubéhu déje (v ndsobcich To), teplo pfijaté ¢i
odevzdané plynem v jednotlivych déjich a dc¢innost tepelného stroje. Srovnejte tuto icinnost
s ucéinnosti Carnotova stroje pracujiciho se stejnymi maximélnimi a minimalnimi teplotami.
Pro jednoduchost uvazujte, ze se neméni latkové mnozstvi plynu ve stroji a nedochazi v ném
k chemickym preménim.
Bonus To samé provedte pro jednodussi cyklicky ,¢tvercovy® déj, tedy ABCDA, kde plyn
zacind ve stavu po, Vo a Tp a izochoricky se ohfeje na 4pg, izobaricky se zahfeje a rozepne
na 4Vjp, izochoricky ochladi na pg a izobaricky se ochladi na V4. Srovnejte i¢innosti téchto dvou
tepelnych stroju a diskutujte, ktery je lepsi.

N

[SV =N
o
SI<y

Uloha IV.5 ... divna atmosféra 9 bodi

Zazili jste uz nékdy takovou divnou atmosféru? Do urcité vysky je v ni rychlost sifeni svét-
la konstantni vp a od urcité hranice se rychlost Sifeni svétla zacne linedrné zvétsovat podle
vztahu v(Ah) = vo + k Ah. V jednom misté, pravé ve vysce, kde se zadala ménit rychlost
svétla, vysleme svételné paprsky pod vSsemi moznymi tithly smérem nahoru. UkazZte, ze se budou
vSechny paprsky pohybovat po ¢astech kruznic a urcete polomeéry téchto kruznic. Také urcete
vzdélenost od mista vypusténi paprski, kde se paprsky vrati do pavodni vysky.
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Uloha IV.P ... statistiktiv denni chléb 9 bodu

Znadme to vsichni, krajic chleba namazany medem nebo marmelddou, zakousneme se a najed-
nou je kapka mazadla na ruce a jsme za prasata. Spocitejte, jak zévisi pravdépodobnost, ze
v krajici bude dira skrz naskrz, v zavislosti na jeho tloustce. Model kynuti tésta nechdme na
vés. (Tteba rovnomérné rozmisténé bubliny s exponencidlné rozdélenym polomérem je dobry
model.)

Uloha IV.E ... MikuliSova vejce 11 bodh

Zmétte povrch ptadiho (napf. slepi¢iho) vejce.

Uloha IV.S ... testovaci 10 bodu

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat, k ¢emu a jak se pouziva testovani hypotéz (postaci vlastnimi
slovy popsat nasledujici: hypotéza a alternativa, chyba 1. a 2. druhu, hladina testu, testova
statistika, kriticky obor testu, p-hodnota testu pro konkrétni naméfend data). Neni potfeba
uvadét presnda matematickd odvozeni, sta¢i pozadované pojmy a vlastnosti strucné popsat.

b) V prilozeném datovém souboru testovanil.csv najdete naméfené hodnoty urcité fyzikdlni
veli¢iny. Pomoci jednovybérového t-testu otestujte, zda je skutecna hodnota mérené fyzi-
kalni veli¢iny rovna 20. Déle predpokladejme, Ze je nasim cilem ukazat, ze hodnota mérené
fyzikalni veli¢iny je vétsi nez 20. Pouzijte vhodnou jednostrannou modifikaci t-testu k tomu,
abyste toto tvrzeni ovérili (dejte si pozor na spravné zvoleni hypotézy a alternativy).

¢) V prilozeném datovém souboru testovani2.csv najdete naméfené hodnoty 2 ruznych fyzi-
kalnich veli¢in. Predstavujme si, ze se jednd o méreni stejné fyzikdlni charakteristiky ale
za riznych vnéjsich podminek (teplota, tlak atd.). Pomoci dvouvybérového z-testu otestuj-
te hypotézu, ze hodnota této fyzikalni charakteristiky je pro obé volby vnéjsich podminek
stejné.

d) Pouzijte stejnd data jako v seridlové tiloze z prvnf série a pomoci Kolmogorovova-Smirnovova
testu urcete, ktery ze 4 vzorku dat pochézi z normélniho rozdéleni a ktery vzorek pochézi
z exponencidlniho rozdéleni.

Bonus Predpokladejte, ze mate k dispozici méfeni 2 fyzikdlnich veli¢in (tedy 2 sady namérie-

nych hodnot), kde jsou vSechna méfeni na sobé nezdvisld. Odvodte upraveny dvouvybérovy z-

test, ktery by testoval hypotézu, ze skute¢na hodnota prvni méfené fyzikalni velic¢iny je dvojna-

sobek skuteéné hodnoty druhé mérené fyzikalni veli¢iny. Pro udéleni bodi je nutné a postacuje
odvodit podobu testové statistiky a kritického oboru. (Ndpovéda: Pouzijte vicerozmérnou verzi

CLV, kde vhodné zvolite funkci f, a dale postupujte analogicky jako u odvozeni klasického

dvouvybérového z-testu)

Pro praci s daty pouzijte vypocetni prostiedi R. Pro vyfeseni téchto tikoli postac¢i drobné
upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu vysvétlena potfebna syntaxe

jazyka R.
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Reseni Ill. série

Uloha IIL.1 ... dlouhy film 3 body; prumér 2,76; fesilo 62 studenti

Stahujete si sviij oblibeny film o velikosti 12 GB rychlosti 10 MB/s. Uvazujte, Ze signdl se po
kroucené dvojlince pohybuje rychlosti svétla a modulace rozprostira prenosovou rychlost rov-
nomérné, tzn. byla-li by 1b/s, musime prijmout signdl za celou sekundu k obdrzeni 1 bitu
informace. Jak dlouhy tsek kabelu dokaze film zaplnit svymi daty, pokud se bude sirit dosta-
tecné dlouhym kabelem?

Kolega tvrdil Michalovi, Ze 100Gb ethernet md rdamce mensi nez ¢ip.

KedZze modulécia rozprestiera signéal rovnomerne, dizka signalu (nazvime tak dizku tseku kabla,
v ktorom sa informdcia $iri) bude linedrna voéi objemu prendsanych dat d — ak maji ddta A
v kabli dlzku l4 a nkrit objemnejsie ddta B méa v kabli dlzku [p, tak medzi nimi plati vztah

I =nla,

inak povedané, dvakrat objemnejsi film bude mat dvojnasobne dlhsi signédl. Vieme urcit, ako
dlho potrva film stiahnut, kedZe rychost stahovania v je definovand ako mnozstvo dat d, ktoré
obdrzime za Cas t:

d
v = z s
tak za znalosti d a v ur¢ime Cas potrebny na stiahnutie:
d
t==.
v

Ak sa signal siri v kabli rychlostou svetla ¢, tak za cas t, ktory trva, nez sa do kabla dostane
cely signdl, sa zaciatok signdlu dostane do vzdialenosti

l=ct.

Kedze informécia sa nikde v kdbli nemo6ze hromadit, tak je vysieland rovnakou rychlostou v,
akou je prijimand. Nez bude celd v kabli, potrvd to ¢ = d/v, a nez sa do kabla dostane celd
informacia d, zaciatok informacie sa dostane do vzdialenosti

l:ct:cé.
v

Teraz sa kazdy bit informécie pohybuje rovnakou rychlostou a kym sa prvé za¢nt na druhom
konci kébla prijimat, bude mat tento signél cely Cas prave tuto dlzku I. Po dosadeni hodnét zo
zadania dostdvame vysledok (1 GB = 1000 MB):

12GB

MBS = 36107 m.

= cgl ~3-10%m=s!
v

Dizka 3,6 - 10*! m znamena, Ze kébel by dosiahol zo Zeme na Slnko a spét, teda predpoklad, Ze
celd informécia sa naraz zmesti do kabla nie je redlny. Tomu nasvedcuju aj bezné hodnoty casu
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odozvy vzdialeného servera, ktoré s v ramci kontinentu typicky priblizne radu 10~ 2s az 107 s,
teda pri stahovani, ktoré bezne trvad mintty, sa urcite nenachidza celd informéacia naraz v kabli.

Pri dosadeni sme pouzili vztah 1 GB = 1000 MB, kedze v zadani st pouzité jednotky GB
(slovom gigabyte) a M B (slovom megabyte), teda vyuzivajtce klasické SI predpony radu, kto-
ré udavaju vztah 1GB = 1000 MB, rovnako, ako pre jednotky sily plati 1GN = 1000 MN
a pre jednotky energie plati 1GeV = 1000MeV. V praxi st bezne pouzivané aj jednotky
GiB (slovom 7gibibyte”) a MiB (slovom ”mibibyte”), medzi ktorymi plati vztah 1GiB =
= 2!MiB = 1024 MiB, kedZe v zadan{ st pouzité jednotky GB a M B, spravny prepocet
je 1GB = 1000 MB. Pri hodnoteni sme vSak uznavali aj pouZitie prepoétu s 2'0.

Nejasnost mohla sposobit informécia, ze data stahujeme cez dvojlinku. Kritend dvojlinka je
iba oznacenie pouzitého kébla. Aj ked prakticky prijimame ddta viacerymi linkami, toto je uz
zohladnené v rychlosti stahovania , ktord nakoniec urcuje, ako dlho k ndm budu déta cestovat.
Mozno si predstavit, ze kazdou z dvoch liniek pridia ddta rychlostou 5 MB/s a preto je vysledna
rychlost 10 MB/s, v zadani sa vSak nepiSe o rychlosti po jednej linke, ale o vyslednej rychlosti
tak, ako je najrozumnejsie ju definovat, ako redlne mnozstvo dat, ktoré je presunuté na disk
v nasom pocitadi za jednotku ¢asu. Preto nie je potrebné (ani spravne) delit ¢as potrebny na
stiahnutie dvomi (ani inou konstantou).

vvvvv

samo@fykos.cz

Uloha IIL.2 ... pekelna 3 body; prumér 2,65; fesilo 55 studenti

Do pekla vede cesta a silnice po opac¢nych brezich reky. Jdeme po smeéru
reky, ktery je vyznacen na obrazku. Brehy reky jsou tvoreny castmi sou-
strednych kruznic. Pési cesta kopiruje jeden breh reky, silnice druhy breh,
sirka toku je neménna. Po jaké strané reky je rychlejsi jit? Zname stredo-
vy tihel kazdého kruznicového oblouku 1, @2, ... a polomeér kazdé kruznice
Tal,Tbl,Ta2, Th2, - .., kde indexy a, b znaci levy a pravy breh.

Napadla Lukdse cestou do Pekla.

Vime, Ze cesta i silnice lezi na soustiednych kruznicich. Reknéme, ze silnice

povede po levém brehu feky. Plati Ao; = Arp;, kde i je ¢islo prislusného oblouku, Ar je sitka
feky (a tedy i rozdil poloméru obloukd v absolutni hodnoté), ¢; je stfedovy tihel oblouku v
radidnech (kdyz se feka toc¢i doprava, mé thel zdpornou hodnotu) a Ao; je, o kolik je cesta
delsi nez silnice. Tedy cesta bude delsi nez silnice o hodnotu:

iAoi = iArcpi = Arig@i,
=1 i=1 i=1

kde n je (nezndmy, ale to nevadi) pocet obloukl. ¢; jsou jednak stfedové thly jednotlivych
oblouki, jednak tthel mezi tecnou ke kruznici na zacatku a na konci oblouku, pficemz tecna ke
konci i-tého oblouku je shodnd s tecnou k zaCatku (i + 1)-ho oblouku (orientace tihlu ztstane
stejnd). Proto je celkovy rozdil délky cesty a silnice roven Arqor, kde ot je tihel mezi tecnou
k silnici na zacatku a na konci tdoli. Ar je mimochodem vzdy kladné, tedy to, zda je delsi
silnice nebo cesta, mtizeme urcit Cisté ze souctu thli. To bude fungovat, pokud se feka nebude
kiizit sama se sebou, coz se muze stat asi jen na cesté do pekla.
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Nakonec by to chtélo fici, ktery breh je pro nas v tomto konkrétnim piipadé vyhodnéjsi.
Uhly @1 a @3 jsou orientované zaporné, thel s kladné. Také na obrazku vidime, Ze @3 je v
absolutni hodnoté vétsi nez g2, tedy soucet téchto tfi thla je zaporny a cesta je kratsi nez
silnice. Také je vidét, ze se feka stocila doprava a tihel mezi jejim smérem na zacatku a konci
adoli je orientovany zaporné.

Markéta Caldbkovd
calabkovam@fykos.cz

Uloha IIL.3 ... kde to piska 7 bodii; primér 5,89; fesilo 35 student

Verciny usi Ize aproximovat dvema bodovymi detektory ve vzdalenosti d, které detekuji zvukové
viny ze vsech sméru stejné dobre. Vercéa umi polohu znamého zdroje zvuku poslepu urcit velice
presné, proto jednoho dne, kdyz se probudila, vyzvala své pratele k tomu, aby ji vyzkouseli.
Jenze Verca si v jednom uchu zapomnéla Spunt, ktery snizuje intenzitu zvuku v jejim levém
uchu k-krat. Verci byly zavazany oci a zdroj byl umistén do vzdalenosti y pred ni a o x napravo
(¢i —z nalevo). Urcete, na které misto (z',y") Verca ukéze, jestlize usi rozeznévaji polohu zdroje
podle hlasitosti zvuku. Luboska vydésil telefon s jednim sluchdtkem v usich.

Existuji dva pristupy, jeden vice pocitaci a druhy vice geometricky. Nejdiive tedy zkusme spo-
&itat vztah mezi z,y a 2’,y’. Vime, Ze intenzita zvuku klesid s druhou mocninou vzdélenosti
podle vzorce

-

r2’
v naSem piipadé pak (pro levé a pravé ucho)
c
+4) 4y
(z£5)" +y
kde ¢ je ndm nezndméa konstanta, kterou nastesti nebudeme v tomto prikladé potiebovat, a

znaménko plus odpovida levému uchu.
Ze zadani méame

(1)

Iup =

Ir,
1=
"
Ip=1Ip

Dosadime z (E) a upravime i

Vyjadiime =’ a 3

H\
Il
—
~
=

2d

LVimnéme si, ze ¢ se vykrati.
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Rozhodné v tomto piipadé nepovazujeme za vhodné odmocinidvat vzorec, natoz dosazovat za '
v druhém vzorci, abychom se ve vzorcich viibec vyznali.

Vénujme se rozboru téchto rovnic. Pro k = 1 se vzorec zredukuje na =’ = z a 3’ = 32, coz
odpovidd nezkreslenému vnimani. Druhd rovnost muze byt splnéna dvéma zpusoby, s opa¢nymi
znaménky. To ndm 11k, ze zdroj muze byt pred nebo za Vercou, mezi ¢imz ona bohuzel nedokaze
kviili osové symetrii problému rozhodnout.® Se zvysujicim se k se zvysuje i z’, ¢imZ se bod,
na ktery ukaze, bude zobrazovat ¢im dal vic napravo od ni. Jak to bude s 3’'? Z rovnice () je
vidét, Ze s rostoucim z’ klesa hodnota 3" az k nule, coz znamen4, e se ¢arkovany bod zobrazuje
stale vice k ose x, az ji dosdhne, ¢imz bude bod presné vpravo od Verci.® Pro vyssi k, a tedy i
2’ bude zaporny ¢len rovnice (E) dominovat, ¢imz posune pravou stranu do zapornych ¢isel, a
rovnice nebude mit feseni. V tomto okamziku si Verca nejspis uvédomi, ze méa Spunt v usich.

Nyni prejdéme ke geometrickému pristupu. Podivejme se na soustavu rovnic (E),(E) To jsou
ale rovnice kruznic! Pravé strany vyjadiuji puvodni vzdalenosti-které povazujeme za konstan-
tu.® Nalevo pak jsou rovnice pro kruznice se stiedy v obou usich. Jedna mé za polomér puvodni
vzdalenost ucha od bodu (z,y), a tak timto bodem prochézi, druhd pak méa polomér Vk-krét
vétsi. Maji-li byt splnény obé rovnice, musi se jednat o pruseciky obou kruznic, ty jsou dva,
pokud se kruznice protinaji, coz je konzistentni s rovnici (ff). Jediné feseni rovnice pak odpovida
stavu, kdy se kruznice dotykaji. Lépe je to vidét na obrazku [l.

Mikulds Matousek
nikulas@fykos.cz

Uloha IIL.4 ... radar zadarmo 7 bodi; pramér 4,43; Fesilo 53 student

Na vSechny patniky podél silnice umistéme kontrolni ¢ervené tabulky (vinovd délka cervené
barvy je A\¢ = 630nm). Jakmile fidi¢ vidi na patniku pred nim tabulku modrou (vlnovd délka
modré barvy je Am = 450nm), vi, Ze jede prilis rychle. Jaké je tato mezni rychlost? Jakou méd
bézné osobni auto pri této rychlosti hybnost a kinetickou energii?

Kuba nasel na internetu futuristickou fotku.

Jev, ktery ridi¢ pozoruje, se jmenuje Doppleruv jev. Jedna se o zménu frekvence zdroje vinéni,
kterou zaznamend pozorovatel, pokud se vuci zdroji pohybuje. Tento jev lze dobfe pozorovat,
kdyz se k vam blizi houkajici sanitka: frekvence sirény nejdiiv roste, a jakmile vas sanitka mine,
tak zacne klesat. V nasem pripadé se jedna o svétlo, tedy vinéni elektromagnetické. V pripa-
dé tak silného dopplerovského efektu, ze se méni barva svétla, se auto hybe rychlosti fadoveé
srovnatelnou s rychlost{ svétla ¢ = 3,0 - 103 m-s™*. V takovém piipadé se zaénou projevovat
efekty specidlni teorie relativity, kdy ¢as bézi pro vzdjemné se pohybujici pozorovatele ruznou
rychlosti (tomu se fiké dilatace ¢asu) a vzdélenosti maji riiznou délku (tomu se ¥{kd kontrak-
ce délek). Podle vzorce pro relativisticky Doppleriv jev plati pro vztah pozorované vlnové
délky Am a vlnové délky zdroje A¢ v pripadé, kdy se pozorovatel priblizuje ke zdroji, vztah

Xe  [14w/c
Am V 1-v/c’

2Pokud by méla Verca tfeti ucho, mohla by to zvlddnout.

3Vsimnéme si, Ze v tomto okamziku mé rovnice jen jedno feseni-body pied a za Vercou splynou.
4Pfesnéji feceno za parametr.

5 Pro signal &ifici se presné rychlosti ¢, tedy v prostfedi o indexu lomu n = 1, coz vzduch pfiblizné spliiuje.



mailto:mikulas@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXX ¢islo 4/7

kde v je rychlost fidice. Odtud muzeme vyjadrit a vy¢islit fidicovu rychlost jako

b= X Am - a5 97107 mes !
SOz T ’
Nyni spo¢itdme hybnost p, kam dosadime relativisticky korigovanou hmotnost (feknéme, ze
klidovd hmotnost auta je mo = 1500kg)::

mov

N e

P#i urcovani kinetické energie vyjdeme z toho, Ze celkova energie télesa mc? se rovna soudétu
. ) . - 2 . . 1.2 . . . . v,
klidové energie télesa Ey = moc” a jeho kinetické energie Fy. Kinetickou energii odtud urcime
takto:

=1,5-10" kgms~".

1 2 2 2 1
Ek:E—Eozmcz—moczz = | ————— | moc® — moc® = = moc _— 1
1—v2/c? V1—v2/c?

Kdyz #idi¢ vidi modrou tabulku misto éervené, jede rychlosti 9,7 - 10" m-s~!, auto mé hybnost
asi 1,5 - 101 kg-m-s~! a kinetickou energii 7,7 - 10 J.

1

Dominika Kalasovd Jakub Dolejsi
dominika@fykos.cz krasnykuba@fykos.cz
Uloha IIL.5 ... kladkovana 7 bodu; prumér 2,79; fesilo 29 studenttu

Meéjme rozestaveni kladek jako na obrazku. Zndme hmotnosti m;,
poloméry R; a momenty setrvacnosti J; vsech kladek, hmot-
nost m zavazi a hmotnost M, polomér R i moment setrvacnosti J
valce. Zanedbejte tihu kladky 2, abyste mohli uvazovat, zZe lana
vedouci ke kladce 2 jsou rovnobézné s naklonénou rovinou. Sou-
c¢initel smykového i klidového treni mezi valcem a podlozkou je f.
Lano na kladkach neprokluzuje. Vypoctéte s jakym zrychlenim
(popf. i ihlovym zrychlenim) se bude pohybovat zdvazi m a vd-
lec M. Kubovi prislo cvicent zbytecne jednoduché.

Jelikoz neméme zadnou teorii hmotnych kladek, budeme se k nim chovat jako k libovolnému
jinému télesu v mechanice. To znamend, Ze si napiSeme pohybové rovnice nejen pro valec M
a zévazi m, ale také pro vsechny kladky. Zaroven nezndme zadny obecny vztah mezi velikostmi sil
pusobicich na kladku (které jsou pro nehmotné kladky stejné veliké, a tedy se vyrusi). Na obr.
jsou zakresleny vsechny sily ptsobici na vySetfovana télesa. Soucasné tim zaviadime znaceni sil.
Jelikoz je kladka 3 pevné uchycena, nemusime se zabyvat silami s nulovym momentem.

Co se tyce aproximace ze zadani, uvazujme nyni pouze to, ze vSechna lana vedouci ke kladce 2
jsou rovnobéznd s povrchem naklonéné roviny. Toho lze napiiklad dosdhnout umisténim kladky
2 do drazky bez tfeni. Zanedbani typu mz ~ 0 provedeme az ve vysledku, kde teprve uvidime,
co muzeme zanedbat.

Dale si musime uvédomit, ze na volnych kladkdch se zrychlen{ pili (vzhledem k tomu, ze
se lano musi prodlouzit dvakrat vice, nez se skutecné kladka posune). Oznacme a zrychleni
valce. Za kladny smér zrychleni povazujme piipad, kdy valec bude klesat. Potom se kladka 2
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pohybuje se zrychlenim a, kladka 1 se zrychlenim 2a a zdvazi m se zrychlenim 4a. Pohybové
rovnice zévazi a valce vypadaji nasledovneé,

—~
(=]
=

4ma = mg — N1,
Ma =Ny — Mgsina — T,
Je=TR,

—~ o~
o
= —

kde e je thlové zrychleni vélce.
Obvodové zrychleni kladek musime brat v soustavé spojené s kladkou, tedy od zrychleni
lana musime odecist zrychleni kladky. Pohybové rovnice rovnice pro kladky nabyvaji tvaru

2mia = m1g + N1+ F1 — Na1, 9)
2
Ji o = (N1 — F1)Ry (10)
Ry
2
Js =2 = (N31 — Nao)Rs, (11)
R3
moa = —magsina + N3z + F» — Na, (12)
Jgi = (N32 — FQ)RZ . (13)
Ry

Jelikoz lana neprokluzuji na kladkéach, spocita se thlové zrychleni kladek jako podil zrychleni
lana na kladce vudi jeji stfedu a poloméru kladky.

Nyni vsak mame pouze 8 rovnic pro 9 neznamych a, €, T, Fi1, F2, N1, N2, N31, Nas.
Pro jednoznac¢né feSené potiebujeme pridat jesté devatou rovnici. Pokud je treci koeficient
dostatecné vysoky, tj. tfeci sila je nizsi nez normélova sila F)y ptsobici mezi valcem a podlozkou,

7| < fFx = Mgfcosa,
nebude dochéazet k prokluzovani valce, a muzeme psat
a =¢R. (14)

Jelikoz smér puisobeni sily T je zévisly na sméru pohybu, piseme velikost |T'|.
Pokud je naopak treci koeficient prilis maly, nemuze treci sila T rast vyse nez fFn, a na
této hodnoté uz ztstane, tedy
T=Mgfcosa. (15)

Toto plati v pfipadé a > 0. Pokud vsak vyjde a < 0, musime v nasi znaménkové konvenci
pocitat
T=—-Mgfcosa. (16)
Jelikoz se v zadné jiné rovnici nevyskytuje f, odpovidéd tato zména prechodu od f k —f, staci
tedy spocitat prvni pripad a pro druhy pripad pouze v feSeni udélat tuto zménu. Pokud véilec
neprokluzuje, vyjde feseni stejné pro oba sméru pohybu.
VyteSenim této soustavy 9 linedrnich rovnic dostdvame feseni pro pripad, kdy valec nepro-
kluzuje
4m + 2m1 — M sina — mo sin «

a=9g 7 T, J2 T3

; (17)

Odtud ziskdme zrychlen{ zdvazi jako 4a a tihlové zrychleni védlce jako ¢ = a/R.
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V pripadé, kdy véalec prokluzuje, dostdvame

4m +2m1 — M(sina + fcosa) — masina

a = 7 7. Ja 0 (18)
M + 16m + 4mq +m2+4R712+R722 +4?%
1 2 3
g MR?f cosa
=L J 7" 19
I 7 (19)
Jestlize vychézi opacny smér pohybu, musime feseni upravit na tvar
_ 4m+2my — M(sina — fcosa) — mpsina
“=9 T o ad3 (20)
M +16m +4my +ma + 455 + 73 + 453
1 2 3
g MR?f cos
=22 770 21
= 5 (21)

K dikladnéjsimu rozboru této zmény se jesté vratime. Zrychleni zavazi ziskdme v obou pripa-
dech opét jako 4a.

Vidime, ze kdyz vélec prokluzuje, nemé jeho moment setrvacnosti zadny vliv na jeho
translacni zrychleni, ale pouze na rota¢ni pohyb.

V tuto chvili miizeme opréavnéné provést aproximaci ma & 0 a vySkrtnout z vyrazu (@)—(@)
vSechny ¢leny obsahujici meo. Pro jednoduchost se v nasledujicich ivahich nebudeme zabyvat
patologickymi pripady, kdy nasi aproximaci nelze pouzit takto jednoduse.

Nyni je tfeba vysSetiit, kdy bude a kdy nebude véalec prokluzovat. To Ize udélat z feSeni
libovolného z téchto dvou pripadia. Udélame to tedy pro nézornost obéma metodami. Kdyz
valec neprokluzuje, je splnénd podminka a = €R a treci sila se podle toho patfi¢né upravuje
(s rostoucim € roste). Proto staéi najit mezni ptipad f, pro ktery je splnéna rovnost |T| = fFn.
Jednoduchym dosazenim do soustavy dostdvame
_Je J

T

=—a
R R
J
ﬁ|a| < fFy =Mgfcosa.
Dosazenim za a z (@) a feSenim této linedrni nerovnice dostavame, ze valec neprokluzuje pro

J |[4m + 2my — M sin o
MR2 cos %+4%+%+4%+M+16m+4m1’

f> (22)

V pripadé, kdy vélec prokluzuje je naopak splnéna rovnost |T'| = fFn a pro zrychleni
plati |a| > |¢|R — musime tedy vyfeSit mezni podminku a = £R. Tentokrdt médme uz vyjad-
fené vsechny potfebné velic¢iny ve vztazich ([L§) a ( resp. (@) a (R1), proto rovnou piSeme
podminku pro prokluzovani vélce, () pro a > 0 a (4) pro a < 0,

4m + 2my — M(sina + f cos @) S MR?fcosa

, 23

M 16m+am + 42 + B +a% 0 J (23)
1 2 3

dm+2m; — M (sina — fcosa) <_gMR2fcosa. (24)

9 7 7. J
M + 16 4 4=k + 22 445 J
+16m +dmy + 455 + B + 4%

10
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Resen{ téchto nerovnic se lisf znaménkem — mtZzeme je tedy spojit do jedné, spoleéné podminky

(k.
J [4m + 2m1 — M sin af

f< . }
MRZ?cosa %+4%+%+4%+M—|—16m+4m1

(25)

Obé& podminky (@) a (@) skutecné vysly stejné, prestoze druhy pripad na prvni pohled nevy-
padé, ze by mél mitreseni pravé ve stejném tvaru.
Pokud bychom méli rizny dynamicky a staticky koeficient tfeni, byla by spravné metoda
z pripadu, kdy valec neprokluzuje. V pripadé metody druhé bychom museli jako posledni krok
nahradit dynamicky koeficient statickym, ¢imz bychom opét dospéli ke stejnému zavéru. Po-
znamenejme vsak, ze pokud by se koeficienty lisily, mohli bychom dostat komplikovany trhavy
pohyb.
Nyni se vratme k rozboru a 2 0 v pripadé prokluzujictho valce. Nejprve poznamenejme, ze
v pripadé a = 0, tedy
dm+2my1 — M(sina £ fcosa) =0,
musi nutné platit také e = 0, protoze neptisobi zddny moment roztacejici valec. V tomto pripadé
tedy valec neprokluzuje, a konkrétné setrvava na misté, stejné jako celda soustava. Déle tedy
uvazujme pouze a # 0, diky ¢emuz mizeme vsechny nasledujici nerovnosti uvazovat ostré.
Soustava_se bude pohybovat v kladném sméru, pokud bude splnéna nerovnost a > 0 pro a
ze VzZorce (@), tedy
dm +2my — M(sina + fcosa) > 0. (26)
Naopak v zdporném sméru se bude pohybovat pokud bude splnéna nerovnost a < 0 pro a ze
vzorce (@), tedy
dm +2my — M(sina — fcosa) < 0. (27)
Nerovnosti nemohou byt splnény soucasné, tedy dostdvdme jednoznacnou predpovéd vyvoje
systému. Neplatnost zddné z nich vsak neimplikuje platnost druhé, tedy mize nastat situa-
ce, kdy nebude splnéna ani jedna z nich. Uvahou mizeme dospét k tomu, Ze pak musi vélec
neprokluzovat — tento fakt nyni odvodme.
Prepokladejme, Ze nerovnosti (@) a (@) nejsou splnéné — jsou tedy splnéné nerovnosti

dm +2my — M(sina + fcosa) <0,
dm+2my; — M(sina — fcosa) > 0.

Z obou z nich vyjadifme f a spojenim vysledku (lisi se opét pouze znaménkem) dostédvdme
nerovnost | Mmoo Msinal MR
m+2mi — Msina
r> cos o M > Jmes J

kde jsme vyuzili toho, Ze pro kazdé téleso plati J < MR?, kde R znaéi nejvétsi vzdalenost bodu
télesa od osy, vuci které pocitdme moment setrvacnosti, v nasem piipadé polomér (okraj od
stfedu). Tim jsme ovérili platnost nerovnosti (22), a tedy valec skutecné neprokluzuje. Vzhledem
k tomuto vysledku nesplnéni{ jedné z nerovnosti () nebo (R1) automaticky implikuje splnéni
druhé z nich (pokud vime, ze vélec prokluzuje).

Pii zadanych podateénich podminkéch se tedy musime podivat na nerovnost (@)7 zda vélec
prokluzuje, nebo ne. Pokud prokluzuje, musime ovéfit nerovnost (R€), abychom zjistili, jakym
smérem se bude pohybovat, a podle toho pouzili prislusné vyjadreni zrychleni.

Jakub Dolejsi
krasnykuba@fykos.cz

> fmez )
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Uloha IILP ... srdeéni 8 bodti; prumér 5,69; fesilo 45 studentii

Odhadnéte, jakou préci vykona lidské srdce na pumpovani krve za jeden den. S ¢im se da tato
energie srovnat? Jaké procento z doporuceného denniho prijmu energie tvori vas odhad?
Karlovi se rozbusilo srdce.

Nejdrive proberme, jak vlastné srdce pracuje. Srdce je sval, ktery svymi stahy zajistuje obéh
krve v téle. Sklada se ze dvou sini a dvou komor. Pfes pravou sinn a komoru pumpuje krev
do plic, skrz levou sinn a komoru proudi krev do zbytku celého téla ®. Srdce tedy funguje jako
zivd pumpa, jejiz nejvyraznéjsi podil na praci mé tlakové-objemova prace W,,. Vedle toho stahy
srdce udili krvi jistou rychlost, mizeme mluvit o kinetické praci Wj. Celkovou praci srdce W
tedy budeme pocitat jako

W =W+ W,. (28)

Hustota krve je udéva’maﬁ jako o = 1060kg-m™2. Objem kazdé komory jeE zhruba 70 ml.
Z téchto ddaju muzeme ze znamého vzorecku m = Vp vypocitat hmotnost krve vypuzené
pri jednom stahu m = 74,2g. Také se udéva, ze srdce udéli krvi pfi vypuzovani rychlost v =
=0,5m-s"'. Z téchto udaji uz mizeme vypoditat celkovou kinetickou préci srdce

1
Wi, = 2§mv2 =0,019J

kde faktor 2 je pritomen kvuli tomu, Ze pocitdme dvé komory.

Pro vypocet tlakové-objemové prace budeme potfebovat jesté tlaky, pod kterymi je krev
vypuzovana z komory. Protoze krev je vypuzovana pri tzv. systole, budeme v nasem ptiblizeni
pracovat se systolickym tlakem, ktery je v pripadé levé komory roven p; = 16 kPa, v ptipadé
pravé komory je to pp, = 2kPa (jesté jednou pripomenme, ze objemy obou komor jsou shodné
po 70ml)

Wp=V(p+pp) =1,26].

Z rovnice (@) muzeme vypocitat, ze W = 1,28 J. Vidime, ze kineticka prace je zanedbatelnd
vuci talkové-objemové. Navic diky rozdilum systolickych tlakt muzeme tvrdit, ze nejvétsi podil
na tomto ¢isle mé tlakové-objemova prace levé komory. Uvedend prace srdce W se vztahuje
na jeden stah srdce. Proto musime ¢islo vynédsobit poc¢tem staht za den, abychom ziskali praci
srdce za jeden den Wien. Primérnd tepové frekvence je uvddéna? zhruba 70tep-min~!. Den
mé 1440 minut. Za den mame tedy 101 tisic tepu. Vynasobenim praci srdce W dostaneme, ze
srdce za den spotfebuje Waen = 130kJ.

Podivejme se dél, jaky podil z celkové energie srdce spotrebuje. Samoziejmé to zavisi na
kazdém ¢lovéku. Pokud vezmeme néjakého konkrétniho élovéka (70kg, 175cm, 25let, muz)
mame doporucenou denni davku energie= Waqp = 9590kJ .

Z predchozich tdaji uz muzeme spocitat, ze podil energie, kterou spotrebovava srdce 7, je

n= Wden
Wadp

=1,4%.

Shttps://cs.wikipedia.org/wiki/Srdce
“http://www.wikiskripta.eu/index.php/Krevni_re&isté
8http://www.wikiskripta.eu/index.php/Biomechanika_krevniho_ob&hd
Shttps://www.sportvital.cz/sport/klidova-srdecni-frekvence
19http://www.kaloricke-tabulky.cz/nastroje/denni-kaloricky-prijem
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7 ruznych zdroji muzeme pro tento podil najit dvé ruzné hodnoty no opravdu, zkuste si
to). Toto &islo plati pouze v tom piipadé, ze iéinnost srdce je u’ = 100 %. ale Giinnost srdce
v klidu je udévana zhruba u = 10 %. proto do srdce neputuje pouze 1,4% energie, ale desetkrat
vyssi procento.

Do porovnavéni nebudeme zapocitdvat ti¢innost srdce (tzn. budeme brat jen 130kJ na den)
a budeme hledat, jaké mnozstvi jidla dokaze pohanét srdce cely den. Hleddme v internetovych
kalorickych tabulkdch®=. Odpovida tomu naptiklad 70 ml pomeranc¢ového dzusu nebo ctvrtka
bilého rohliku nebo napf. 22 g tvarohu.

Katerina Smitalovd
katka@fykos.cz

Uloha IILE ... reflexni ndramek 12 bodi; prumér 7,06; fesilo 34 studentt

Zmérte co nejvice charakteristik samonavijeciho reflexniho naramku. Zajima nas predevsim:

e Ndramek je vyztuzen kusem plechu, ktery miize byt ohnut podélné (svinuty naramek)
nebo pri¢né (narovnany ndramek). Jaky polomér krivosti maji tyto ohyby, pokud na
plech nepiisobi vnéjsi sila?

e Pokud naramek narovname a budeme ohybat v jednom misté, pri jakém tihlu prejde do
ohnutého stavu? Pri jakém thlu se opét narovnd? (Pozorujeme hysterezi?)

o Jaky moment sily je potfebny k ohnuti naramku?

o Je néktery ze stavii ndramku (svinuty nebo narovnany) energeticky vyhodnéjsi? Odhad-
néte o kolik.

Erikovi se ne a ne ohnout.

Erik Hendrych
erik@fykos.cz

Uloha IILS ... limitni 10 bodd; primér 7,81; fesilo 26 studentt

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat postup konstrukce intervalovych odhadi stfedni hodnoty
v pripadé obecného rozdéleni mérenych dat (postadi vlastnimi slovy popsat ndsledujici:
centrdlni limitni véta a predpoklady jejiho pouZiti, kovariance a korelace (a jejich odhady),
vicerozmérna centralni limitni véta a predpoklady jejiho pouziti, zdkon sSiteni nejistot a kdy
ho Ize pouzit). Neni potreba uvadét presnd matematickd odvozeni, staci pozadované pojmy
a vlastnosti strucné popsat.

b) V priloZeném datovém souboru mereni3-1.csv najdete vysledky méfeni urcité fyzikalni veli-
¢iny v. Predpoklddejme, Ze si nemiizeme byt jisti, zda maji mérena data normélni rozdéleni.
Vyjddrete nejistotu méfeni této fyzikalni velic¢iny (nejistotu typu B neuvazujte), zkonstruujte
intervalové odhady na zakladé CLV a strucné interpretujte jeho vyznam. Jak by se zménily
vysledky a interpretace, pokud bychom méli k dispozici jen ¢tvrtinu méreni (feknéme prvni
¢tvrtinu dat z datového souboru)?

Hhttps://www.kaloricketabulky.cz/search.phr
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¢)

d)

Predpokladejme, Ze nasim cilem je namérit fyzikalni veli¢iny x a vy, které budeme chtit vyuzit
pro dosazeni do vzorce

v=-xy’
3 .

Predpoklddejme, ze diky znalosti zptisobu méreni jsme si jisti, Ze jsou vsechna méreni na
sobé nezavisla a ze zpracovani namérenych dat méreni mame nésledujici vysledky, které jsou
zaloZeny na velkém poctu méreni (vice nez 30 méreni kazdé fyzikalni veliciny)

z=(5240,1),
y = (12,84 4+ 0,06) .

Urcete odhad fyzikalni veli¢iny v a nejistotu méreni fyzikalni veliciny v.
Népovéda: Mohly by se vam hodit ndsledujici vztahy:

9 (1 15

oz (37) ="

o (1 ,

o (ixy ) =zy.
Pomoci simulace ve vypocetnim prostredi R demonstrujte platnost centralni limitni ve-
ty. Tj. generujte n-tice nezavislych realizaci nahodné veliciny, kterda nema normalni rozdéle-
ni (pro tento pripad pouzijte exponencidlni, rovnomérné a Poissonovo rozdéleni s libovolné

zvolenymi parametry) a na histogramu ukazte, Ze pokud na data provedeme ndsledujici
transformaci

Ty — 4
vn S

takto transformovand data uz budou rozdélena priblizné podle normélniho rozdéleni N (0, 1).
(Souddsti hodnoceni bude i hodnoceni vzhledu grafii — zejména vhodné zvolené popisky os
a legenda.)

Bonus: Predpoklddejme, ze nasim cilem je nameérit fyzikalni veliiny x a y, které budeme chtit
dosadit do vzorce

2 .
v=2"siny.

Uvazujme nejobecnéjsi model méreni (tj. méfend data nemaji normdlni rozdéleni a méreni
riznych fyzikdlnich veli¢in na sobé mohou byt zavisld). V datovém souboru mereni3-2.csv mdme
vysledky meéreni fyzikalnich veli¢in x a y, urcete nejistotu urceni veliciny v a zkonstruujte pro
ni intervalovy odhad. Michal se pokusil vymyslet limitne tezké zadani seridlové wlohy.

a)

Detailni odpovéd na tuto otdzku dostanete pouze prectenim 3. dilu seridlu, v tomto vzorovém
feSeni uvedeme jen ty nejduilezitéjsi véci.

Centralni limitni véta je dulezitd pro zpracovini méfenych dat (zejména pro intervalovy
odhad stfedni hodnoty), o kterych si nemizeme byt jisti, ze maji normalni rozdéleni. Pokud
si ozna¢ime mérend data jako xi,...x,, potom centrilni limitni véta fika, ze nasledujici
transformace nasich dat (musime si uvédomit, ze jde o ndhodnou veli¢inu, nebot zdvisi na
ndhodnych datech a nemizeme tedy dopredu znat jeji hodnotu)

Tn — 1
V=

konverguje v distribuci k rozdélen{ N(0, 1), nezdvisle na tom, jaké rozdélenfd méla nase

12V/e skuteénosti je zde jedté podminka na koneény rozptyl.
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puvodni data. Matematicky zapsano plati
\/Ex"si_“ L, N, 1).

Pokud chceme v praxi pouzivat aproximace zalozené na CLV, musime si uvédomit, ze potie-
bujeme mit dostate¢né velky pocet méreni, aby byla takoviato aproximace presnd. Obecné
pravidlo zni:

e Pokud méame alespon 30 méfeni, potom je aproximace pomoci CLV velice presnd.
e Pokud mame alesponn 10 méfeni, potom je aproximace pomoci CLV pouze priblizna,
ale stdle pomérné presna.
e Pokud mame méné nez 10 méreni, potom mize byt aproximace pomoci CLV znac¢né
nepresna.
Pokud méfime vice fyzikédlnich veli¢in najednou, musime se zabyvat také tim, zda nejsou
nase méfeni zavisla. Zavislost nasich méreni (tedy vlastné ndhodnych veli¢in) méfime pomoci
kovariance a korelace, které jsou pro dvé ndhodné veli¢iny X a Y definovany nasledovné
cov(X,Y)=E[(X - EX)(Y —EY)],
cov(X,Y)
var(X) - var(Y)

corr(X,Y) = (X,Y) =

Korelace je vhodné znormovand kovariance (mtize nabyvat jen hodnot od —1 do 1) a vyja-
drfuje, jak moc jsou ndhodné veli¢iny linedrné zdvislé (hodnoty kolem 0 znaé¢i malou zavislost,
hodnoty blizké 1 nebo —1 znaéi velkou zdvislost). Pokud jsou veli¢iny X a Y nezavislé, po-
tom je kovarianéni i korela¢ni koeficient roven 0 (obrdcend implikace ale neplati). V praxi je
dilezité védét, jak z namérenych dat odhadovat kovarianéni a korela¢ni koeficient. K tomu
slouz{ vybérovy kovarianéni koeficient (resp. vybérovy korelacni koeficient) definovany jako

n

COV(X,Y) =Y (e —T) (i — )

i=1
> (@i = Ta) (4 — )
corr(X,Y) = = NG
X,n PYn

Na tomto misté musime poznamenat, ze pfi vypocétu vybérového kovarianéniho (resp. kore-
laéniho) koeficientu musime vzdy pouzivat dvojice odpovidajich si méfeni. Nelze postupovat
tak, ze si méfeni libovolné poparujeme.

Existuje i vicerozmérna verze CLV, kterd se zaobird pripadem, kdy chceme zmérit k fyzi-
kélnich veli¢in v(l), e v<k), dosadit je do vzorce

v = f(v(l),...,v(k>)

a nasledné chceme uréit nejistotu méreni fyzikalni veli¢iny v a konstruovat pro ni intervalové
odhady. Vicerozmérnd centralni limitni rika, Ze v tomto pripadé plati

f (@77@) _f(v(l),"'7’u(k))
Nee

25 N(0,1),

15
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kde v je vybérovy primér méfeni i-té fyzikalni veliciny, v je skuteénd hodnota i-té
fyzikaln{ veli¢iny a S? je vhodny normalizaéni koeficient, ktery se spoéte podle vzorce

cov(v®) ()

- Sny “e Y /nlnk of .
cov(v(z),v(l)) cov(1)(2),v(k)) v (’U)
2 of (= of (= N .
S° = (av(fU ('U) 1)(fk) (7.))) n‘znl nznk : , (29)
. af (=
. 2l (p
COV( (k) U(l)) ) v (k) ( )

kde

(1) (k)
T = (vnl,...,vnk .
Pro pouziti vicerozmérné CLV opét plati podobné pravidla jako pro pouziti jednorozmérné
CLV, tedy:
e Pokud mame alespon 30 méreni kazdé fyzikalni velic¢iny v 0™ potom je apro-
ximace pomoci vicerozmérné CLV velmi presné.
e Pokud méme alespon 10 méteni kazdé fyzikdlni veli¢iny, potom je aproximace pomoci
vicerozmérné CLV pouze priblizna, ale stidle pomérné presna.
¢ Pokud mame méné nez 10 méreni néjaké fyzikalni velic¢iny, potom muze byt aproximace
pomoci vicerozmérné CLV znacné nepresna.
V pripadé, Ze si ze znalosti priabéhu experimentu muzeme byt jisti, ze jsou vsechna méreni
riznych fyzikdlnich veli¢in na sobé nezdvisla (coz je v praxi velmi ¢asté), se vzorec na vypocet
¢lenu S? velmi zjednodusi na tvar

2
(1)
o1 (””1) (1)2
5= v Sni Fooo

2
of (v"k) (k)2

ENO) Sn,

Tomuto vzorci se ¢asto T{kd zdkon $ifeni nejistot (pfipadné zdkon propagace nejistot).
V obou pripadech mizeme konstruovat intervaly spolehlivosti pro vyslednou fyzikalni veli-
¢inu v. Ze znéni vicerozmérné CLV lze odvodit, ze plati

P(f( &1),...,115;“)) —ul,%S<f(U(1),...,v(k)) <f< (1),...,v7(1k)>—|—u1 aS) ~1l—a.

Tedy intervalovy odhad pro skuteénou hodnotu vysledné fyzikalni veli¢iny v bude mit tvar

(f (’U,(’Ll)w. (k)> :I:ul_gS)

Fyzikové tento intervalovy odhad zapisuji zkracené jen jako

(f (02) £5)

a Clenu S rikaji standardni odchylka.
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b)

V prilozeném datavém souboru se nachdzi 40 namérenych dat, se kterymi budeme pracovat.
Nejprve musime spocitat vybérovy primér nasich dat podle vzorce

40
1
0= 4—0;% =9,826.

Déle spocitdme vybérovou smérodatnou odchylku priuméru podle vzorce

40
_ 1 a2
s0 = \| o730~ Z(xz zn)? = 0,036.

i=1

V nasem pripadé, kdy neuvazujeme zadnou nejistotu typu B, vyjadruje vybérova smérodatna
odchylka nejistotu méteni.
Podle teorie odvozené v seridlu bude mit asymptoticky intervalovy odhad zalozeny na CLV
o spolehlivosti (1 — «) tvar

(ﬂ + spuq_ 2 ) .

Pokud pouzijeme standardni zkriceny zapis, vyjde ndm nésledujici vysledek
(9,83 £ 0,04) .

Jelikoz jsme pouzili velké mnozstvi dat (tj. vice nez 30), bude aproximace pomoci CLV uz
velice presna. Tedy takovyto interval bude mit pravdépodobnost pokryti skute¢né hodnoty
méfené fyzikalni veliciny velice blizkou 68%.

Pokud bychom uvazovali, ze mame k dispozici jen prvni ¢tvrtinu méfeni (tj. prvnich 10
méteni), dostali bychom jiné hodnoty vybérového pruméru a vybérové smérodatné odchylky
pruméru. Konkrétné bychom dostali

T10 = 9,92,
S10 = 0,06 .

Intervalovy odhad pro méfenou fyzikdln{ veli¢inu by v tomto piipadé byl ndsledujici (pou-
zivdme zkraceny zapis)

(9,92 £+ 0,06) .
Je zfejmé, Ze za pouziti jinych vstupnich dat dostaneme jiné ¢iselné vysledky (i na tomto je
vidét, Ze vybérovy prumér a vybérova smérodatnd odchylka priuméru jsou ndhodné velic¢iny).
V tomto pripadé jsme provedli méné méteni, takze jsme vcelku logicky dostali vétsi nejistotu
méfeni. V tomto pripadé je ale nutné poznamenat, ze nas intervalovy odhad byl zaloZen na
pomérné mélo méfenich (jen 10 méfeni), takze v tomto pfipadé aproximace pomoci CLV
nemusi byt tolik presnéd. Tento interval mé tedy pravdépodobnost pokryti skute¢né hodnoty
méfené fyzikalni veli¢iny pouze priblizné 68%.
Odhad fyzikélni veli¢iny v se zkonstruuje jednoduse tak, ze do funkce f dosadime odhady
fyzikalnich veli¢in = a y. V nasem pripadé dostaneme

1
U= (@ Yn) = 5 5.2 12,84 = 428,65
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V tomto specidlnim pripadé, kdy muzeme métreni ruznych fyzikalnich veli¢in povazovat za
nezavislé, mizeme na vypocet nejistoty méfeni fyzikalni veli¢iny v pouzit zdkon siteni nejis-
tot. VSechny potfebné idaje mame zadané, takze stac¢i dosadit. V tomto vzorovém resenim
budeme dosazovani délat postupné, aby bylo vSem jasné, jak jsme na nas vysledek prisli.

_ (@) e (@ (y)Q\/(12>2 @2 | ()2 ()2 _
S = ( Oz Sn + 8y Sn = 2yn Sn + (xnyn) Sn =

1 2
- \/(2 : 12,842> £0,1% + (5,2 12,84)* - 0,062 = 9,165 .

KdyZz bychom méli zapsat intervalovy odhad pro fyzikalni veli¢inu v ve zkridceném tvaru,
vypadal by néasledovné
(429+9).

S vyuzitim vypocetniho prostiedi R provedeme piesné to, co se piSe v zadani. Nejprve si
zvolime prirozené ¢islo n. Toto ¢islo bude v nasem modelu predstavovat pocet méreni, které
pfi konkrétnim experimentu provadime (budeme volit hodnoty v fddu nizkych desitek nebo
jednotek, coz je typicky pocet méreni pii fyzikdlnich experimentech). Déle zvolime podet
opakovani nasi simulace (idedlné zvolit co nejvyssi, v nasem piipadé zvolime 10 000).

Nyni uz mizeme zacit se samotnou simulaci. V kazdé jednotlivém cyklu vygenerujeme n
nezavislych realizaci ndhodné veli¢iny s uréitym rozdélenim, které neni normélni (v nasem
pripadé pouzivame rozdéleni Exzp(2), R(0,10) a Poiss(2)). Z téchto n realizaci spoCteme
nésledujici transformaci

t=vnt b, (30)

n
kde p predstavuje skutecnou stredni hodnotu rozdéleni, ze kterého jsme generovali pouzité
realizace ndhodné veli¢iny (tedy é u exponencidlniho rozdéleni, 5 u rovnomérného rozdéleni
a 2 u Poissonova rozdélen{). Toto opakujeme celkem 10 000krat, ¢imz ziskdme transformace

t1,...,%10000 -

Pokud centrédlni limitni véta plati, potom by mélo byt rozdéleni takto transformovanych dat
velice podobné rozdéleni N(0,1). Toto ovéfime na histogramu a budeme zkoumat zavislost
podoby s rozdélenim N(0,1) na volbé n.
Nyni uz k samotnym vysledkim. Prislusné histogramy muzeme vidét na obrézcich E, H, E, E,
B, a [L1l. Ze vSech téchto obrazku je vidét, ze limitni rozdéleni transformace mérenych
dat (BQ) je prévé rozdéleni N(0, 1), pfesné jak ikd CLV. Je dobré si povSimnout, ze rychlost
konvergence je pro rizna rozdéleni mérenych dat rizna. Pokud ale provedeme alespon 30
méfeni, je uz rozdéleni transformace méfenych dat velice podobné rozdéleni N(0,1), tedy
aproximace pomoci CLV uz bude v takovychto pripadech velice presna.
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Obr. 1
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Obr. 2: Znazornéni vsech relevantnich ptusobicich sil.
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Obr. 3: Histogram transformace mérenych dat pochézejicich z exponencidlniho rozdéleni pro 5

meéreni.
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Obr. 4: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z exponencidlniho rozdéleni pro
10 méfeni.
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Exp(2) — 20 méfeni
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Obr. 5: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z exponencidlniho rozdéleni pro
20 méreni.
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Exp(2) — 40 méfeni
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Obr. 6: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z exponencidlniho rozdéleni pro
40 méfeni.
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R(0, 10) - 5 méfeni
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Obr. 7: Histogram transformace mérenych dat pochdazejicich z rovnomérného rozdéleni pro 5
meéreni.
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R(0, 10) - 15 méfeni
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Obr. 8: Histogram transformace méfenych dat pochéazejicich z rovnomérného rozdéleni pro 15
meéreni.
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Poiss(2) — 5 méreni
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Obr. 9: Histogram transformace mérenych dat pochézejicich z Poissonova rozdéleni pro 5
meéreni.
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Obr. 10: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z Poissonova rozdéleni pro 15
meéreni.
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Poiss(2) — 30 méfeni
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Obr. 11: Histogram transformace méfenych dat pochazejicich z Poissonova rozdéleni pro 30
meéreni.
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Bonus: Jediné, co pro vyreSeni tohoto tkolu potfebujeme, je dosadit do vicerozmérné centralni
limitni véty. Nejprve vypocitdme nejistotu uréeni fyzikaln{ veli¢iny podle vzorce (R9). K tomu
budeme potfebovat znat parcidlni derivace funkce f, které maji tvar

of(@y) _ o
e 2xsiny,
af(x7y) _ .2
oy z°cosy

Nyni uz muzeme pséat, ¢emu se rovnd nejistota urceni fyzikalni velic¢iny v

. —~

5@ covlmv) \ (o7, sin G

coviey) (2 | \Tn’ cosTn
n n

S? = (QESinng T2 cosyTl)

kde pouzivame standardni znaceni. Za pouziti matematického softwaru (vypocetni prostieni R)
dostavame, Ze nejistota urceni veli¢iny v je

S =6,03.

Odhad veli¢iny v ziskéme pouze dosazenim vybérovych pruméru do nasi funkce, tedy

Up = EQ sinyy, .
Za pouziti matematického softwaru dostdvame vysledek
U, = 51,57.

Vicerozmérné centrdlni limitni véta potom rika, ze intervalovy odhad pro fyzikalni velici-
nu v bude tvaru
(m + S Uy — %) .

Pokud pouzijeme zkriceny zdpis intervalového odhadu a dosadime nase konkrétni ¢iselné vy-
sledky, dostaneme
v=(52+£6).

Jelikoz médme dostateéné velky pocet méfeni obou fyzikalnich veli¢in (tj. vice nez 30) bude
tento intervalovy odhad uz velice presny.

Jen pro zajimavost na tomto misté uvedeme, ze pokud bychom predpokléddali nezavisla data
a pouzili bychom pouze zdkon siteni nejistot, dostali bychom vysledek

v=(52+£7).

Vidime, ze rozdil v ziskanych vysledcich neni velky, nicméné je nutné poznamenat, ze takovyto

postup neni spravny, nebot zanedbava korelaci v nagich méfenych datech. V jinych prikladech

z praxe uz muze byt chyba, které bychom se takovymto zanedbanim dopustili, velmi velka.
Michal NozZicka

nozicka@fykos.cz
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Serial: Zpracovani dat fyzikalnich méreni

V tomto dile seridlu se budeme vénovat statistickému testovani hypotéz. Tento dil bude vyraz-
nym zpusobem navazovat na vSechny 3 predchozi dily seridlu, proto doporucujeme si nejprve
zbézné pripomenout obsah minulych dila. Nyni uz k samotnému tématu tohoto dilu seridlu: co
to je statistické testovani hypotéz?

Jisté se kazdy mnohokrat setkal se situaci, kdy si potfeboval na zdkladé naméfenych dat
ovérit néjakou domnénku, hypotézu. Jako fyzikalni piiklad mizeme uvést tfeba porovndvani
rychlosti zvuku v raznych prostiedich (chceme napriklad testovat domnénku, ze se zvuk v Zeleze
$iF{ rychleji nez ve vzduchu) nebo muzeme chtit zjistit, jestli ma napiiklad namokfeni povrchu
vliv na koeficient tfeni a podobné.

Nase zévéry musi byt vzdy zaloZeny na naméfenych datech. Kdybychom uméli fyzikalni
veli¢iny mérit presné, tak by odpovéd na polozenou otdzku byla velice jednoduché, stacilo by
prislusné fyzikalni veli¢iny zmérit a rozhodnout o platnosti hypotézy. V praxi to ovsem tak
jednoduse udélat nemtizeme, nebot nikdy nebudeme mit naprosto piesnd méfeni. Jak si jisté
z minulych dili pamatujete, namérend data v nasem matematickém modelu povazujeme za
realizace ndhodné velic¢iny. Problém tedy spociva v tom, ze teoreticky miizeme naméfit jakakoliv
data (i kdyz tfeba s velice malou pravdépodobnosti). Nésledné je potieba se rozhodovat na
zékladé takovychto ,ndhodnych* dat, coz neni jednoduchy tkol. Predstavme si naptiklad, ze
méiime dvé fyzikdln{ veli¢iny a ndsledné je chceme porovnat (tj. zjistit, kterd je vétsi). Namérena
data mohou vypadat naptiklad jako data v tabulce [l|.

Na prvni pohled je vidét, ze data namérena ve 2. vzorku maji mirné vyssi hodnoty (alesporn
tedy v praméru). Jak ale poznat, Ze je to opravdu zpusobeno vyssi hodnotou méfené fyzikdlni
veli¢iny a ne pouze tim, Ze jsme zrovna ndhodné namérili takovato data (vzpomerite si na to,
Ze namérenou hodnotu povazujeme za nahodnou veli¢inu, proto pri kazdém méreni muzeme
naméfit jinou hodnotu)? Tomuto procesu se f{ké testovani hypotéz.

Tab. 1: Hypotetickd naméfena data.

l.vzorek 8 7 9 8 8 6 10 7 8 7
2.vzorek 9 8 9 7 10 8 8 7 9 7

Zakladni idea testovani hypotéz

Nyni uz si budeme postup statistického testovani hypotéz popisovat matematicky presnéji, nez
jsme to udélali v ivodu, kde jsme jenom nastinili obecny problém.

Nase otazka bude vzdy formulovani tak, ze budeme mit néjaky vyrok, ktery budeme oznaco-
vat za hypotézu (napfiklad vyrok ,Namokfeni podlozky nemd zadny vliv na tfeci koeficient.*),
kterou budeme zkracené znacit H. K hypotéze si musime zkonstruovat opacny vyrok, ktery
budeme oznadovat jako alternativu (v naSem piipadé by to byl vyrok ,Namokfeni podlozky
m4 vliv na tfeci koeficient.“), kterou budeme oznadovat jako A. Je dulezité dat si pozor na to,
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aby alternativa byla opravdu opa¢ny vyrok k hypotéze E V nasem piipadé by naptiklad vyrok
,Namokten{ podlozky snizuje tfeci koeficient* nemohl byt povazovén za alternativu (muze totiz
platit jesté néco jiného nez hypotéza a alternativa, tj. vyrok ,Namokfeni podlozky zvysuje tieci
koeficient.).

Testovani hypotéz bude vlastné proces, jak budeme na zakladé naméfenych dat (tedy re-
alizaci ndhodnych veli¢in) rozhodovat o platnosti hypotézy nebo alternativy. V pfipadé, ze
budeme mit vyhovujicim zptisobem zformulovanou hypotézu a alternativu, budeme postupovat
tak, ze budeme zamitat nebo nezamitat = platnost hypotézy. Musime se smifit s tim, ze nikdy
nebudeme schopni s urcitosti fici, jestli hypotéza plati nebo ne. Je to zpisobeno tim, ze pova-
zujeme vysledky méfeni za ndhodnou veli¢inu, a proto mizeme naméfit (i kdyz s velice malou
pravdépodobnosti) v podstaté jakdkoliv data. Ndsledné nemdme zadné prosttedky na to, jak
posoudit, zda tato data jsou skute¢né reprezentativni, nebo zda jde jen o velkou anomalii.

Kdyz se budeme rozhodovat, jak pii rozhodovani o platnosti hypotézy postupovat, musime
si nejprve uvédomit, jaké vSechny moznosti mohou nastat a zanalyzovat si, jaké chyby mtuzeme
pripadné udélat. Na zakladé této analyzy budeme potom navrhovat postup testovani hypotéz.

Jak je z tabulky P vidét, muzeme pri nasem rozhodovani udélat 2 druhy chyb, které jsme
si oznagcili jako chyba 1. a 2. druhu. Nyni se zaméfime na to, jak témto chybam celit a zvolime
takovy postup, kdy se budeme s nejvétsi pravdépodobnosti rozhodovat spravné.

nase rozhodnuti / skuteény stav ‘ plati hypotéza  plati alternativa
zamitdme hypotézu chyba 1. druhu spravné
nezamitame hypotézu spravné chyba 2. druhu

Tab. 2: Tabulka moznych rozhodnuti a chyb

Zakladni ideou testovani hypotéz je zvolit takovy postup rozhodovani o platnosti hypotézy,
aby byla pravdépodobnost chyby 1. druhu rovna néjaké pfedem zvolené konstanté a (vétsinou
se v praxi volf hodnota o = 0,05) a pravdépodobnost chyby 2. druhu byla co mozna nejmensi.
Na prvni pohled se takovyto postup muze zdat komplikovany a neoptimalni, ale je to opravdu
to nejlepsi, co mizeme udélat =2.

Zakladni postup pfi odvozovani testii

Nyni uz podrobnéji k samotnému postupu rozhodovani o (ne)zamitnuti hypotézy. Nejprve zde
poskytneme zdkladni postup odvozovani statistickych testti a nasledné si odvodime nejcastéji
pouzivané testy.

Prvni véc, kterou musime prfi odvozovani statistickych testu udélat, je vhodné zapsat testo-
vanou hypotézu a alternativu. Vhodnym zapisem se rozumi zapis pomoci rovnosti nebo nerov-
nosti uréitych parametr naseho modelu.

Nésledné musime zvolit testovou statistiku. Testova statistika bude urcitd transformace na-
Sich namérenych dat (tim padem to bude ndhodn4 veli¢ina, nebot nase méfend data povazujeme
za ndhodné veli¢iny), o které budeme védét, jak se chovd za platnosti hypotézy i alternativy.

137j. aby se nemohlo stat, ze bude ve skuteénosti platit jesté néco uplné jiného, ani ze budou platit hypotéza
i alternativa zaroven.

M Nezamitnout neznamena to samé co potvrdit platnost!

15Zejména je nutné si uvédomit, ze opravdu neméme zédny ndstroj na primé ovéieni, zda hypotéza plati.
Jediné, co muzeme délat, je otestovat tuto hypotézu oproti vhodné alternativé.
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Tim se zejména mysli, ze budeme v obou pripadech znat jeji rozdéleni. Testova statistika je ve
vétsiné ptripadl pouze jednorozmérnd ndhodnd veli¢ina, tedy pouzitd transformace z n namé-
fenych dat urcitym zpisobem (uréitym vzoreckem) vyrobi pouze jedno ¢islo (realizaci testové
statistiky).

Poslednim krokem bude volba tzv. kritického oboru testu. Kdyz vime, jaké rozdéleni by
méla mit testova statistika za platnosti hypotézy a za platnosti alternativy, muzeme se roz-
hodnout, zda realizovand hodnota testové statistiky odpovida spise hypotéze ¢i alternativé. To
provedeme tak, ze si pro predem zvolenou hladinu testu « urcime interval, ve kterém bude
za platnosti hypotézy s pravdépodobnosti 1 — « lezet realizovand hodnota testové statistiky.
Takovychto intervali samoziejmé bude existovat nekonetné mnoho, my se ale budeme zaji-
mat o takovy interval, aby za platnosti alternativy lezela realizovand hodnota testové statistiky
v tomto intervalu s co nejmensi pravdépodobnosti. Doplnék tohoto intervalu budeme oznacovat
jako kriticky obor testu. Kone¢né rozhodnuti je potom jednoduché, pokud lezi realizovana hod-
nota testové statistiky v kritickém oboru, zamitneme hypotézu ve prospéch alternativy, pokud
realizovand hodnota testové statistiky nelezi v kritickém oboru, nebudeme zamitat testovanou
hypotézu.

Kazdy statisticky test je tedy urcen Ctverici hypotéza, alternativa, testova statistika a kri-
ticky obor.

Je nutné si uvédomit, ze testovani hypotéz neddva jednoznacné odpovédi a kvili ndhod-
nosti mérenych dat ani davat nemuze. Vzdy budeme pracovat na urcité hladiné spolehlivosti «
(obvykle se voli hladina a = 0,05) a vSechny naSe zévéry tedy bude nutné interpretovat tak,
ze je pravdépodobnost a, ze jsme udélali chybu 1. druhu. O volbé hladiny spolehlivosti testt
v konkrétnich pripadech budeme mluvit jesté v dalsi ¢asti tohoto textu, nyni uz si miuzeme
odvodit nékolik nejzédkladnéjsich statistickych testi.

Jednovybérovy t-test

Pii jednovybérovém t-testu predpokladdme, ze méfend data maji normdlni rozdéleni (s libovol-
nymi parametry) a Ze jsou jednotlivd méfeni na sobé nezavisld. Jednovybérovy t-test testuje
hypotézu, ze mérend fyzikdln{ veli¢ina (tedy stfedni hodnota mérenych dat) je rovna néjaké
predem zvolené konstanté, oproti alternativné, ze stiedni hodnota meérené nahodné velic¢iny
této konstanté rovna neni. Zkracené se casto pise

H: pa = po,
At pa # o,

kde p, oznacuje skutecnou hodnotu stfedni hodnoty méfené ndhodné veli¢iny (tuto hodnotu
v praxi téméf nikdy nezndme), po oznacuje hypotetickou hodnotu stiedni hodnoty méfené na-
hodné veli¢iny (tuto hodnotu dopredu zndme) a pismena H, A oznacuji hypotézu a alternativu.

Nyni si muzeme podrobné popsat odvozeni testové statistiky jednovybérového t-testu. Vy-
jdeme z predpokladu, zZe za platnosti hypotézy bude mit transformace namétrenych dat

T, = \/ﬁ% (31)

kde T, resp. Sp, oznacuji vybérovy prumeér, resp. vybérovou smérodatnou odchylku, Studentovo
rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti ¢,,—1. Tento fakt byl podrobné popsan v druhém dilu seridlu.

33



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXX ¢islo 4/7

Nyni si sta¢i uvédomit, ze za platnosti hypotézy bude pravdépodobnost, ze testova statistika
T, nabyde hodnoty z intervalu
(tn—l,%7tn—1,1—%)7 (32)

rovna piesné 1—a. Toto tvrzeni vychdzi pfimo z definice kvantilu Studentova rozdéleni (podobny
koncept uz se pouzival v minulych dilech seridlu). Zaroven bude platit, ze za platnosti alternativy
bude s nejvétsi pravdépodobnosti hodnota testové statistiky vyrazné odlisnd od nuly. Toto je
zpusobeno tim, Ze T, bude pro velkd n s nejvétsi pravdépodobnosti velice blizkd skutec¢né
stfedn{ hodnoté p, a tim paddem bude citatel zlomku (Bf) s nejvétsi pravdépodobnosti velice
blizky hodnoté

A= gz — o -

Jmenovatel zlomku (@) bude pro velkd n s nejvétsi_pravdépodobnosti velice blizky skutecné
smérodatné odchylce. Tedy hodnota celého zlomku (@) bude pro velkd n s nejvétsi pravdépo-
dobnosti velice blizka hodnoté

2 20.
o

Po prenésobeni této hodnoty ¢islem y/n potom bude hodnota testové statistiky 7, bud hodné
velkd, nebo hodné mald (hodné velké zaporné éislo), kazdopddné bude s nejvétsi pravdépodob-
nosti vyrazné odlisné od nuly. Tento poznatek nas opraviuje ke stanoveni kritického oboru C'
jako doplnku intervalu (@), tedy jako sjednoceni intervalt

C = (-OO,tn_l,%) U (tn_Ll_%,oo) .

Na zavér k tomuto testu jen uvedme, ze pokud nebude splnéna podminka na normaélni
rozdéleni méfenych dat, bude tento test fungovat asymptoticky (tj. pro velky pocet méfeni, cca
vic nez 30). Toto vychdzi z platnosti centralni limitni véty (viz minuly dil seridlu), diky niz
bude mit testova statistika T, pro velky pocet méfeni priblizné rozdéleni N(0,1) a kvantily
Studentova t,—1 rozdéleni a rozdéleni N(0,1) budou pro takto velké n prakticky shodné.

Jen drobnou tipravou by se dal tento test upravit na testovani dvojice hypotéza a alternativa
v nasledujicim tvaru

H :pz > po,
A pg < o -

V tomto ptipadé bychom pouzili stejnou testovou statistiku 75,, ale volba kritického oboru
by se mirné lisila. Podobnym zpusobem jako v piipadé klasického t-testu bude za predpokladu,
ze plati puy > po (tj. za platnosti hypotézy=), hodnota testové statistiky pro velkd n velmi
velkd (nebot hodnota zlomku bude s nejvétsi pravdépodobnosti kladn4 a po prendsobeni ¢lenem
v/n bude hodnota testové statistiky velmi velkd). Naopak za platnosti alternativy (tj. v pripads,
ze plati pe < po) bude hodnota testové statistiky s nejvétsi pravdépodobnosti velké zdporné
¢islo, coz lze odvodit podobnou tvahou. Je tedy jasné, ze pro velké hodnoty realizace testové
statistiky hypotézu zamitat nebudeme a naopak pro velmi malé hodnoty (tj. velké zdporné
hodnoty) testové statistiky budeme zamitat hypotézu. Co jsou to ale ty ,velmi malé hodnoty“?
To lze odvodit na zakladé toho, jak se testova statistika (resp. jeji rozdéleni) chovd v hrani¢nim
pripadé, kdy plati pu. = po. Jak uz bylo drive odvozeno, testova statistika mé v tomto pripadé
Studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti ¢,—1. Kriticky obor tohoto testu tedy musime
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zvolit tak, aby v tomto hrani¢nim piipadé byla pravdépodobnost, Ze realizovand hodnota testové
statistiky bude lezet v kritickém oboru, rovna hladiné testu a. Kriticky obor tedy bude mit tvar

C= (_007 tnfl,a) )

¢imz bude tato podminka splnéna a zaroven bude platit, Ze za platnosti alternativy pro vel-
k& n bude realizovana hodnota testové statistiky s nejvétsi pravdépodobnosti lezet v kritickém
oboru.

Opét plati, ze tento test lze pouzit v pripadé, kdy mérend data nemaji normélni rozdéleni,
ale musime se smifit s tim, ze bude fungovat pouze asymptoticky. Je vhodné ho pouzit jen
v pripadé, kdy mame k dispozici alesponn 30 méfeni, jinak mohou jeho vysledky byt nepiesné.

Analogickym zptusobem by se dal tento test upravit pro testovani hypotézy s opac¢nymi
znaménky nerovnosti (pouzili bychom stejnou testovou statistiku a hypotézu bychom zamitali
pouze pro hodnoty realizované testové statistiky vétsi nez tn—1,1-a).

Na zavér jen uvedeme, Ze v praxi muzeme potkat tzv. pravidlo no (za n dosadme ¢&is-
la 1,2,3,...). Toto pravidlo je vlastné jakymsi ekvivalentnim vyjadfenim toho, co déla ¢-test,
a sice tika, ze bychom méli hypotézu zamitat, pokud rozdil hypotetické hodnoty a hodnoty od-
hadnuté z naméfenych dat (tj. vybérového pruméru) bude vétsi nez s,, piipadné 2s,,3sp .. ..
Rozmyslete si sami, ze rozhodovani na zdkladé tohoto pravidla je ekvivalentni t-testu pro spe-
cialni volby o = 0,32, ptripadné a = 0,05 atd.

Dvouvybérovy z-test

Dvouvybérovy z-test se pouzije v pripadech, kdy chceme porovnat hodnotu dvou méfenych
fyzikélnich veli¢in ™. Predpokldddme, Ze namérend data budou mit tedy nasledujici podobu:
Zi,...,%n je méfeni prvni veli¢iny a y1,...,ym je méfeni druhé veli¢iny. Predpokladame, ze
jsou_vSechna méfeni na sobé nezavisla a nedélame zadné predpoklady o rozdéleni méfenych
dat®™.

Na zakladé téchto méfeni budeme chtit porovnat skutecné hodnoty téchto dvou fyzikalnich
veli¢in (které se rovnaji stfednim hodnotdm dvou méfenych ndhodnych veli¢in, jak bylo ukdzéno
v predchozich dilech seridlu). Budeme chtit testovat hypotézu

H:po — poy =7,
Atpe — py # 0,

kde p, je skutecnd stfedni hodnota 1. méfené ndhodné veli¢iny (tedy hodnota prvni fyzikalni
veli¢iny) a py je skutecnd hodnota 2. méfené ndhodné veli¢iny (tedy hodnota druhé fyzikalni
veli¢iny). ¥ predstavuje predem zvolenou konstantu, jejimz vhodnym zvolenim miizeme upravo-
vat testovanou hypotézu (nejcastéji volime ¥ = 0, coz odpovidd shodnym hodnotdm méfenych
fyzikalnich veli¢in).

Nyni potfebujeme odvodit podobu testové statistiky. V minulém dilu seridlu jsme se zaby-
vali vicerozmérnou verz{ centraln{ limitn{ véty, kterou nyn{ pouzijeme (pokud jste zapomnéli,
co vicerozmérnd CLV je, bylo by dobré si to pfipomenout). Nebudeme zde tplné podrobné

'"Rozdil oproti t-testu je ten, ze v tomto piipadé obé fyzikalni veli¢iny méfime, zatimco v pripadé t-testu
jsme méfFili jen jednu fyzikalni veli¢inu a porovnéavali ji s pfedem zndmou konstantou.

18Ve skutecnosti potiebujeme, aby méiens data méla koneény rozptyl. Tento predpoklad se ovem v praxi
nikdy neovéruje a poklad4 se za splnény, proto se jim v tomto textu nebudeme dale zabyvat.

35



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXX ¢islo 4/7

popisovat dosazeni do vicerozmérné centralni véty, pouze uvedeme, ze pokud zvolime funkci f
jako

flay)=z—y,
dostanemeﬁ, ze za platnosti hypotézy plati

Z’n,m: >
5‘2&4_5&
n m

kde S2 « oznacuje vybérovy rozptyl méfeni odpovidajici prvni fyzikalni veli¢iné, any oznacu-
je vybérovy rozptyl méreni odpovidajici druhé fyzikalni veli¢iné a T, ¥, oznacuji prislusné
vybérové prameéry.

Naprosto stejnou tvahou jako v pripadé t-testu dojdeme k zdvéru, ze za platnosti alterna-
tivy bude testova statistika s nejvétsi pravdépodobnosti nabyvat velmi velkych kladnych nebo

zéapornych hodnot. Kriticky obor z-testu je tedy optimalni zvolit jako
C=(-00,ug)U(u-g,00),

kde u oznacuje kvantil normélnfho rozdéleni N(0,1). Takovato volba kritického oboru zajistf,
ze za platnosti hypotézy bude pravdépodobnost, ze realizovand hodnota testové statistiky bude
lezet v kritickém oboru, pravé « (tj. pravdépodobnost chyby 1. druhu bude za platnosti hypotézy
rovna «). Zaroven bude pro velky pocet méfeni (mysleno pro velké m i n) pravdépodobnost,
ze za platnosti alternativy padne realizovana hodnota testové statistiky do kritického oboru,
velké. Kriticky obor je tedy zvolen optimalné.

Velice jednoduse by Sel z-test upravit pro jednostrannou hypotézu a alternativu, tedy pro
testovani hypotézy a alternativy ve tvaru

H tpo — py > 9,
Ay — py < 9.

Stacilo by pouzit stejny princip jako v pripadé t-testu. Pokud by byla znaménka nerovnosti
opacné, také by nebyl problém z-test prislusné modifikovat.

x? test rozpty/uE

x? test rozptylu pouzijeme ve chvili, kdy chceme otestovat, ze rozptyl méfenych dat je roven

néjaké predem znamé konstanté o2. Hypotéza a alternativa budou tedy vypadat nésledovné
H :Ui =0
Aol +o

2
0>
2
0>

kde o2 predstavuje skuteénou hodnotu rozptylu nasich méfenych dat.

Pro tento test je dulezity predpoklad toho, Ze nase mérend data maji normdalni rozdéleni
(s libovolnymi parametry p a o). Bez tohoto predpokladu tento test nefunguje?! (ani asympto-
ticky) a nemizeme ho tedy pouzivat.

YPozorny ¢tensf by si mél toto tvrzeni detailné rozmyslet (sdm odvodit). Je potfeba pouzit predpoklad
o nezavislosti mérenych dat.

20Toto Fecké pismeno se vyslovuje [chi:], a ndzev testu se obvykle vyslovuje jako x kvadrat test.

2lye vétsing pifpadil v praxi je pfedpoklad o normalité méFenych dat opravnény.
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Jako testovou statistiku zvolime nésledujici transformaci mérenych dat

2
cn, = Do
99
kde S2 je vybérovy rozptyl a n je podet méfeni. Vzhledem k rozsahu tohoto textu neni v na-
Sich silach podrobné vysvétlit, pro¢ je zrovna tato volba testové statistiky nejvhodnéjsi, ani
nezvlddneme podrobné odvodit, jaké méa za platnosti hypotézy rozdéleni. Na tomto misté proto
jen uvedeme fakt, 7e testova statistika C'H, mé za platnosti hypotézy rozdéleni x2_, (cti x
kvadrdt o n — 1 stupnich volnosti).

Rozdéleni x?% je dalsim Gasto se vyskytujicim absolutné spojitym rozdélenim. Jeho hustota
pravdépodobnosti méa prilis komplikovany tvar na to, abychom ji zde uvadeéli, také by to nemélo
prilis smysl. Pro nase tcely se spokojime s tim, Ze si v tabulkdch muzeme najit kvantily tohoto
rozdéleni, které budeme znacit x2(a), kde a znaéi hladinu (€ (0,1)) a k znadf podet stupiifi
volnosti rozdéleni. Doporucujeme kazdému Ctenari, aby si v matematickém softwaru vykreslil
graf hustoty pravdépodobnosti rozdéleni x? pro rizné hodnoty stupiiti volnosti k, aby ziskal
predstavu o tom, jak takovdto hustota vypadd a jak se méni v zavislosti na pocCtu stupnu
volnosti.

Nyni uz k volbé kritického oboru. Lze snadno nahlédnout, ze za platnosti hypotézy bude
realizovana hodnota testové statistiky s nejvétsi pravdépodobnosti blizka hodnoté n — 1. To
plyne z faktu, ze vybérovy rozptyl S2 bude s nejvétsi pravdéondobnosti pro velky pocet méreni

ST

nabyvat hodnot blizkych skuteénému rozptylu o2. Zlomek —% tedy bude s nejvétsi pravdépo-

0
dobnosti pro velky pocet méfeni nabyvat hodnot blizkych 1. Pokud bude platit alternativa,
bude testové statistika nabyvat bud vyrazné mensich hodnot nez n — 1 (v p¥ipads, ze o> < o3),
nebo vyrazné vétsich hodnot nez n—1 (v pfipadé, ze o> 03), Kriticky obor bude proto zvolen

néasledovné
€= (0 (5)) U (i (1-5) vo0)

Takto zvoleny kriticky obor bude mit opét vsechny pozadované vlastnosti.
Tento test by se opét dal velice jednoduse upravit pro ptipad jednostranné hypotézy a al-
ternativy.

Nékolik pozndmek ke konstrukci a interpretaci vysledki testii

Na konec uvedme nékolik kratkych poznamek.

e Pokud né&jaky test zamitd hypotézu, mizeme tvrdit, ze hypotéza nejspis neplati (z kon-
strukce testu vime, Ze pokud proneseme takovyto vyrok, budeme se mylit jen v « pro-
centech ptipadti). Musime ale mit stdle na paméti moznost, ze jsme mohli udélat chybu
1. druhu, tedy nemtzeme nic najisto tvrdit!

e Pokud test nezamita hypotézu, je interpretace vysledku jesté slozitéjsi. Bud to znamena,
7e hypotéza skutecné plati, nebo to znamenad, Ze sice plati alternativa, ale naméfili jsme
data, pro kterd hypotézu nezamitdme (udélali jsme tedy chybu 2. druhu). S chybou druhé-
ho druhu je to ponékud slozitéjsi, nebot nemame pod kontrolou, jaka je pravdépodobnost

22Testova, statistika mize z definice nabyvat jen kladnych hodnot, proto nema smysl do kritického oboru
zatazovat zaporné hodnoty.
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chyby 2. druhu za platnosti alternativy. Spravnou volbou kritického oboru muzeme zajis-
tit, ze za platnosti alternativy bude pravdépodobnost chyby 2. druhu co mozna nejmensi
a pro velky pocet méreni bude konvergovat k nule, ale jaké tato pravdépodobnost v kon-
krétnim pripadé bude, nevime=.

Predstavme si napriklad, ze chceme t-testem otestovat hypotézu

H:p, =0,
Apg #0,

ale skutecna hodnota stfedni hodnoty méfrenych dat je naptiklad p, = 0,000 000 01. Tech-
nicky bychom mohli Fici, ze plati alternativa, ale nemuzeme ocekévat, zZe pokud nebudeme
mit opravdu hodné méfeni, ze ndm t-test vyjde ve prospéch alternativy. Proto je nutné
byt velice opatrny pfi interpretaci vysledku statistickych testu, zejména v pripadé, ze
vysledkem je nezamitnuti hypotézy.

e Postaveni hypotézy a alternativy neni rovnocenné. Pokud je to mozné, je vzdy lepsi volit
za alternativu to tvrzeni, které bychom chtéli potvrdit. Jak je psdno vyse, kde je ro-
zebirdna interpretace vysledku testi, v pfipadé zamitnuti hypotézy potom méme vétsi
pravo tvrdit, ze jsme opravdu potvrdili sprdvnost naseho tvrzeni (nebot jsme presvédéivé
vyvratili opac¢né tvrzeni). Je nutné poznamenat, ze vzhledem ke konstrukci test nelze
takovéto moznosti vzdy dosdhnout, potom se musime spokojit s opa¢nou volbou hypotézy
a alternativy.

o Volba hladiny testu a je velice dtlezita a je nutné ji provést pred provedenim kazdého
testu. Jeji volba zavisi na tom, jak chceme mit vyvazenou pravdépodobnost chyby 1. a 2.
druhu. Hladina spolehlivosti testu « je pfimo rovna pravdépodobnosti chyby 1. druhu.
Pokud hladinu testu zvolime malou, budeme mit malou pravdépodobnost chyby 1. druhu,
ale naopak vétsi pravdépodobnost chyby 2. druhu. To souvisi s tim, ze pro malé hodno-
ty a bude kriticky obor kazdého testu mensi nez pro velké hodnoty « (rozmyslete si sami).
Obvykle se voli hladina spolehlivosti rovna o = 0,05. Pokud délame néjaky dulezity ex-
periment, kde opravdu zalezi na spravnosti zavéra, snazime se pravdépodobnost chyby 1.
druhu co nejvice omezit, volime tedy mensi hladinu spolehlivosti (typicky o = 0,01 nebo
a = 0,005). Pti feSeni seridlové dlohy pracujte s hladinou spolehlivosti a = 0,05.

Zamitani hypotézy na zakladé p-hodnoty

Doted jsme rozhodovali o zamitani hypotézy na zakladé realizované hodnoty testové statistiky
a kritického oboru (pokud realizovand hodnota testové statistiky lezela v kritickém oboru,
zamitali jsme hypotézu). Tento postup je velice intuitivni a snadno pfedstavitelny, ale jeho
nevyhoda je, Ze mdme jen malou informaci o tom, zda jsme hypotézu (ne)zamitali s rezervou,
nebo zda se pohybujeme na hranici mezi zamitdnim a nezamitanim hypotézy. Proto se pro
kazdy statisticky test a konkrétni namérend data definuje tzv. p-hodnota, kterd slouzi jako
alternaiva k rozhodovani o (ne)zamitdni hypotézy. p-hodnotu testu pro konkrétni naméfena
data definujeme jako takové p, ze realizovand hodnota testové statistiky lezi pravé na hranici
kritického oboru pro hladinu p. p-hodnotu lze také interpretovat jako pravdépodobnost, ze

23Ve skuteénosti ve vétsiné ptripadt je mozné pravdépodobnost chyby 2. druhu vy¢islit, ale je to pfili§ ndro¢né
na to, abychom se tim podrobnéji zaobirali.
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bychom za platnosti hypotézy namérili data, kterd protifec¢i hypotéze jesté vice nez ta data,
kterd médme naméfend. Rozmyslete si sami, Ze definice p-hodnoty a jeji interpretace davaji
smysl.

Rozhodovani o zamitnuti hypotézy na zdkladé p-hodnoty je jednoduché, staci porovnat p-
hodnotu se zvolenou hladinou testu a.. Pokud je p-hodnota mensi nez hladina testu «, zamitame
hypotézu, nebot to znamend, ze jsme naméfili (za platnosti hypotézy) opravdu extrémni data.

Vétsina modernich matematickych programii (véetné R, které pouzivame) preferuje rozho-
dovani na zakladé p-hodnoty, kterou poskytuje jako vystup. Naopak kriticky obor vétsinou
nebyva ve standardnim vystupu matematickych programu uvadén.

Dalsi statistické testy

V tomto dile seridlu jsme uvedli jen nékolik zdkladnich typi statistickych test, ve skutecnosti
jich existuje mnohem vice. Pokud béhem fyzikdlnich experimentu narazite na néjakou hypotézu,
kterou potiebujete pomoci naméfenych dat otestovat, je velice pravdépodobné, ze na to bude
existovat specidlni statisticky test. Staci si ho vyhledat na internetu. Pro pouziti statistického
testu v praxi ani neni nutné znat presnou podobu testové statistiky, kritického oboru ani pres-
né védét, jak tento test funguje, nebot tyto véci za néds vétsinou spocte matematicky software.
Jediné, cemu je opravdu potfeba rozumét, je hlavni idea testovani hypotéz, spravné pocho-
pit predpoklady tohoto testu a umét interpretovat vysledky (zejména na zdkladé p-hodnoty).
Pro informaci zde jesté uvedeme nékolik statistickych testu véetné jejich predpoklada. Pokud
byste néktery chtéli v praxi pouzit, staci si ohlidat splnéni vsech jeho predpokladd a umét
interpretovat jeho vysledky na zakladé p-hodnoty.

x? test dobré shody rozdéleni

Tento test se pouzije v pripadé, ze chceme otestovat, zda mérend data pochézeji z urcitého
diskrétniho rozdéleni se zndmymi parametry (je dulezité, aby toto rozdéleni bylo diskrétni,
v ptipadé spojitého rozdéleni by se pouzil Kolmogorovuv-Smirnovuv test, ktery popiseme poz-
déji). Predpokliddejme, ze mame néjaké zndmé diskrétni rozdéleni R. Pomoci x? testu dobré
shody rozdéleni mizeme otestovat nasledujici hypotézu a alternativu

H : mérend data maji rozdéleni R,
A : méfend data nemaji rozdéleni R.
Pokud bychom neznali véechny parametry rozdéleni R (napiiklad bychom védéli, ze se jednd
o Poissonovo rozdéleni, ale neznali bychom parametr \), miZeme si tyto nezndmé parametry

odhadnout z naméfenych dat a pouzit je v nasem testu, ktery bude fungovat i po této drobné
modifikaci.

Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test

Tento test se pouzije v pripadé, ze chceme otestovat, zda mérena data pochazeji z urcitého spo-
jitého rozdélen{ se zndmymi parametry (je dilezité, aby toto rozdéleni bylo spojité, v opaéném
pifpadé musime pouzit x? test dobré shody rozdéleni). Pfedpokladejme, Ze mame néjaké zna-
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mé spojité rozdéleni S. Pomoci Kolmogorovova-Smirnovova testu mizeme otestovat nasledujici
hypotézu a alternativu

H : méfend data maji rozdéleni S,

A : méfend data nemaji rozdéleni S'.

Opét plati, ze pokud nezndme vSechny parametry rozdéleni .S, mizeme je odhadnout z na-
méfenych dat a tento test bude stile fungovat.

Dvouvybérovy Kolmogoroviiv-Smirnoviiv test
Tento test predpokldda, ze mame 2 nezavislé sady méreni, které obé pochézeji z néjakych
spojitych rozdéleni, a chceme otestovat hypotézu, Ze obé tyto sady méreni maji stejné rozdéleni.
Pokud oznacime teoretické rozdéleni prvni sady meérenych dat jako X a teoretické rozdéleni
druhé sady dat jako Y, potom dvouvybérovy Kolmogoroviv-Smirnovuv test testuje nasledujici
hypotézu a alternativu

H : X a Y maji stejné rozdélenti,

A: X aY nemaji stejnd rozdéleni .

Test korelacniho koeficientu

Tento test pouzijeme ve chvili, kdy mame 2 nezavislé sady méreni, které maji obé normélni
rozdéleni, a chceme otestovat, zda korelace mezi nimi je nulovd nebo nikoliv. Pokud oznac¢ime
jako X teoretické rozdéleni prvni sady méreni, jako Y teoretické rozdéleni druhé sady méreni
a jako g oznacime jejich korelacni koeficient, tedy

o=corr(X,Y),
potom test korela¢niho koeficientu testuje nasledujici hypotézu oproti alternativé
H:p=0,
A:p#0.

Jen poznamenejme, ze pro tento test je opravdu podstatny predpoklad o norméalnim rozdéleni
a nezavislosti mérenych dat.
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Poradr resiteld po Ill. sérii

Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 12345P E S III % b))

Student Pilng MFF UK 66777 81210 63 100 185

1. Martin Vavrik G, Sumperk 66771 81211 58 87 161

2. Vidclav Zvonicek G Brno, tr. Kpt. Jarose 667745 7 8 50 85 157

3. Matej Prokop G Dasickd, Pardubice 66724 71112 55 81 149

4. Jakub Jobus G PdC, Piestany 667337 5 8 45 78 136

5. Radka Krizovd G J. Heyrovského, Praha 645748 8 2 44 72 134

6. Martin Schmied G Jihlava 645717 6 9 45 70 125

7. Viktor Materna G Brno, tf. Kpt. Jarose 66 -4-7 8 - 31 71 100

8. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 6443-6 5 — 28 61 87

9. Miroslav Macko SpMNDaG, Bratislava 66427 4 — 29 71 86

10. Eva Vochozkovd Biskupské G, Brno 66 -414 - - 21 67 78

11. Simon Brdzda G, Hlinsko 6643-1 4 — 24 52 70

12. Matéj Kratky PORG, Praha - — - — — - - - - 82 67

13. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 646317 41 32 55 60

14. Petr Doubravsky Akademické G, Praha 26 -2-5 - - 15 67 58

15. Richard Hamerlik SpMNDaG, Bratislava - — — — — - - - - 51 56

16. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejc¢in 465-1- - - 16 73 49

17. Filip Novotny G Jihlava - = = = = - - - — 63 48

18. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno 66 -4-7 - — 23 68 45

19. Adam Vavrecka G P. Bezruce, Frydek-Mistek 6 — - 3 — — — — 9 71 37

20. Filip Wagner G Tisnov --=-1- - - - 1 61 34

21. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 6 ----52 - 13 39 28

22. Timea Széllésovd G Grosslingova, Bratislava 6 6 — 2 — 1 4 0 19 44 27

23. Viktor Vareka G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — — — — - = = - 76 25

24.-25. Marek Cernoch G F. Palackého, Val. Mez. 645-- - - - 15 8, 21

24.—25. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina - —-—=-3- - - - 3 8 21

26. Lukds Hronek 7S a MS Jana Husa Pisek 6 --7-- - - 13 76 19

27. Lucia Krajéoviechovd G Jura Hronca, Bratislava - — — — — - = = - 77 17

28. Jdn Srejbr G J. Jungmanna, Litoméfice — — — — — - - - — 42 16

29. Vojtéch Jezek G Legionaru, Pribram - — — — — - - - - 117 14

30.—31. Sona Curylovd G F. Palackého, Val. Mez. - — — — — - - - - 50 12

30.—31. Milan Tichavsky Slezské G, Opava - — — — — - - - — 100 12

32.-33. Anna Hollmannovd SG Dr. Randy, Jablonecn. N. — — — — — - - - - 50 10

32.-33. Bohumir Zirek G Volgogradska 6a, Ostrava — — — — — - - - - 17 10

34. Tomds Salavec BG B. Balbina, Hradec Kr4- - — — — — - - - - 73 8
lové
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 12345P E S III % b))

Student Pilng MFF UK 66777 81210 63 100 185
1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 6676401410 53 91 168
2. Ladislav Trnka G, Havlickuv Brod 66744 41111 53 &4 151
3. Josef Minarik G Brno, tf. Kpt. Jarose 646746 8 8 49 79 147
4. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 6477—-T710 9 50 84 140
5. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 666328 9 5 45 77 136
6. Jakub RizZicka G, Nymburk 46 --—-—-—T728 25 79 114
7. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikul4s 644737 - — 31 81 112
8. Jiri Blaha G, Uherské Hradisté 6647 - - — - 23 82 95
9. Kristian Matustik G, Benesov 666211 4 - 26 61 87

10. Tereza Pavlisovd G, Olomouc-Hejc¢in 6 -———-—8 — — 14 63 59

11. Jakub Smolka Slezské G, Opava 4--6- - 2 - 12 53 54

12. Karel Balej G a SOS, Rokycany 6677 - - - - 26 94 47

13. Marie Grunovd G Moravsky Krumlov ~ — — — — — — 6 — — 6 53 44

14. Dominik Berio G L. Svobodu, Humenné 66 -7-7 - — 26 91 42

15. Katerina Charvdtovd G B. Némcové, HK 664 - - - — - 16 79 34

16. Veronika Vohnikovd  Novy PORG, Praha 46 --- - - — 10 79 33

17. Jakub Rajnstajn G F. M. Pelcla, Rychnovn. 4 - - - - — — — 4 69 25

Kn.

18. Jakub Zemek G, Uherské Hradisté 64 --- - - — 10 72 23
19.—21. Martin Dinh G, Tfinec - = = = = - - - — 100 17
19.—21. Daniel Martynek G, Trinec - = = - = - - - - 100 17
19.—21. Stépdn Stryja G, Tf¥inec - - - - = - - - - 68 17

22. Simon Kondrk SPS Dubnica nad Vdhom — — — — — — - - - - 67 16
23.—25. Andrea Binovd G, Cesks Lipa - — — — — - - - — 100 12
23.—25. Josef Sabol G Chotébor - - = - = - - - - 100 12
23.—25. Marie Vandkovd G Boticska, Praha -——4-=- - 2 - 6 39 12
26.—27. Mdté Fke Gymnézium, sSOS a jazyko- — — — — — - - - 58 11

va skola
26.—27. Michal Jires G F. M. Pelcla, Rychnov n. — — — — — - - - - 8 11
Kn.
28. Klara Nechanickd G Neumannova, Zdar n. S. — — — — — - - - - 83 10
29. Viclav Bulin G,Plasy - - - = - = = - 82 9
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 12345P E S III % b))

Student Pilng MFF UK 33777 81210 57 100 167
1. Viktor Rosman G, Pelhfimov 33775 711 6 49 86 144
2. Martin Okdnik G Tajovského, B. Bystrica 337448 7 5 41 86 136
3. Tomds Dulava Mati¢ni G, Ostrava 327412 610 35 76 127
4. David Kostak G, Josefska, Praha 13-448 5 8 33 71 114
5. Dominik Stary G, Benesov 33732 - —11 29 78 96
6. Vit Beran Masarykovo G, Plzen - — — — — - - - - 94 92
7. Ondrej Knopp G Christiana Dopplera, Pra- — — — — — - - - - 95 82

ha

8. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov 124212 7 4 23 49 81
9. Katarina Castulikovd 1. sikromné G v Bratislave 3 2 -4 - 6 8 - 23 61 175

10. David Dvordk 7S a G, Konice 12--- - - 4 7 60 47

11. John Richard Ritter G Masarykovo ndm., Trebi¢c — — — — — - - - - 92 33

12. Jird Loffelmann G, Litomérickd, Praha 33-22 - - - 10 70 31
13.—14. Ondrej Bucek G Brno, t¥. Kpt. Jarose 3 —-——-——-—- - - - 3 55 22
13.—14. Martina Kopeckd G J. Barranda, Beroun 3 --7 - - - 10 96 22
15.—16. Daniela Hrbdcovd Wichterlovo G, Ostrava 32-1-3 - - 9 38 21
15.-16. Pavla Trembulakovd G Jirovcova, Ceské Budéjovi- — 3 — — 0 5 — — 8 438 21

ce

17. Markéta Jirmanova  BG B. Balbina, Hradec Kra- 3 — - 1 — — — — 4 59 20

lové

18. Filip Keller G P. de Coubertina, TAbor — — — — — - - - - 72 18
19.—21. Jaroslav Paidar SPS Masarykova, Liberec =~ — — — — — - - - - 52 17
19.—21. Matej Parada G Jura Hronca, Bratislava - — — — — - - - - 7 17
19.—21. Jdn Pavlech G sv. Jozefa Nové Meston. 3 2 — - — — — — 5 71 17

V.

22. Katarina Zatkovd Evanjelické G JAK, Kosice - — — — — - - - - 62 16
23.—24. Veronika Funkovd G L. Jarose, Holesov =~ — — — — — - - - - 63 15
23.—24. Andrej Holmes G Ruzomberok 1 - - - - - 1 39 15
25.—26. Dominick Ivan SG PinkHarmony, Zvolen ~ — — — — — - - = - 24 12
25.—26. Ondrej Komora G Mikulasské n. 23, Plzen @ - - — — — - - - - 71 12
27.—28. Kristyna Davidkovd  Biskupské G, Brno @~ - — - — — - - - - 85 11
27.—28. Jakub Kovdrik G, Hodonn - - - — — 6 — - 6 79 11

29. Ondrej Bilek SPS, Vlasim -3 -=-- - - - 3 100 9
30.—32. Tomds Hudcovic Jiraskovo G, Nachod - — — — — - - - — 117 7
30.—32. Stépdn Kastowsky G, Hlu¢m - = = - = - - - - 64 7
30.—32. Petr Semerdk Jiraskovo G, Nachod - — — — — - - - — 117 T
33.—37. Miroslav Hrabal G, Olomouc-Hej¢éin - — — — — - - - 100 6
33.-37. Stépdn Kohl Klasické a spanélské G, Brno — — — — — - - - — 100 6
33.—37. David Némec G, Tanvald - — — — — - - - — 100 6
33.—37. Tereza Poldkovd G, Budéjovicka, Praha - — - — — - - - - 27 6
33.—37. Martin Repcik G, Olomouc-Hej¢éin - — — — — - - - — 100 6
38.—40. Ondrej Hajnys G, Dvar Krélové n. L. - — - — — - - - - 100 3
38.—40. Jan Lindauer Prvni ceské G, Karlovy Vary — — — — — - - - - 100 3
38.—40. Aneta Némcovd G, Boskovice 00— - - - = - - - — 100 3

41. Filip Geidb G M. M. Hodzu, Liptovsky — — — — — - - - - 67 2

Mikulas
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno skola 12345P E S III % b))
Student Pilny MFF UK 33777 81210 57 100 167

1. Jdchym Badrtik @G, Havlickuv Brod 32777 81112 57 98 164
2. Stépdn Stenchldk G, Ttinec 3374- 81012 47 100 160
3. Daniela Pittnerovd G L. Svobodu, Humenné 33777 61112 56 91 152
4. Kldra Sevcikovd G, Uherské Hradisté 337748 —10 42 83 119
5. Jan Strelecek G J. V. Jirsika, C. Budgjovice 336718 7 7 42 65 108
6. Matéj Mezera G, Havlickiv Brod = - — — — — - - - - 85 91
7. Filip Novotny G Masarykovo ndm., Krométiz 32-7-5 7 - 24 75 77
8. Lucie Hronovd G Brno, tf. Kpt. Jarose 325121 3 - 17 46 68
9. Karel Jokai G, Spitélsks, Praha - -—-4-8 - - 12 66 51
10. Premysl Stastng G, Zamberk - - = - = - - - - 85 46
11. Alzbéta Andrigskovd G, Olomouc-Hejé¢in 32-3-8 - - 16 76 45
12. Jonds Fuksa PORG, Praha 33753 - - - 21 82 42
13. Samuel Sipikal G Milana Rafusa - — — — — - - - - 53 40
14. Matéj Rzehulka Wichterlovo G, Ostrava - — — — — - - - - 63 33
15. Branislav Belko G Milana Rafusa - — — — — - - - - 68 28
16. Petr Siminek G, SOS, SOU a VOS, Horice -3--=- - - - 3 82 27
17. Martin Vejvoda G Dobruska 33-4-3 - - 13 63 25
18. Veronika Gintnerovd G Sv. Frantiska, Zilina -—-=-3- - - - 3 68 19
19. Frantisek Zach G, Litomysl - = - - = - - - — 100 18
20. Katerina Stodolovd G Dasicka, Pardubice @~ = 09— — - — — - - - - 87 138
21. Petra Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava ~ — — — — — - - - - 91 10
22. Viaclav Mikeska G F. Palackého, Val. Mez. - — — — — - - - — 100 6
23. Tomas Tesar G Jana Keplera, Praha = - - - — — - - - - 27 4

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku E
http://www.facebook.com/Fykos

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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