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Uloha IV.5 ... skluzavka 5 bodii; pramér 2,79; Fesilo 38 studentt

Na vodorovné plose jsou rovnobézné polozeny dva stejné kvadry o hmotnosti m a délce l. Vzda-
lenost blizsich stén téchto kvadri je 2xo. Mezi kvadry zacneme lit vodu objemovym tokem Q).
Na krajich téchto kvadru jsou mantinely zabranujici odtékani vody z prostoru mezi kvadry.
Staticky koeficient treni mezi kvadrem a podlozkou je fo a dynamicky f. Treni mezi kvad-
ry a mantinely neuvazujte. Jaka je podminka na fo, aby se kvadry viibec nerozpohybovaly?
V pripadé, kdy je fo dostatecné malé, vypocitejte zavislost zrychleni kvadri na jejich poloze
a vzdalenost, ve které kvadry zastavi.

Veskery pohyb vody povazujeme za dostatecné pomaly, takze v ni nevznikaji zadné viny ani
viry, nezahriva se trenim a ani sama nema zadnou kinetickou energii. Protoze je tedy i () malé,
muzete uvazovat, zZe prilévani dalsi vody po rozpohybovani kvadri nema na jejich pohyb vliv.
Bonus: Najdéte podminku pro preklopeni kvadru.

Kubovi se zddlo o plavdni v divném bazénu.

Prvni véc, co se hodi zminit, je, Ze situace je symetrickd na obé strany. Proto budeme vysetrovat
pouze pohyb jednoho kvadru a ten druhy se bude pohybovat stejné, tedy v kazdém okamziku
bude mit stejny (s opaénym znaménkem) polohovy vektor, rychlost i zrychleni.

Na kvadry pusobi tihova sila, tieci sila a tlakova sila od vody. Nejprve spoctéme, jak je velkd
tlakova sila Fp,, kdyz je mezi kvadry vody do vysky h. Ozna¢me dy tloustku tenké vrstvy vody
v hloubce y. V této hloubce je hydrostaticky tlak o velikosti p = ypg a ten ptisobi na element
plochy kvadru o velikosti dS = [dy. Zintegrujme pusobici silu pres celou vysku vody.
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Ke stejnému vysledku se lze dostat tak, ze hydrostaticky tlak linedrné roste s hloubkou y, a tak
celkovy prumérny tlak na kvadr bude polovina maximalniho tlaku v hloubce h.
Ziejmé maximélni tlak na kvadr nastane, kdyz bude cely prostor mezi kvadry vyplnén vodou.
Pokud se ani v tomto okamziku kvadry nerozjedou, pak uz se nerozjedou vubec. Ozna¢me vysku
kvadru H, pak podminka, aby se kvadry nerozpohybovaly, vypada nésledovné
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Daéle predpokladejme, Ze fo je nizsi. V okamziku, kdy se kvadry zac¢nou pohybovat, nastava
rovnost mezi silou tlakovou a silou tfeci. Odtud mtzeme spocitat vysku hladiny vody v tomto

okamziku,
ho =4/ 2mfo.
ol
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Podle zadani je vliv prilévani vody na pohyb zanedbatelny. To je ekvivalentni tomu, Ze se od
tohoto okamziku uz nepfiléva dalsi voda. Zachovava se tedy objem vody mezi kvadry. Voda
bude mit v tomto hydrostatickém modelu vodorovnou hladinu', proto piseme

V = 2zlh = 2z0lho = 2x0l 27sz0 ,
p— %o 2m fo 7
T ol

kde prirozené pouzivame index 0 pro pocatec¢ni hodnoty. Pokud spocitame silu, kterou ptsobi
voda na kvadr jako tlakovou silu od prilehlé vrstvy vody (svislé vrstvy), nemusi nds zajimat,
co se déje se zbytkem vody a jak tam ptisobi sily. Celkovou silu ptsobici na kvadr v libovolném
okamziku béhem pohybu muzeme spocitat jako

2
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kde jsme rovnou spocetli i zrychleni kvaddru v zévislosti na jeho poloze.

Nyni vySetfujme, kdy kvadr zastavi. Prvni véc, co by mohla nékoho napadnout, je, ze
zastavi, kdyz se sily vyrovnaji. Jenze v ten okamzik je pouze zrychleni nulové, ale kviddr mé
stale néjakou rychlost (dokonce svou maximalni rychlost).

Asi nejspolehlivéjsi a nejjednodussi cesta je pres energie.? Price, kterou vykond sila F
(vykonéva voda, ale ¢ast energie se disipuje kvili tfeni), tedy f Fdzx, je rovna kinetické energii
kvadru. Kdyz kvadr zastavi, bude mit nulovou kinetickou energii. Mame tedy rovnici

O—dex—/zmg<f;f3f)dx mg(fowg(xio*l>*f($*xo)),

X
xr — X0
ford——= = f(z — o),

o
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Rozeberme si, co jsme to vlastné ziskali. Pfedné je koeficient statického tfeni vyssi nez dyna-
mického, proto se opravdu kvadry rozjedou. Pokud by se koeficienty rovnaly, coz je také mozné,
je tfeba si uvédomit, ze jsme pocitali, kde se kvadr zastavi, kdyz nebudeme prilévat vodu. Po-
kud bychom ji stale pomalu prilévali, kvadr by se trochu rozjel, ale vzapéti by opét zastavil,
protoze by hladina klesla zpét pod kritickou vysku. Takze by se kvadr pozvolna odsouval dal,
ale rychlost by mél neustédle prakticky nulovou. Pro tento limitni pfipad na$ model nefunguje.

! Toto plati jen diky tomu, Ze zanedbavéme kinetickou energii vody, coz znamena, Ze je rychlost vody celou
dobu nulovd, a tedy i zrychleni. Ve skutecnosti se vSak i voda musi pohybovat se zrychlenim, jinak by ji kvadr
ujel. Pokud si rozdélime vodu na svislé plitky a napiSeme si pohybové rovnice pro tyto platky, zjistime, ze
jedina pusobici sila je tlakovad od sousednich platkt. Aby bylo zrychleni nenulové (kladné), musi vyska vody
sila jind, nez jakou uvazujeme v nasem modelu.

2 Stejné tak bychom mohli fesit diferencialni rovnici a = g(foz2/z? — f) s okrajovymi podminkami v(zo) =
= v(z1) = 0. K jednoduchému feSeni této rovnice se vyuzije trik a = dv/dt = dv/dz - dz/dt = dv/dz - v,
kterym prevedeme rovnici na rovnici prvniho fadu, navic separovatelnou.
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Bonus

Vedle sily piisobi voda na kvadr i momentem sily, v analogii s pfedchozim zde piisobi tte-
ci a tthovy moment. Vztdhnéme veskeré momenty vzhledem k ose prochézejici vnéjsi spodni
hranou kvadru, tedy tou hranou, kolem které hrozi preklopeni. Vici této ose mé treci sila
nulovy moment. Kdyz oznac¢ime sitku kvadru b, pusobi na kvadr tihova sila momentem o veli-
kosti Mg = mgb/2. Moment tlakové sily si budeme muset zintegrovat.® Vyuzijme toho, ze uz
méame vyjadieni pro element sily a pouze ho vynasobme pfislusnym ramenem elementu sily,
¢imz ziskdme element momentu sily

dMp = (h — y)dF = (h — y)yegldy,
Mp h

1
Mp = /de = /(h — y)yegldy = Zoglh®.

Pokud moment tlakové sily prevysi moment tihové sily, kvadr se nadzdvihne a zaCne na néj
pusobit jesté moment vztlakové sily, a navic se i rameno tihové sily bude zmensovat, a tak uz
se kvadr prevrati uplné. Krom tohoto efektu vsak vztlak nadlehci kvadr, a tim snizi maximalni
dloha.

Podminka pro preklopeni kvadru tedy je, Ze tlakovy moment prevysi tthovy alespon v oka-
mziku, kdy je jesté kvadr cely na zemi. To nastane kdyz

é@glh3 = %mgb,

h3 o 3mb
= 7@[ ,

tedy hladina vody se musi dostat nad urcitou hranici. To se urcité nestane, pokud bude vyska
kvadriu nizsi nez tato hranice, tedy pokud bude splnéna podminka

H3 > 3mb
ol
Poruseni této podminky vSak stale nezaruci, ze se kvadr prevrati. Pokud se rozjede drive, nez se
hladina vody dostane do vysky {/3mb/ol, bude uz hladina vody jen klesat — je tedy tfeba, aby
pii rozjezdu byla vyska hladiny vy$$i nez tato mez. V okamziku rozjezdu plati A% = 2m fo/ol.
Po dosazeni za h do podminky pro preklopeni kvadru dostavame

2m fo N 3mb 2
> g )

ol ol
8mfs
90lb?

>1.

Aby se tedy kvadr preklopil, musi byt soucasné splnény dvé podminky, které muzeme spojit
do jedné Fetézové nerovnosti H® > 3mb/ol > 270 /8f3. Vidime, Ze prvni a t¥eti ¢len miizeme

3 Nékdo si mohl spoé&itat plisobisté tlakové sily a pak ho vynésobit vyslednou silou, ale pisobisté se stejné
pocita jako poloha, kde by musela vyslednd sila plisobit, aby méla stejny moment sily jako ten, ktery na téleso
opravdu piisobi. (Sila pusobi ve vysce h/3.)
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odmocnit, z ¢ehoz ziskdme nutnou, ale ne postacujici podminku preklopeni kvadru, a sice, ze
rameno tihové sily musi byt mensi nez fo-nasobek ramene tlakové sily.
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