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Uvodem

Mili fesitelé FYKOSu,
pomalu ndm zacind jaro a s nim prichazi i pata série letosniho ro¢niku. V tradi¢ni osmici tloh
na Vas cekaji rozlicné problémy z oblasti mechaniky, termodynamiky i elektromagnetismu,
v problémové tloze zavitdme do tuneli metra a pfi feSeni experimentalni tlohy si muzete
udélat romanticky vecer ve mésté s Vasim pritelem/pritelkyni fotdkem. V seridlu zabrousime
jiz do vysokoskolské termodynamiky, mnohokrat padne vyraz termodynamicky potencial. Také
nezapomente, ze letni blok FYKOSich prednések je jiz v plném proudu — témata naleznete na
nasem webu. A na zac¢dtku dubna samoziejmé prijde jiz dlouho o¢ekavané soustiedéni. Ve chvili,
kdy se Vam tato brozurka dostane do rukou, jiz pravdépodobné obdrzite legendovou pozvanku.
Prejeme Vam mnoho zdbavy pri jejim lusténi a také spoustu prijemnych chvil stravenych nad
nasimi ulohami.

Organizdtori

Zadani V. série

Termin uploadu: 12. 4. 2016 23.59
Termin odeslani: 11. 4. 2016

Uloha V.1 ... uZ to tee 2 body

Tenky drat s odporem R = 100 m{2 a délkou [ = 1 m, ktery je pripojen ke zdroji stejnosmérného
napéti U = 3V, obsahuje ve svém objemu N = 10%? volnych elektronii, kterymi pfispiva k toku
elektrického proudu. Urcete, jak velkou prumérnou (presnéji stfedni) rychlosti se elektrony
v dratu pohybuji.

Uloha V.2 ... mnohoéasticova 2 body

Méjme nadobu, kterd je pomyslné rozdélena na dvé shodné disjunktni oblasti A a B. V naddobé
je m Castic, z nichz se kazdd nachézi s pravdépodobnosti 50 % v ¢asti A a s pravdépodobnos-
t1 50 % v ¢asti B. Urcete, s jakou pravdépodobnost{ bude v ¢4sti A na = 0,6n, resp. na = 1+n/2
astic. ReSte pro n = 10 an = Na, kde Na = 6 - 10%® je Avogadrova konstanta.

Uloha V.3 ... egyptska brina 3 body
Ve starovékém Egyptu uméli vyrobit branu, ale jeSté neznali mfize, tak bra- b,

ny zavirali nilany (vdpencovymi kameny). Na obrdzku vidite 150 otroku

o hmotnosti m = 60kg, ktefi pravé velmi pomalu oteviraji branu zavienou Po|T
nilanem o hmotnosti M = 8t. Nilan pfesné (vzduchotésné) pasuje do kon- @

strukce nad branou ve tvaru kvadru, kterd mda vnitini rozméry a = 3m, 150m)

b =0,5m a ¢ = 3m. Uvnitf konstrukce je na pocatku tlak po = 100kPa g 1]
a teplota Tp = 300K a je umisténa ve vysce H = 3m. Urcete, jak vysoko

jsou otroci schopni vlastni vahou nilan zdvihnout, jestlize se teplota vzduchu

neméni.
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Uloha V.4 ... bezpedna jizda 4 body

Mame auto, které se bliz{ kolmo ke zdi. Ridi¢, ktery v auté jede, by se ale chtél pfiblizovat
ke zdi bezpecné. Jaky by muselo mit auto priibéh rychlosti, aby vzdédlenost od auta ke zdi
v kazdy okamzik odpovidala draze, kterou by auto s okamzitou rychlosti v té chvili urazilo
za T = 2s?

Uloha V.5 ... Rolling Stones 5 bodu

Na naklonéné roviné stoji koule s nehomogennim rozloZzenim hustoty. Zname tihel sklonu naklo-

lou k roving) a smérem z kopce dolt. V zdvislosti na téchto parametrech podrobné rozeberte,
jak se bude dal vyvijet pohybovy stav koule. Koule na roviné neprokluzuje.

Uloha V.P ... metrova 5 bodu

Jak vSichni vime, v jeskynich stfedni Evropy je docela zima, okolo 4 °C. Pro¢ je v metru do-
cela teplo cely rok? Uvolnuje se vice tepla z piritomnych lidi, nebo spiSe z technického zaze-
mi?

Uloha V.E ... fotograficka 7 bodt

Pomoci digitalniho fotoaparatu zmérte frekvenci stfidavého proudu v siti. Postaci i chytry
telefon s vhodnou aplikaci, kterd umozni nastavit presnou hodnotu expozi¢niho ¢asu.

Uloha V.S ... pfirozend proménna 6 bodul

a) Pouzijte vztah pro entropii idedlniho plynu S(U,V, N) z feSeni tiet{ seridlové tilohy

r—1
S(U,V,N):fann USVi + nRso .
2 5Rnn

a vztah pro zménu entropie
_ 1 p K
ds = TdU + TdV TdN

a vypocitejte chemicky potencial jako funkci U, V a N. Upravte déle na funkci 7', p a V.

Pomicka: Prectéte si o derivacich a malych zménach v druhém dile seridlu. Nyni by uz mélo

podle U. Nezapomertite na uziteény vztah In(a/b) =Ina —Inb a ze n = N/Nj.

Bonus: Vyjadrete timto zpusobem i teplotu a tlak jako funkce U, V a N. Eliminujte zdvislost
tlaku na U, abyste dostali stavovou rovnici.
b) Je chemicky potencidl idedlniho plynu kladny, nebo zadporny (so povazujte za zanedbatelné)?
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¢) Co se bude dit s plynem v pistu, pokud je plyn napojeny na rezervoar s teplotou 7;? Pist
se mize volné pohybovat a z druhé strany na néj nic nepusobi. Popiste, co se bude dit,
pokud dovolime jen kvazistatické procesy. Kolik prace takto dokdzeme extrahovat? Plati, ze
se takto minimalizuje volné energie?

Pomicka: Na vypocet prace se vim muze hodit vztah

b
/ ldac'zlné.
L T a

d) Entalpii jsme definovali jako H = U +pV, Gibbsovu energii jako G = U —T'S+pV. Jaké jsou
prirozené proménné téchto potencidli? Jaké termodynamické veli¢iny dostaneme derivacemi
téchto potenciali podle svych prirozenych proménnych?

e) Vypoditejte zménu grandkanonického potencidlu dS? z jeho defini¢niho vztahu Q = F — uN.
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Reseni |V. série

Uloha IV.1 ... kofolova 2 body; prumér 1,23; fesilo 60 studenti

Méjme kofolu s energetickou hodnotou Qi = 1360kJ-kg™! a teplotou i = 24°C a kofolu bez
cukru s energetickou hodnotou Qve, = 14,4 kJ-kgf1 a teplotou the, = 4 °C. Pokud predpokla-
dédme, ze v jinych vlastnostech se kofoly od vody nelisi, pri jaké teploté miiZzeme pit smés téchto
kapalin tak, aby byla celkova ziskana energie nulova? Filip chcel chudnit pitim kofoly.

Smés obou kofol m4 energetickou hodnotu Qxor = Qxp+ Qvezq, kde p, g jsou kladna redlna cisla,
P : q je hmotnostni pomér norméalni kofoly ke kofole bez cukru ve vysledné smési a p + g = 1.
Taktéz bude mit teplotu tkor = txp + thezq, nebot obé kofoly maji stejné fyzikalni vlastnosti
a vyslednd teplota je pouhym aritmetickym primérem.

Teplota uvniti lidského téla je to ~ 37°C. KdyZ smés o teploté tx.f vypijeme, ohfeje se
uvnitt naseho téla na jeho teplotu, tedy ji musime néjakou energii odevzdat. Predpokladejme,
ze hmotnost vypité kofoly je mnohem mensi nez hmotnost lidského téla, tedy zména teploty
téla bude zanedbatelnd. Jeden kilogram kofoly pfijme pfi ohféti teplo Qon = ciot(to — tkof),
pFitem? Ciot = Cyoda = 4180 J- kg K1,

Aby byla celkové prijata energie rovna nule, musi platit Qon = Qxof, tedy

Ckot(to — tkp — thezq) = Qup + Qbezq -
Upravime a s podminkou p 4+ ¢ = 1 dostaneme

_ CkoftO - Qbez - ckoftbez

T Qx + Croftk — Qbez — Croftbes |
_ Qx + Crofti — Crofto

" Qi+ Croftc — Qbez — Croftbes |

q

Hmotnostni zlomky vynasobime teplotami tx, the, a vypocCteme

ti(Crofto — Qbez — Ckoftbez) + thes (Qk + Croftk — Crotto)
tkof =
Qk + Ckoftk - Qbez - Ckoftbez
_ Crofto(tk — thez) + Qutbesr — Qbestx
Cof(tk — thez) + Qx — Qbes

Na kalkulaéce dosadime zndmé hodnoty (energetické hodnoty v kJ kg1, teplotu v °C a mérnou
tepelnou kapacitu v kJ-kg™'-K™!) a ziskdme

trof = 5,7°C.

Je zrejmé, ze tedy budeme pit smés, kde bude prevazné kofola bez cukru. Pokud by néds zajimal
i pfesny pomeér, snadno nalezneme g = 0,914.

Markéta Caldbkovd
calabkovam@fykos.cz
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Uloha IV.2 ... mozek v mikrovince 2 body; prumeér 1,23; fesilo 53 studenti

Jak daleko musi byt ¢lovék od BTS (zdkladnové prevodni stanice), aby piisobeni jejiho vysilani

na mozek bylo srovnatelné s vysilanim mobilu pfimo u hlavy? Predpokladejte, ze BTS vysild

rovnomérné do poloprostoru a ma vysilaci vykon 400 W. Vysilaci vykon mobilu je 1W.
Napadlo Marka N. pri pohledu na internetovou diskusi.

Kedze mozog ma konstantnt velkost, tak nasou ilohou je najst taki vzdialenost hlavy od BTS
vysielaca, pri ktorej je rovnaké intenzita ziarenia, ako je intenzita ziarenia v hlave od mobilu,
ked drzime mobil pri uchu. Intenzita ziarenia (zvycajne znacend ako I) je veli¢ina, ktord hovori,
aky velky vykon Ziarenia pripadé na jednotkovi plochu. Napriklad na meter Stvorcovy povrchu
Zeme na rovniku na poludnie dopada za sekundu ziarenie nestice 1360 kJ. Teda mozno hovorit
o intenzite Ziarenia I ~ 1360 W-m~?2. Intenzita Ziarenia sa d4 zo vzdialenosti od vysielada r
a vykonu vysielaca P vypocitat z predpokladu, ze vSetko ziarenie sa rovnomerne rozlozi na
povrch gule polomeru r. Plocha gule polomeru r je S = 4nr?. Z toho vyplyva, Ze intenzita

ziarenia vo vzdialenosti » bude P P

I= S 4mr2’

Odhadnime vzdialenost mozgu od mobilu ako r, &~ 5 cm, vykon mobilu ozna¢me ako Py, =
= 1W, nezndmu vzdialenost mozgu od BTS vysielaca ako r, a vykon vysielaca ako P, = 2P =
= 800 W. Kedze v zadani sa pise o vysielani do polpriestoru, za vykon vysielac¢a vysielajiceho
do priestoru povazujeme dvojnasobok vykonu vysielaca vysielajuceho do polpriestoru. Inak
povedané, aby vysiela¢ vysielal do celého priestoru s rovnakou intenzitou ako teraz do polpries-
toru, musel by mat celkovy vykon dvojnasobny. Potom z predpokladu rovnosti intenzit ziarenia
dostaneme

Im = 1lv,
N
4drr2,  4mr2’
P, .
v = Tm = 1,4 .
T T Pln m

Teda, ak sa nachddzame zhruba 1,4m od vysielaca, vysiela¢ na nas mozog posobi priblizne
rovnako ako pri telefonovani.

vvvvv

samo@fykos.cz

Uloha IV.3 ... Setfeme lesy 3 body; primér 2,58; fesilo 65 studenti

Mame roli toaletniho papiru o poloméru R = 8 cm s dutou casti o poloméru r = 2cm. Kazda
vrstva namotaného papiru ma tloustku d = 200 um a vrstvy na sebe dokonale priléhaji. O kolik
utrzki vice v takovéto roli mame, pokud ma jeden utrzek délku Iy = 9cm, nez kdyz ma jeden
utrzek délku lo = 13 cm? Jako soucdst reseni vyzadujeme odhad chyby pouzité aproximace.
Bonus: Vypoctéte presnou délku spiraly, kterou papir vytvari.

Kiki je sice potvora, ale tohle by prece jen do Ndboje nedala.
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Celou tlohu lze zjednodusit na plo$ny problém, protoze délka navinutého papiru na sifce role
nezavisi. Mame tedy mezikruzi do kterého navijime dlouhy obdélnik o stejné plose, znamé
tloustce a nezndmé délce. Porovnanim ploch dostaneme

S=n(R*-7r?), S=ld,

=9420cm.

Vydélime-li toto délkou utrzku, dostaneme pocet utrzka.

_ n(R? — r?)
[
n(R? —r?)

dls ’

ng =

Rozdil je pak

Dosazenim dostaneme
An = 322.

Odhad chyby

Nejvetsi chyba je zptisobena tim, ze nevime, kde pfesné je méfeny prumér vuci konci papiru.
Nase metoda vyzaduje méfeni v pulce posledni vrstvy, aby byla presnd. Proto mizeme maxi-
malni chybu odhadnout na polovinu vnéjsitho obvodu, tedy priblizné na 25 cm. Ostatni chyby,
jako jsou nepresnosti zptuisobené nepresné priléhajicim papirem na zacatku role nebo zménou
obsahu pfi pfechodu od obdélniku ke spirale, jsou fddové mensi, a proto je lze zanedbat.

Slozitéjsi reseni

Pokud poéitdme délku kiivky s v poldrnich soutadnicich (r, ¢), vime, ze

s—/\/ ;)>sto

Nasi spirdlu vyjadiime v polarnich souradnicich

d 2nr 2nR
r(p) = 225 so€<f'f>-

2n d’ d

2rR/d
/an Jd \/ 271 271

- [E (@mﬂwm)]

Délka spirdly je potom

2rxR/d

2nr/d
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Dosadime a zjistime, Ze I; = 9420cm, coz se pri pouzitém zaokrouhleni nelisi od vysledku
pies obsahy. To nen{ prekvapivé — plati R? > d?, a tedy (R/d)?> > 1. O ¥4d hife plati stejné
nerovnosti i pro r. Ve vysledném tvaru integralu pro muzeme zcela vynechat ¢len s logaritmem,
zanedbat jednicku v odmocniné a psat

=1.

d (221%)2 d (@)zzn(RQ—ﬁ)

bR T \d d

~ 4n

Jiz v pfedpisu integralu si lze véimnout, Ze aproximaci R? > d? odebereme ¢len, ktery bychom
mohli nazvat ,spirdlnim*, tj. ten Clen, ktery zahrnuje odchylku délky spiraly od délky soustfed-
nych kruznic. Rozdil

li —1=0,004 cm

je daleko za posledni platnou ¢islici, na kterou jsme zaokrouhlili. Nejvétsi chyba bude zptisobena
stejnym mechanismem jako predtim, nebot stale uvazujeme, ze polomér byl zméren v koncovém
bodé navijeni. Také zalezi na tom, zda byl polomér urcen délenim priméru, nebo primym
méfenim. Zavérem tedy muzeme pouze zopakovat, Ze nejvétsi chyba neni ddna aproximacemi
pri vypoctech, ale neznalosti presného poloméru.

Mikulds Matousek

mikulas@fykos.cz

Uloha IV 4 ... bubliny znovu spojeny! 4 body; pramér 2,45; fesilo 56 studentt
Kolik nejméné stejné velkych mydlovych bublinek o poloméru r se musi spojit, aby vytvorily
jednu bublinu, kterd ma polomeér alespori 3r? Uvazujte, Ze vzduch v bublindch ma stéle stejnou
teplotu. Karel se dival na bublifuk.

Aby byla bublina v rovnovéaze, musi se vyrovnat kapilarni tlak mydlové membrany px, atmo-
sféricky tlak p, a tlak plynu p uvnitt, tedy musi platit

P =Pkt Pa.

Kapilarni tlak mydlové membrany je
4o
Pk = —,
r
kde o je povrchové napéti membrany a r je polomér bubliny. Déle uvazujme zjednodusujici

predpoklad, Ze vzduch v bubliné se chova jako idedlni plyn. Ten méa stavovou rovnici
pV =nRT,

kde p je tlak plynu, V' jeho objem, n latkové mnozstvi, R univerzalni plynova konstanta a T" tep-
lota. Pro jednu malou bublinu o poloméru r tedy z rovnosti tlak plyne

4
(7" +pa) Vi = miRT,

(4—0 +pa) ém“?’ =n1RT,
T 3
4nr?

n1 = (40 + par) IRT
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kde jsme v druhém kroku pouzili fakt, ze bublina je kulova. Obdobné ziskame latkové mnozstvi
ve velké bubliné o poloméru 3r

4n(3r)?
ng = (40 + 3par) % .
Nyni podilem ziskdame

N2 _ 40 4 3par def

n1 - 40’+pa7‘ - f(’r)v

coz je linedrni lomend funkce. Protoze o i p, maji kladnou hodnotu, je funkce pro r € (0, +00)
rostouci, f(0) =9 a lim,, 1o f(r) = 27. Potfebujeme tedy néco mezi 9 a 27 bublinami v zi-
vislosti na okolnim tlaku, povrchovém napéti a poloméru bublin.

Nakonec si vypocitejme potiebny pocet pro bézné hodnoty. Necht atmosféricky tlak je
standardnich 101 kPa, povrchové napéti mydlové membrany’ 25 mN-m~' a polomér malych
bublin 1cm. Potfebny pocet pak je 27. Z monotonie f(r) je vidét, ze pro vétsi polomér bublin
budeme tim spi$ v tomto limitnim pripadé.

Komentare k doslym reSenim

Mnoho z vés uvazovalo, ze se musi zachovéavat celkovy objem bublin. V tomto pfipadé to sice
plati, protoze je déj dle zadani izotermicky a zaroven lze zanedbat zménu tlaku, nicméné jde
o netrividlni vysledek vzesly az z vypoctu vyse. Zachovani objemu lze obecné uvazovat u ne-
stlacitelnych latek, nikoliv vSak u plynid. Co se ale musi zachovavat je celkové latkové mnozstvi
plynu, protoze zde neprobihd zddna chemicks reakce a jde o uzavieny systém.

Lukds Timko
lukast@fykos.cz

Uloha IV.5 ... skluzavka 5 bodi; pramér 2,79; fesilo 38 student

Na vodorovné plose jsou rovnobézné polozeny dva stejné kvadry o hmotnosti m a délce l. Vzda-
lenost blizsich stén téchto kvadri je 2xo. Mezi kvadry zacneme lit vodu objemovym tokem Q.
Na krajich téchto kvadri jsou mantinely zabranujici odtékani vody z prostoru mezi kvadry.
Staticky koeficient treni mezi kvadrem a podlozkou je fo a dynamicky f. Treni mezi kvad-
ry a mantinely neuvazujte. Jaka je podminka na fy, aby se kvadry viibec nerozpohybovaly?
V pripadé, kdy je fo dostatecné malé, vypocitejte zavislost zrychleni kvadri na jejich poloze
a vzdalenost, ve které kvadry zastavi.

Veskery pohyb vody povazujeme za dostatecné pomaly, takze v ni nevznikaji zadné viny ani
viry, nezahriva se trenim a ani sama nemd zadnou kinetickou energii. Protoze je tedy i ) malé,
miizete uvazovat, ze prilévani dalsi vody po rozpohybovani kvadri nema na jejich pohyb vliv.
Bonus: Najdéte podminku pro preklopeni kvadru.

Kubovi se zddlo o plavini v divném bazénu.

Prvni véc, co se hodi zminit, je, Ze situace je symetricka na obé strany. Proto budeme vysetrovat
pouze pohyb jednoho kvadru a ten druhy se bude pohybovat stejné, tedy v kazdém okamziku
bude mit stejny (s opaénym znaménkem) polohovy vektor, rychlost i zrychleni.

Na kvadry pusobi tihova sila, tieci sila a tlakova sila od vody. Nejprve spoctéme, jak je velkd
tlakova sila F},, kdyz je mezi kvadry vody do vysky h. Oznac¢me dy tloustku tenké vrstvy vody

'http://physics.about.com/od/physicsexperiments/a/surfacetension_5.htm
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v hloubce y. V této hloubce je hydrostaticky tlak o velikosti p = yog a ten pusobi na element
plochy kvadru o velikosti dS = Idy. Zintegrujme piisobici silu pres celou vysku vody.

F h
/dF: /y@gldy,
0 0

B2
F= 9917 .
Ke stejnému vysledku se lze dostat tak, ze hydrostaticky tlak linedrné roste s hloubkou y, a tak
celkovy priameérny tlak na kvadr bude polovina maximélniho tlaku v hloubce h.
Ziejmé maximalni tlak na kvadr nastane, kdyz bude cely prostor mezi kvadry vyplnén vodou.
Pokud se ani v tomto okamziku kvadry nerozjedou, pak uz se nerozjedou viibec. Oznac¢me vysku
kvadru H, pak podminka, aby se kvadry nerozpohybovaly, vypada nasledovné

1
igng2 <mgfo,

olH?
fo> 2m

Déle predpoklddejme, ze fo je nizsi. V okamziku, kdy se kvadry zac¢nou pohybovat, nastavi
rovnost mezi silou tlakovou a silou treci. Odtud mtzeme spocitat vysku hladiny vody v tomto

okamziku,
ho _ 2mf0 )
\/ ol

Podle zadani je vliv prilévani vody na pohyb zanedbatelny. To je ekvivalentni tomu, ze se od
tohoto okamziku uz nepriléva dalsi voda. Zachovava se tedy objem vody mezi kvadry. Voda
bude mit v tomto hydrostatickém modelu vodorovnou hladinu?, proto pigeme

V = 2zlh = 2x0lho = 2x0l Zmlfo ,
Y
= o, [2mfo
T ol

kde prirozené pouzivame index 0 pro pocatec¢ni hodnoty. Pokud spocitame silu, kterou ptsobi
voda na kvadr jako tlakovou silu od pfilehlé vrstvy vody (svislé vrstvy), nemusi nds zajimat,
co se déje se zbytkem vody a jak tam ptisobi sily. Celkovou silu ptsobici na kvadr v libovolném
okamziku béhem pohybu muzeme spocitat jako

1 2
F—2991h2—mgf—mg<f0 0 —f> :

x2

F foxd
a=—=4g 2 f )
m T
2 Toto plati jen diky tomu, Ze zanedbivame kinetickou energii vody, coz znamené, Ze je rychlost vody celou
dobu nulova, a tedy i zrychleni. Ve skutecnosti se vsak i voda musi pohybovat se zrychlenim, jinak by ji kvadr

ujel. Pokud si rozdélime vodu na svislé platky a napiSeme si pohybové rovnice pro tyto platky, zjistime, ze
jedind pusobici sila je tlakovd od sousednich platki. Aby bylo zrychleni nenulové (kladné), musi vyska vody

sila jind, nez jakou uvazujeme v nasem modelu.
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kde jsme rovnou spocetli i zrychleni kvadru v zévislosti na jeho poloze.

Nyni vySetfujme, kdy kvadr zastavi. Prvni véc, co by mohla nékoho napadnout, je, ze
zastavi, kdyz se sily vyrovnaji. Jenze v ten okamzik je pouze zrychleni nulové, ale kviddr mé
stale néjakou rychlost (dokonce svou maximalni rychlost).

Asi nejspolehlivéjsi a nejjednodussi cesta je pres energie.® Price, kterou vykond sila F
(vykonéva voda, ale ¢ast energie se disipuje kvili tfeni), tedy f Fdzx, je rovna kinetické energii
kvadru. Kdyz kvadr zastavi, bude mit nulovou kinetickou energii. Mame tedy rovnici

0:/1Fdx:/zmg<f;§gf)dmzmg(fgxg(xlo;)f(xmo)),

r — X0
foxs = f(&z — o),
o
fo
r=Xo— .
f

Rozeberme si, co jsme to vlastné ziskali. Pfedné je koeficient statického tfeni vyssi nez dyna-
mického, proto se opravdu kvadry rozjedou. Pokud by se koeficienty rovnaly, coz je také mozné,
je tfeba si uvédomit, Ze jsme pocitali, kde se kvadr zastavi, kdyz nebudeme prilévat vodu. Po-
kud bychom ji stale pomalu prilévali, kvidr by se trochu rozjel, ale vzapéti by opét zastavil,
protoze by hladina klesla zpét pod kritickou vysku. Takze by se kvadr pozvolna odsouval dal,
ale rychlost by mél neustéle prakticky nulovou. Pro tento limitni pfipad nas model nefunguje.

Bonus

Vedle sily pusobi voda na kvadr i momentem sily, v analogii s predchozim zde ptusobi tre-
ci a tthovy moment. Vztdhnéme veskeré momenty vzhledem k ose prochézejici vnéjsi spodni
hranou kvadru, tedy tou hranou, kolem které hrozi preklopeni. Vuci této ose mé treci sila
nulovy moment. Kdyz oznac¢ime sitku kvadru b, pusobi na kvadr tihova sila momentem o veli-
kosti Mc = mgb/2. Moment tlakové sily si budeme muset zintegrovat.* Vyuzijme toho, Ze uz
méame vyjadieni pro element sily a pouze ho vyndsobme pfisluSnym ramenem elementu sily,
¢imz ziskdme element momentu sily

dMp = (h — y)dF = (h — y)yegldy,

Mp h
1
Mp = /de = /(h —y)yeogldy = ggglhg-
0 0

Pokud moment tlakové sily prevysi moment tihové sily, kvadr se nadzdvihne a zaCne na néj
pusobit jesté moment vztlakové sily, a navic se i rameno tihové sily bude zmensovat, a tak uz
se kvadr prevrati uplné. Krom tohoto efektu vsak vztlak nadleh¢i kvadr, a tim snizi maxim&lni

3 Stejné tak bychom mohli fesit diferencialni rovnici a = g(fga:g/a:2 — f) s okrajovymi podminkami v(zg) =
= v(z1) = 0. K jednoduchému feSeni této rovnice se vyuzije trik a = dv/dt = dv/dz - dz/dt = dv/dz - v,
kterym prevedeme rovnici na rovnici prvniho fadu, navic separovatelnou.

4 Nékdo si mohl spoé&itat plisobisté tlakové sily a pak ho vynédsobit vyslednou silou, ale pisobisté se stejné
pocita jako poloha, kde by musela vyslednd sila plisobit, aby méla stejny moment sily jako ten, ktery na téleso
opravdu piisobi. (Sila pusobi ve vysce h/3.)

10
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vvvvvv

uloha.
Podminka pro preklopeni kvadru tedy je, Ze tlakovy moment prevysi tthovy alespon v oka-
mziku, kdy je jesté kvadr cely na zemi. To nastane kdyz

1 5 1
g@glh = 2mgb,
hgi 3mb

ol ’

tedy hladina vody se musi dostat nad urc¢itou hranici. To se urcité nestane, pokud bude vyska
kvadri nizsi nez tato hranice, tedy pokud bude splnéna podminka

H? > 3mb
ol

Poruseni této podminky vsSak stale nezaruci, ze se kvadr prevrati. Pokud se rozjede dfive, nez se
hladina vody dostane do vysky {/3mb/ol, bude uz hladina vody jen klesat — je tedy tieba, aby
pfi rozjezdu byla vyska hladiny vyssi neZ tato mez. V okamziku rozjezdu plati h? = 2mfo/ol.
Po dosazeni za h do podminky pro preklopeni kvadru dostavame

2m fo ’ 3mb\”
> N )
ol ol
8mifs
90lb?

>1

Aby se tedy kvadr preklopil, musi byt soucasné splnény dvé podminky, které muzeme spojit
do jedné Tetézové nerovnosti H® > 3mb/ol > 27b% /8f3. Vidime, e prvni a t¥eti ¢len miizeme
odmocnit, z ¢ehoz ziskame nutnou, ale ne postacujici podminku ptreklopeni kvadru, a sice, ze
rameno tithové sily musi byt mensi nez fo-ndsobek ramene tlakové sily.

Jakub Dolejsi
krasnykuba@fykos.cz

Uloha IV.P ... dietni vé&z 5 bodi; prumér 2,71; fesilo 38 studentt

Jak vysoka véz by se dala postavit z hlinikovych plechovek od dietniho napoje kolového typu?
Michal z http://what-1if.zkcd. com/88/

Pri stavani veze z plechoviek musime riesit ako u kazdej stavby niekolko problémov. Na prvy
problém nas upozorni statik. Vezu ni¢im nelepime a len staviame plechovky na seba, teda si
musime davat pozor, aby sme ich stavali dokonale rovno. A hned sa ndm ozve dalsi odbornik:
a ¢o material? Ved hlinik je celkom méakky kov a na plechovky sa pouziva tenky plech. A potom
aj miesto je dolezité. Kde budeme nasu vezu stavat, ako ovplyvni stavbu pocasie? Zafika vietor
a vezu nam zbori. Podme si teda rozobrat postupne vsetky tskalia.

11
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Vyska veZe s ohladom na material

Typy plechoviek sa od seba vyrazne lisia. My sme zvolili vac¢siu plechovku s objemom 0,51
(predsa len chceme stavat vezu do vysky). Vaha takej hlinikovej plechovky sa pohybuje oko-
lo m1 = 20g. Najskor sa skisme zamyslief nad tym, ¢o sa deje, ked plechovku zatazime. Isto
ste niekedy skusali stipit na plechovku a tak ju ,zdemolovat“. AvSak sem-tam sa stalo, Ze ste
sa postavili na plechovku a té vas bez problémov uniesla. Ako to?

Ak si plechovku predstavime ako homogénne medzivalCie, tak vas neprekvapi, ze ak na
vrchni stenu budeme posobit silou, tak sa vsetkd prenesie do podstavy a deformécia bude vo
vSetkych miestach rovnaka. Ked vsak napétie v materiali prekro¢i medz pevnosti, material sa
poskodi a nasa veza padne. Medza pevnosti pre hlinik je priblizne oa; = 50 MPa. Najslabsie
miesto celej plechovky je boéné stena. Ak odhadneme® jej hribku ako ¢ = 0,2mm a polomer
plechovky na r = 3 cm, dostdvame priblizny prierez steny plechovky ako S = 2rnrt. Po dosadeni
méame priblizny odhad S = 3,8 -107° m?.

Takze uz jednoducho spocitame, aké zatazenie sposobené hmotnostou m znesie jedna ple-
chovka:

F,
oAl = gg :
omS = Fg,
2nrtoar = myg,
. 2no airt
= 79 .

Z ¢oho po dosadeni dostavame m = 200kg. Preco ale toto v praxi nefunguje stdle? V prvom
rade plechovka nie je tiplne homogénna. Vyskytne sa slabé miesto, v désledku ¢oho rozlozenie
zétaze nebude rovnomerné a na steny plechovky budi posobit aj sily nerovnobezné zo stenou.
Sice stena plechovky je odolnd, ked na nu posobime pozdiz steny, ale slabsia, ked posobime
kolmo na stenu. Tak podme eSte spocitat, kolko by sme dokézali takych dokonalych plechoviek
poukladat na seba. Jednoducho
n=_=.
mi
Z toho dostavame n = 10000 ks, jednoducho si spocitame aj vysku, ktord dosahuje h = 1800 m
pri vyske plechovky h; = 18 cm.

Stabilita veze

Predpokladajme teda, ze mame dokonalé homogénne plechovky a dokdzeme postavit 10 000 ple-
choviek na seba. Je ndm jasné, ze plechovky musime ukladat s velkou presnostou. Aby ndm
takato veza nespadla, musi platif, ze priemet taziska do roviny podstavy je stale ,v podstave*.
Ako bolo spomenuté, tak polomer podstavy je r = 3 cm, a teda tazisko sa nesmie vychylit o viac
ako polomer. Teda musime plechovky ukladat s presnostou § = 2r/n = 6 - 107" m. Toto je iba
extrémny pripad, ak by sme uvazovali pri kazdom ulozeni rovnaki systematickti asymetricka
chybu polozenia. Redlne chyba skor prislicha ndhodnemu rozlozeniu, priblizne gaussovskému.
V pripade gaussovského rozdelenia by sme dostali chybu poloZenia o tri rady vyssiu, ale aj tak

5Informaécie o pouziti hlinika vo vyrobe plechoviek najdete napriklad tu: http://packaging.world-aluminium.
org/benefits/lightweight.html.
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presnost ostava rddovo na desatindch milimetra, ¢o je pre obyc¢ajni plechovku a ruku ¢loveka
stale nedosiahnutelny ciel.

A &o keby sme mali dokonalé plechovky a dokonaly stroj na stavanie? Co vietko by taka veza
vydrzala? Ako by pdsobili ,velki nepriatelia stavieb* ako silny vietor, zemetrasenie, tornado,
vybuch sopky, cunami, pdd meteoritu, prelet velkej ¢iernej diery v blizkosti nasej veze. ..

Skoro kazdy z tychto scendrov sa dé previest na problém, ¢o sa stane, ked ndm do stavby
fikne vietor. Predstavme si nasu vezu tentokrat ako velky duty valec o polomere r = 3cm
a vyske h = 1800 m. Predpokladajme, ze vietor fika v celej vyske konstantnou rychlostou v.

Veza sa nam prevrhne, ked moment sily vetra bude véacsi ako moment sily tiaze veze. Veza
sa ndm bude otacat (padat) okolo hrany podstavy, teda aj vo¢i nej budeme vztahovat momenty
sil. V tabulkéch si ndjdeme sicinitel odporu, ktory sa pre valec pohybuje okolo C' = 0,5. Vietor,
ktory posobi na istd Cast plochy veze o vyske dh, ndm spésobi silou velkosti dF a momentom
sily dM = R x dF. Vyuzijeme Newtonov vzorec pre odpor vzduchu

F = %CQ’U2S,

kde ¢ je hustota vzduchu, v rychlost vetra a S je prierez veze, v nasom pripade S = 2rh. Ak
chceme len diferenciél sily dF' prislichajicej istej elementdrnej ploche dS, tak plati

dF = %CQUQdS,
dF = Cov’rdh.

Ale pozor, tato sila posobi kolmo na plochu, nie na vektor R. Teda potrebujeme vediet jej urcity
priemet. Zaroven si musime uvedomit, Ze nasa veza je velmi vysokd, presnejSie h > r, a pre
velké vysky plati

F = Fpriemet, R=~h.

Potom mdézeme spocitat aj velkost momentu sily ako

dM = hCor*rdh,

h
M= / B Covirdh |
0
lebo chyba spdsobend integridciou pri malych A’ bude tiez mal4.
h
M = Cov? / h'rdh
0

1 \21n
=[(h
SL)8

1
M = ECrgvth.

M = Crov?

Moment, ktory vytvara tiazova sila, spoc¢itame ako

M = Fyr.

13
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Potom z rovnosti momentov spoc¢itame medzni podmienku rychlosti vetra.
For— 1 272
T = 507"@1} h”,

mg = %Cgvzhz .

o 2mg
v \/ Coh? "

1

Po dosadeni dostdavame medznt rychlost v = 0,05 ms™ . Takze nasu vezu zhodi aj ,bezvetrie®.
Na tomto mieste je nutné spomentf, ze pre malé rychlosti nebude pridenie turbulentné, ale
laminarne, ¢o by nis odhad mierne zvaésilo®

A Co tak teroristi alebo neprajnici?
Urcite, ked postavite najvyssiu vezu z plechoviek, tak sa ndjdu neprajnici, ktory vim vasu vezu
budt chciet zbturat.

Tak si predstavme nasho nepriatela: ten pride k vezi a bude sa ju snazit zhodit tym, ze na
nu zacne tlacit.

Ked vyuzijeme tvahu ako v predchadzajicom pripade, tak moézeme povedat, ze veza zacne
padat, ked moment sily od nisho nepriatela bude vacsi ako moment tiazovej sily. Predpokla-
dame, ze nepriatel je vysoky, a teda posobi na vezu vo vyske v, = 2m silou F,.

Fyr = Fhhn,
Fer

F, ==t
hn

Po dosadeni dostdvame hodnotu sily F,, = 265N, z ¢oho jasne vidime, ze nepriatel by nemal
problém ju zburat len opretim sa o nasu vezu. Nezabudajte vsak, ze plechovky povazujeme za
homogenny duty valec, pritomnost plosiek medzi plechovkami by silu este znizila.

A ¢o keby sa rozhodol, ze by podkopol spodnii plechovku?

V prvom rade, ak takato sila bude posobit na stenu spodnej plechovky, tak velmi isto nam
spodnt plechovku zdemoluje a ta strati svoju nosnost a veza nam spadne. Rozumny a dostato¢ne
presny fyzikdlny model pre pripad boc¢nej deformaécie je uz naro¢né vytvorit, ale sami isto viete,
ze plechovky st v tomto ohlade velmi ,tvarne*.

Michal Cerveridk

miso@fykos.cz

Uloha IV.E ... trhni si! 8 bodt; pramér 6,00; fesilo 45 studentt
Zmérte mez pevnosti kancelarského papiru v tahu. Idealné pouZijte co nejméné potisténou ¢ast
brozurky, ve které vam prislo zadédni (pro tisk je vyuzivdan papir 80 gAmz).

Karel vidél prispévek Vojty Zdka o méreni s papirem na Veletrhu ndpadd uciteld fyziky 20.

SHodnoty Reynoldsovho ¢&isla pre nas pripad si mézete zistit napriklad tu: http://www.engineeringtoolbox.
com/reynolds-number-d_237.html.
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Reseni experimentélni tlohy bude souéasti dalsi brozurky a také ho naleznete v brzké dobé na
webu. Za zpozdéni se omlouvame.

Oldrich Holcner
holcner@fykos.cz

Uloha IV.S ... pracovni 6 bodi; prumér 3,67; fesilo 42 studenti

a) Z nerovnosti
ASior > 0

ze seridlu vyjadrete W a odvodte tak nerovnost pro praci

WSQ(lf;—:).

b) Vypocitejte dc¢innost Carnotova cyklu bez pouZiti entropie.
Pomitcka: Napiste ¢tyri rovnice spojujici ¢tyri vrcholy Carnotova cyklu
piVi=p2Va, p2Vo =p3Vs, psVa=paVa, paVi=pV7
a vynasobte je vSechny ¢tyri spolu. Po tpravé dostanete

b_ls
i v
Dale staci pouzit vzorec pro praci pri izotermickém procesu: pokud jde proces z objemu Va

do Vg, prace vykonand na plynu je

Va
Tln — .
nRT In Vo

Ted si uz jen staci uvédomit, Ze prace pri izotermickém déji je rovna teplu (se spravnym
znaménkem) a vypocitat ziskanou praci (vzpomeriite si, Ze adiabatické procesy neprispivaji)
a odevzdané teplo. Jako Tesent staci doplnit detaily tohoto postupu.

¢) Minule jste pracovali s pV a Tp diagramem. Provedte podobné cviceni s T'S diagramem,
tedy nakreslete do néj izotermicky, izobaricky, izochoricky a adiabaticky proces. Nakreslete
do diagramu téz cestu plynu v Carnotové cyklu a oznacte spravné smér a vrcholy, aby
souhlasily s obrazkem v serialu.

d) V seridlu jsme zminili, Ze nékdy je treba ddvat pozor na prijaté a odevzdané teplo. Nékdy
se totiz to, zda teplo prijimdme anebo davime, méni béhem procesu. Jednim z prikladi je
proces

v
p=poe Y0,
kde po a Vi jsou konstanty. Urcete, pro jaké hodnoty V (pfi rozpinani) proudi teplo do
plynu, a kdy z plynu.
Janciho ucinnost je vétsi nebo rovna tucinnosti Carnotova cyklu.
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a)

Vyjdime teda zo vztahu

_-Q  Q-W
AStot - TH + TC .
Vieme, ze ASiot > 0, teda
R LW
Ty Tc -

Prevedieme c¢len s W na druhu stranu

1 1 w
- _ )\
Q<Tc TH)—Tc

a vynasobime kladnym T¢, takze dostavame

WgQ(1—;;C).

H

Ak vynasobime vsetky tieto rovnice zo zadania, dostaneme
p1p2p3paViVa VaVi" = p1popspaVa Vs VaVy"

¢o upravime na
'Véﬁ—lwﬂ—l — Vln—lvgn—l

a dalej na

Vo W3

Vi Vil
Vieme, ze pri oboch adiabatickych procesoch sa vobec neprenasa teplo; ked teda uvazime,
7e vnutornad energia sa nemeni pri izotermickych procesoch, zistime, Ze praca pri prvom
je rovna praci pri druhom, ale s opa¢nym znamienkom. Do dc¢innosti teda tieto procesy
neprispeju (ale st dolezité tym, ze menia teplotu). Plyn teda naberie teplo Qu pri prvom
rozpinani na teplote Th: toto teplo spoc¢itame ako opa¢ni pracu (pretoZe zmena vnutornej
energie v tomto procese je nula)

Vz
Qu = nRTyuIn 7? :
Znamienko je tu sprdvne, pri rozpinani plyn prijima teplo a kond précu (préca by bola so
znamienkom minus, bola by zdpornd). Rovnako spocitame aj teplo, ktoré plyn ,dostane®
pri izotermickom stlacovani na teplote T¢, ¢o je proces 3 — 4:

Va Va
=nRIcIn — = —nRIcIn —.
Qc l¢] v e] Vi
Tu nastédva kompresia, teda V4 < V3 a dostaneme Q¢ < 0, ¢o je spravne. Zo zdkona za-
chovania energie vieme spocitat ziskani pracu ako rozdiel prijatého a odovzdaného tepla,
s nasimi znamienkami to bude
W=Qu+Qc.

Tu W je uz extrahovand praca (praca plynu by bola —W). Uéinnost vypoéitame ako pomer
,uzito¢ného a drahého“, teda

V:
W ge_ mETbE
Qu Qu nRTHln% Tu
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©)

Izotermicky a adiabaticky (izoentropicky) proces st opat velmi jednoduché. Na izochoricky
proces budeme potrebovat vyjadrenie entropie z tretieho seridlu

T°°V

S(T,V;n)anln( ) + nRso .
Odtial vyjadrime T'(S):
S=nRIn (%) +nRso + %annT,

osamostatnime InT

InT = SS — 2so— gln (K)
snR s n

a zrusime logaritmus

2
Vs 2 25
T = (i) 6755065"R .
n

Do grafu teda pri konstantnom objeme kreslime exponenciély, pricom konstanta pred ex-
ponencidlou klesd s rasticim objemom. Izobaru vyjadrime podobne, len najprv dosadime

za 'V /2
S(T,p;n) =nRIn (TJQT> + nRso .

Podobnym postupom ako pre izochoricky proces dostaneme

PN 2 e
T = (7) ST T eSS0, (BTUNR
R
Ide teda o menej strmi exponencialnu zavislost, konstanta pred exponencidlou naopak rastie
s tlakom. Vsetky Styri procesy su zakreslené do grafu a) na obrdazku 1. Aby sme lepsie
zndzornili rozdiel tychto zavislosti, nakreslime izochoricky a izobaricky dej aj do [logT]S
diagramu, kde pojde o priamky, viz graf c).
Carnotov cyklus zac¢ina na vysokej teplote. Odtial izotermicky expanduje a jeho entropia
sa zvysuje. Dalej adiabaticky expanduje dalej, ¢im sa jeho teplota znizuje, po ¢om sa opét
v dvoch krokoch vréti spat. Spolu teda dostaneme obdlznik, ako na grafe b).
To, ¢i plyn teplo odovzdéva alebo prijima, lahko uréime podla znamienka 6QQ = dU + pdV'.
Ak este vyjadrime dU = d(5pV) = 5V dp + 5pdV, mozeme pisat
s S
5Q = Svip+ (5 ¥ 1) pdV .
My méame zadané, ako sa meni tlak s objemom. Teda malé zmeny tlaku zavisia od malych
zmien objemu. To spocitame jednoducho pomocou
v _v.dVv
dp:d(poe VO) = —poe Yo —,
Vo
¢o vieme este Sikovne prepisat na
dp = —p—.
p p Vo
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Obr. 1: T'S diagram a [log TS diagram

Ak vsetko dosadime do vztahu pre 6@, dostaneme

dV sV

Vidime, ze pre malé objemy je 6@ > 0 a plyn teplo pri expanzii (dV > 0) prijima. To plati
az do bodu, kde je 6Q) = 0, ¢o je pre

V=2~ .

Do objemu Vs bude plyn pri expanzii teplo prijimat, pre vicsi objem naopak odovzdavaft.

Jdn Pulmann
janci@fykos.cz
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Serial: Termodynamické potencialy

Vratme sa na zaciatku do tretieho dielu seridlu a spomenme si na definiciu entropie
0Q =TdS.
Spolu s prvym termodynamickym zdkonom moézeme napisat
dU =6Q + W =TdS — pdV .

Toto znamend, Ze ak vezmeme vnutornu energiu ako funkciu S a V, parcidlnymi deriviciami
dostaneme teplotu 7' a zdporny tlak —p, opat ako funkcie S a V. V jednej funkcii U(S,V)
méme teda schované navyse aj funkcie T'(S,V) a p(S,V). Ak by sme dalej vyjadrili entropiu
napriklad z T'(S,V) a dosadili, dostaneme funkcie U(T,V) a p(T,V), ¢o by pre idedlny plyn
boli préave nasa kaloricka a stavova rovnica.

Funkcia U (S, V, N) obsahuje aj dalsie informécie o chemickom potencidli (ten budeme defi-
novat o chvilu), ktoré len zo stavovej a kalorickej rovnice nevieme uréit! Naozaj, vsetky infor-
mécie o systéme si obsiahnuté vo funkcii U(S,V, N). To moézeme chapat tak, Ze z nej vieme
vypocitat vysledky Tubovolnych experimentov s latkou, pokial neporusia predpoklady termo-
dynamiky (napriklad manipuldcia s jednotlivymi ¢asticami).

To je velky rozdiel oproti napriklad funkcii U (T, V). Pre idedlny plyn je to dokonca U (T, V) =
= $nRT, z ¢oho neziskam ziadne informéacie o tlaku.

Vidime, Ze pre vnitorni energiu méame $pecidlne premenné S a V. Ak je v nich vyjadren4,
potom obsahuje vsetky informacie o systéme. Tieto premenné sa nazyvaji prirodzené. Podobne
mé prirodzené premenné aj entropia, staci vyjadrit d.S

1 P
dS = =dU — =dV
T T
a vidime, ze z vyjadrenia S(U, V) vieme dostat teplotu T a potom aj tlak z p/T.

Chemicky potencial

Aby sme pre idedlny plyn zakédovali rovnaki informéciu ako mame v S(U, V, N) alebo U(S, V, N),
potrebujeme zavislosti teploty, vnitornej energie a chemického potencidlu na premennych p, V, N.
Chemicky potencidl sivisi prave s po¢tom cCastic N = nNa, ktord sme doteraz brali ako kon-
stantu. Preto sme nikde nepisali ¢leny ako dN. To sme ale robili len kvoli jednoduchosti, nic¢
nam nebrani menit pocet castic. Ak do plynu priddme casticu, zrejme tym zmenime jeho vn-
atornu energiu. To, o kolko sa zmeni jeho energia, ak pri pridani castice nezmenime entropiu
a objem, volame chemicky potencidl a znac¢ime p. To matematicky zapiSeme ako dalsi mozny
prispevok do energie
dU =0Q 4+ W =TdS — pdV + pdN .

Spravne su teda prirodzené premenné pre energiu S, V a N, pre entropiu zase U, V a N.
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Chemicky potencial sme tiez nevedeli dopocitat priamo zo stavovej a kalorickej rovnice. Pri
vypocte entropie sme totiz mali vo vysledku nezndmu funkciu poctu castic. Pretoze chemicky
potencidl vypocitame aj ako

_10S(U,V,N)

vysledok tiez zavisi na tejto funkcii. Entropiu sme nakoniec vedeli dopocitat pomocou tvah
o zdvojnasobeni poctu castic, ¢o su ale dodato¢né informécie. Ostala ndm len neznama kon-
Stanta so, ktord nevieme urcit. To ale len vyjadruje nejednoznacnost vo volbe nuly energie (ako
to pozname napriklad z elektrického potencidlu). V praxi sa to riesi tak, ze sa zvoli jeden stav
systému s nulovym p a ostatné sa udavaju voci nemu.

Termodynamicky potencial

Ak teda pozndme funkciu U(S,V,N), vieme dopocitat vSetko, aj chemicky potencil. Preto
nazyvame U aj termodynamicky potencidl.

Nazov potencidl zrejme sivisi s pouzivanim slova potencial v mechanike alebo elektrostatike. V tych-
to situdciach tiez vieme derivovanim potencidlu vypocitat sily.

Pomocou potencidlu vieme vypocitat vSetko, ale pre redlne latky sa moze stat, ze nevieme napisat
funkciu U(S, V, N). Vzdy ale vieme takéto funkcie merat experimentalne. Pre vodu sa napriklad tabulky
termodynamického potencidlu volaju parné tabulky.

Entropia tiez kéduje vSetky informadcie o systéme, ale nenazyva sa termodynamicky potencial, preto-
ze nema rozmer energie. Podobne ako pre energiu, vieme robit rézne Legendreove transformécie entropie.
Tie sa potom nazyvaju Massieuove funkcie.

Je vhodné upozornif na to, ze nazov chemicky potencidl nestvisi tplne s termodynamickymi po-
tencidlmi, hoci chemicky potencidl bude velmi tizko spojeny s jednym z termodynamickych potencidlov,
Gibbsovou energiou.

Mame teda vyjadrené vsetky vlastnosti systému pomocou jednej funkcie. To je vyborné, ale
moze to mat hacik. Aby sme mali vSetko vyjadrené pomocou termodynamického potencialu,
musime pouzivat prirodzené premenné, no tie mézu byt pre nads velmi nepraktické. Vidiet
to hlavne na vnutornej energii: popisovat systém podla toho, kolko mé entropie, je pre nés
velmi neprirodzené. Experimentalne vieme typicky menit teplotu a tlak, niekedy aj objem, ale
priama kontrola entropie je ndro¢né. Preto by sme chceli mat potencial, ktory by mal prirodzené
premenné napriklad 7, V, N ¢i T,p, N.

Uz sme ale videli, ze len vyjadrif entropiu ako funkciu 7, V, N zo vztahu

oU(S,V, N)
as

a dosadit do U ndm nedé termodynamicky potencial, nefunguje to napriklad ani na idedlnom
plyne. Dovod, preco to tak je, ma pekné geometrické vysvetlenie:

T(S,V,N) =

Pozrime sa na uplne jednoduchy pripad, funkciu f(z). My sa pokusame vyjadrit informécie,
ktoré m4 této funkcia, pomocou derivécie f(z). Ak iba dosadime za z(p) z rovnice p = f'(z), mé-
me zavislost hodnoty funkcie f na jej zmene. Teda namiesto dvojic [z, f(z)] mdme [f(x), f(z)].
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Tu ale stracame informéciu: Ak si vezmeme ind funkciu, ktorej graf je posunuty doprava ¢i
dolava, tak mame rovnaku zavislost hodnoty funkcie od zmeny funkcie.

To nemusi vyzerat ako problém, je to predsa len posun. Ak sa ale pozrieme na viacrozmerné
funkcie, namiesto konstanty, o ktord sa postivame, mame funkciu ostatnych premennych, o ktort
sa mbézeme posunut.

Toto je inak dovod, preco sme v tretom diele seridlu nedostali spravnu zavislost S na pocte
castic. Tym, ze sme presli ku jednotkdm teplota a objem, dostali sme neurcitost v lubovolnej
funkcii po¢tu Castic. Nastastie sme tiito funkciu (az na konstantu) vedeli uréit z fyzikdlnych tvah
a vlastnost{ entropie, ¢o ale bola informdcia navySe. Vidime teda, ze kalorickd rovnica U(T, N)
a stavovd rovnica T'(p, V, N) nemaji vetky potrebné informécie o idedlnom plyne.

Riesenie, ktoré sa pouziva v termodynamike, sa nazyva Legendreova transformdcia. M4 aj
pekni geometricku interpreticiu, ale pre nés je dolezitejsi zapis pomocou funkcii: Vezmime si
napriklad U(S, N, V) a chceme vyjadrit teplotu T'= 9U(S,V, N)/9S. Pozrime sa na vyraz

U-TS.

To je urcite dobre definovand veli¢ina, lebo kazdy stav systému mé presne definovant vnitornd
energiu, teplotu a entropiu. Pozrime sa teraz na jej mali zmenu pri malom posunuti systému

d(U—-TS)=dU — SdT — TdS = TdS — pdV + pdN — SAT — TdS = —SdT — pdV + pdN .

To je velmi zaujimavy vztah: Ak totiz vyjadrime U — T'S ako funkciu T, V a N, dostaneme
derivovanim ostatné veli¢iny: S, p a pu. Funkcia U — T'S v tychto svojich prirodzenych pre-
mennych opat obsahuje vSetky myslitelné informécie o systéme. Nepriamo to moézeme dokézat
tak, Ze z nej vieme spéf vyrobit U vo svojich prirodzenych premennych. Na to staci zderivo-
vat U —T'S podla teploty, ¢o d4 entropiu, potom pripo¢itat T'S, takze mdme U —T'S+TS =U
v premennych T, V, N, a nakoniec vyjadrif teplotu pomocou entropie.

Funkcia U — T'S sa nazyva Helmholtzova volna energia, vi¢sinou sa znaci F' (ako Free, nie
podla Helmholtza) a pozrieme sa na 1iu teraz podrobnejsie.

Helmholtzova volna energia

Prirodzené premenné Helmholtzovej volnej energie st T, V a N. Parcidlnymi derivaciami do-
staneme postupne entropiu, tlak a chemicky potencidl. Aby sme ju vyjadrili pre idedlny plyn,
potrebujeme vyjadrit U — T'S v prirodzenych premennych. Kedze U(S, V, N) eSte ani nemdme
vyjadrené, pouzime radsej pre nds zname vztahy pre U(T,V,N) a pre S(T,V, N):

s T3V
F=U-TS = 3BT = nRTIn { —= | + nRso = F(T,V,N).

Moézeme napriklad overit vztah pre OF (T,V,N)/0V = —p:

L, OF(VIN) a0 nRT
ov ov \%
¢o je prave stavova rovnica! Vsimnite si, ako sa ndm vdaka logaritmu podarilo zbavit derivovania
takmer vsetkych clenov.
Vieme, ze ak médme dva systémy s vnitornymi energiami U; a Ua, tak ich celkovd vnitornd
energia je sucet tychto vnitornych energii. Rovnaki vlastnost sme definovali aj pre entropiu.
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Ak navyse maji oba systémy rovnaku teplotu, moézeme pisat pre ich celkovii Helmholtzovu
volnd energiu

FZU—TS=U1+U2—T(51+SQ)=U1—TS1+U2—TSQIF1+F2,

takze aj volna energia podsystémov sa sc¢itava. Takuto vlastnost maji aj ostatné termodyma-
mické potencidly, ako sa lahko mozete presvedcit.

Fyzikalna interpretacia F'
Ak vo fyzike existuje takyto pekny matematicky postup, treba hladat aj zaujimavu fyzikalnu

interpretaciu:

Vezmime si nejaky systém v kontakte s rezervoarom. Vieme, ze v rovnovahe bude teplota
tohoto systému rovnaké ako teplota rezervodru, teda T = T.. Dalej predpokladajme, Ze systém
samotny nie je cely v rovnovahe, napriklad pozostiva z dvoch plynov oddelenych prepazkou,
ktora sa moze hybat. Nechdme teda systém kvazistaticky vyvijat tak, ako ho to samého taha,
teda do rovnovahy. Pri malickom kroku sa nejako zmeni vnitorna energia systému a vnitorna
energia rezervoaru:

dUiotar = dU + dU: .

Vnutorna energia rezervoaru sa ale moéze menit len tym, ze don pritecie teplo, teda
dU, = 6Qr = T;dS; .
Kedze ale postivame systém kvazistaticky a izotermicky, musi byt dS = —dS;, a teda
dU, = -T:dS.
Teplota systému je ale rovnd teplote rezervoaru, mézeme pisat 7' namiesto 7y. Spolu teda
dUsotal = dU — TdS = d(U — TS) = dF,
pretoze teplota systému sa nemeni, takze s nou mézeme vojst dovnutra diferencidlu d.

Prave sme si ukézali, ze praca, ktort ziskame zo systému a rezervoaru, je rovna zmene
Helmholtzovej volnej energie! Ku tomuto zaveru vieme dospiet aj tym, ze sa pozrieme na dF":

dF = d(U — TS) = —SdT — pdV + pdN .

Ak drzime teplotu a pocet Casti konStantny, tak potom je zmena volnej energie rovna pra-
ve —pdV = 0W.

Navyse, ak systém s rezervoarom moézu pracu konat, teda dF' < 0 pre nejaky maly proces, tak
ju aj konat budi: Je vSeobecny zakon, Ze sa systém snazi dostat do minima energie. Ak by bolo
pre nejaky maly proces dF' > 0, tak pri opa¢nom procese bude dF' < 0 a systém s rezervoarom
sa dalej hybe. Cely proces sa zastavi az v minime volnej energie pre danu teplotu 7T, teda pre

dFF =0.

To je druhé cast interpreticie volnej energie: Pre systémy v kontakte s rezervodrom tepla sa
minimalizuje. To je pre nds vyhodné pri vypoctoch. Staci si povedat, ze teplota systému je
rovna teplote rezervoaru, a mozeme na rezervoar zabudnuf.
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Ak je pre vds tdto cast tazko pochopitelnd, skiste si spocitat podilohu c) seridlovej ulohy.
Potom si o Helmholtzovej volnej energii precitajte este raz a predstavujte si pri tom proces
z tulohy.

Préave sme pouzili princip minimdlnej energie: Ak sa inak uzavrety systém méze pomaly vyvijat,
tak sa vyvija do stavu s minimdalnou energiou. To poznate dobre z mechaniky. Plati totiz, ze ak systém
pri malom posune zmensi svoju energiu, tlac¢i ho do tohoto posunu sila — to je nejakom zmysle dokonca
definicia sily vztahom F = —dE(z)/dx.

Ako to, ze plati princip minimélnej energie a sticasne zakon zachovania energie? Spomerte si na
mechaniku: Nechame guldcku kotilat sa po hrbolatej zemi. Ak ju nechdame tplne volne, tak sa jej
potencidlna energia zmeni na kineticki, takze sa nedostane hned do rovnovdahy. Postupne svoju energiu
premeni na iné formy a skonc¢i v jamke. Podobne, ak uvolnime termodynamicky systém, tak sa bude
hybat rychlo a nebude pren platit rovnovdzna termodynamika, teda ani vztah na vypocet vnitornej
energie. Po chvili sa kvoli treniu ustdli, ale s inymi termodynamickymi parametrami.

Cistejsi sposob, ako nechat systém vyvijat do rovnovahy, je robit to kvazistaticky. Pri tom bude
uvolnovat pracu, ktord my moézeme zbierat. Ak toto uvolnovanie bude navyse vratné, bude sa i zacho-
vavat entropia. To sme presne urobili v predchadzajicom vypocte pre systém napojeny na rezervoar.
Navyse sme zistili, ze tato pozbierana praca je rovnd prave zmene Helmholtzovej volnej energie.

Ak systém uzavrieme uplne, teda z neho nebudeme vyberat priacu, bude sa spravat podla principu
maximdlnej entropie. Pre takyto systém bude zachovana celkovd vnitorna energia, ale vntutorné procesy
(ktoré moézu byt nevratné) budi vzdy zvysovat entropiu. Preto sa proces zastav{ az na najvyssej entropii.

Vsimnite si, ako sa menia tieto principy. Predstavme si systém, ktory ma napriklad viac réznych
termodynamickych podsystémov.
o Pre uplne izolovany systém sa maximalizuje entropia. V tplne izolovanom systéme sa zachovava
celkova vnutorna energia, objem a pocet castic.

e Zasiahnime teraz do systému tak, Ze jeho entropiu budeme brat konstantni. To dosiahneme tym,
ze samovolné toky vo vnutri systému urobime vratne. Ak v predchddzajicom pripade vystrelil
piest, teraz ho pomaly posivame a Cerpame energiu, ak tieklo teplo medzi dvoma rezervoarmi,
teraz ho prendsame pomocou Carnotovho stroja a zvys$ni pracu si nechdvame. V takomto pripade
sa vnutornd energia nezachova, ale minimalizuje.

¢ Teraz navysSe pridajme podmienku konstantnej teploty, teda systém napojime na rezervoar teploty.
Entropia sa bude menit, pretoze bude tiect z rezervoaru do systému. Minimum tu nadobudne voIna
energia.

e S dalsimi potencidlmi to bude podobne. Ak prejdeme ku novej premennej X, tak pri konstant-
nom X sa minimalizuje nejaky iny potencial.

Dalsie termodynamické potencialy

Rovnakym spdsobom ako pri Helmholtzovej volnej energii mézeme definovat i dalsie termody-
namické potencialy. Entalpia je definovand ako H = U + pV. Pre jej diferencial plati

dH =TdS — pdV + pudN + d(pV) = TdS + Vdp + udN

a pri konstantnom tlaku a poéte Castic je jej zmena rovnd ndrastu tepla (podobne ako pre
energiu je dU = §Q pri konStantnom objeme a poéte Gastic). Kedze fdzové zmeny prebiehaji
prave pri konstantnom tlaku, teplo potrebné na ich realizaciu je préave zmena entalpie.
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Vymenit moézeme viacero premennych, ako napriklad u Gibbsovej energie G = H — T'S =
=U +pV —TS. Lahko spocitame

dG = =SdT + Vdp + pdN .

Gibbsova volna energia ma velké uplatnenie. Vela procesov, napriklad v chémii, totiz prebieha
pri konstantnej teplote a tlaku. To je kvoli tomu, Ze ich robime v otvorenych nadobach, kde
musi byt atmosféricky tlak a teplota. Pri tychto podmienkach, ak povolime premenny pocet
Castic, je zmena Gibbsovej energie na jednu c¢asticu rovné chemickému potencidlu.

Rovnako moézeme prejst i ku termodynamickym potencidlom zéavisiacim na chemickom po-
tencidli: Grandkanonicky potencidl je Q@ = F' — uN. Ten ma efekt vtedy, ak dovolime premenny
pocet castic. Priklad takéhoto systému je hemoglobin v plicach, ktory si méze vymienat mole-
kuly kysliku a oxidu uhli¢itého s molekulami vo vdychnutom vzduchu.

Takto by sme mohli samozrejme pokracovat dalej a vyrdbat dalsie potencidly. Vy si este
nieCo prepocitate v seridlovej tilohe. Termodynamické potencidly si ale velmi bohata oblast,
takze nabudice v nich budeme pokracovat. Okrem toho sa kone¢ne pozrieme na nieco iné ako
na dobre znamy idedlny plyn.
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22. Denisa Chytilovd G J. Skody, Pferov 42--- - - 6 68 32

23. Matej Parada G Grosslingova, Bratislava 0o-—-——-—- - - - 0 63 29

24.—25. Filip Ndcovsky G, Dviur Krélové n. L. - - - = - 52 25

Kategorie tretich rocniki

jméno skola 12345PES IV % b))

Student Pilng MFF UK 223455 86 35 100 140

1. Matej Mezera G, Havlicktav Brod 22447575 36 96 134

2. Jdachym Bartik G, Havlickav Brod 22246 575 33 95 133

3. Pavol Simko G V. Nedozerského, SR 02444 386 31 82 115

4. Daniela Pittnerovd G L. Svobodu, Humenné 22333385 29 81 113

5. Jozef Liptdk G Tajovského, B. Bystrica 22346 566 34 8 111

6. Stépdn Stenchldk G, Tt¥inec 12244 -65 24 80 108

7. Petr Simunek G, SOS, SOU a VOS, Hofice 22432 385 29 76 103

8. Andrej Kancko G B. S. Timravy, Lucenec 02241153 18 68 86

9. Katerina Stodolovd G Dasicka, Pardubice 0144- -84 21 79 81

10. Veronika Ulovcovd Cirkevni G, Plzen 0034—-342 16 62 72

11. David Vokrouhlicky G Jana Keplera, Praha - = = = = = - 69 70

12. Kldra Sevéikovd G, Uherské Hradisté 2021 - -85 18 65 69

13. Veronika Rajndkovd G, Nové Zamky 113-3 --2 10 73 68

14. Lucie Hronovd G Brno, tr. Kpt. Jarose 01312263 18 46 62

15. Jakub Kozusnik Wichterlovo G, Ostrava 11322 -5- 14 57 60

16. Marek Raja G, Nymburk 0121-1 - — 5 49 59

17.-19. Alzbéta Andryskovd G, Olomouc-Hejc¢in 1132-362 18 68 58

17.—19. Jond$ Fuksa PORG, Praha 21244 - -- 13 85 58

17.-19. Matéj Rzehulka Wichterlovo G, Ostrava 22322385 27 68 58

20. Branislav Belko G Milana Rufusa 01211164 16 47 57

21. Matej Vitouch G, Kfenov4, Brno - - - = — 76 56

22. Premysl Stastny G, Zamberk - - - = - 77 54

23. Vit Hordcek G L. Jarose, Holesov - - - = = = = - 67 48

24. Petra Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava 01 --- - - - 1 75 44
Kategorie Ctvrtych rocniki

jméno skola 12345PES IV % b))

Student Pilng MFF UK 223455 86 35 100 140

1. Peter Kubascik G, Kysucké Nové Mesto 21342465 27 7 106

2. Simon Knoska G A. Kmeta, B. Stiavnica 22436 3 85 33 80 105

3. Petr Hruby G, Polickne - === = - — — — 91 96

4. Lukds Supik @G, Ttinec - - - = - 93 938

5. Tomds Hrbek G J. Ressela, Chrudim -1 --- - - - 1 77 82

6. Andrej Uhliarik G A. Bernoldka, Ndmestovo @~ — — — — — — — — - 69 66

7. Kldra Stefanovd G B. Némcové, HK 013 -- - - — 4 72 BT

8. Andrea Téthova G Jura Hronca, Bratislava = — — — — — — — — - 66 55
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jméno skola 12345PES IV % b))

Student Pilny MFF UK 223455 86 35 100 140

9. Patrik Prochdzka G, SOS, SOU a VOS, Hofice 212 - — — — 4 9 66 53

10. Jakub Pilar G J. Ressela, Chrudim -—— - - - - - 72 46

11. Stépdin Malec SPS a VOS Kladno -0322 43 14 57 39

12. Pawvel Soucek G, Nymburk - — — — — — — — - 67 31

13. Jakub Martdk G Golianova, Nitra 0-2111 - 5 37 26

14. Jakub Jambrich G J. A. Raymana, Presov - == = = = - 69 25

15. Jozef Mist G A. H. Skultétyho, V. Krtis 2 - 2 — — — — 3 7 62 21

16. Martin Gazo SpMNDaG, Bratislava - - = = = = = - 94 16

17. Tomds Drozdik G Andreja Vrabla, Levice -121-1 - - 5 43 15

18. Anna Linhartovd G Mikulasské n. 23, Plzen - - - = - 53 10
19.—21. Daniel Adamkovic G Srobérova, Kosice - - - = - 67 8
19.—21. Juraj Mdjek G Grosslingova, Bratislava - = = = = - 89 8
19.—21. Julia Matulovd G K. Sladkovského, Praha ~ — — — — — — — — - 36 8
22. Kristina Mrdzovd G, Cesky Krumlov - — — — — — — — - 50 7

23. Marek Otypka G, Zidlochovice - — — — — — — — - 50 6

24. Krystof Kolar G Brno, t¥. Kpt. Jarose - - - = — 100 5
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FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku 3
http://www.facebook.com/Fykos

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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