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Uloha V.5 ... plavala &ocka po vodé 5 bodti; primér 2,09; fesilo 22 studentt

Na hladiné vody plove tenkd bikonvexni (dvojvypukld) cocka z lehkého materidlu. Poloméry

krivosti obou povrchii jsou R = 20cm. Urcete vzdalenost mezi obrazovym a predmétovym

ohniskem cocky, jestlize index lomu vzduchu nad ¢ockou je n, = 1, index lomu materidlu ¢ocky

jeni = 1,5 a index lomu vody je nw = 1,3.

Bonus Predpokladejte, ze se jedna o ¢ocku tloustky T' = 3 cm, uvnitr niz je symetricky umisté-

na vzduchova dutina tvaru bikonkavni ¢oc¢ky s poloméry krivosti r = 50 cm a tloustkout = 1 cm.
Mirek nezapomnél na véemi oblibenou optiku.

Hlavni kdmen tdrazu pri feSeni vétsiny tloh z geometrické optiky jsou znaménkové chyby. Proto
si hned na zacdtku musime ujasnit, jakou znaménkovou konvenci budeme pouzivat. Pomuze
nam pii tom obrézek 1. Za kladné povazujeme vSechny tsecky ve sméru Siteni paprski a od
vztazného bodu smérem nahoru. Vztaznymi body jsou body na kulové plose (pro polomér
kiivosti) a hlavni body (v naSem piipadé vzdy pruseéiky kulové plochy s osou), od kterych
méFime ohniskové vzdalenosti. Uhly jsou kladné, pokud jsou orientovény v kladném sméru
(proti sméru hodinovych ruéi¢ek). V obrazku je tedy f <0, f' >0, a <0, &' > 0.
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Obr. 1: K vysvétleni znaménkové konvence. P, P’ jsou poc¢ate¢ni a koncovy bod drihy
paprsku, H, H’ jsou pfedmétovy a obrazovy hlavni bod, od kterych mé&iime piedmétovou
a ohniskovou vzdélenost f, f’.

Ackoli to neni v zaddni vyslovné uvedeno, automaticky predpoklddame, Ze se po nis poza-
duje vypocet v paraxidlni aproximaci a ze jsou splnény predpoklady umoznujici aplikaci metod
geometrické optiky! Pro pfipomenuti: paraxiiln{ aproximace je pouzitelns tehdy, jsou-li veskeré
optické prvky centrované na spolecné ose a paprsky se vici této ose Siti pod malymi thly.

Cocka, at uz tenkd, tlustd ¢ dutd, je soustavou nékolika za sebou fazenych kulovych 14-
mavych ploch, které oddéluji optickd prostfedi s obecné riznymi indexy lomu. Vétsina tabulek
a ucebnic uvadi vztahy pro ohniskové vzdalenosti cocky v jednom prostiedi, tj. neuvazuji pri-
pad, kdy by se cocka nachédzela na rozhrani dvou prostiedi s riznymi indexy lomu. K vyreseni
tlohy proto budeme muset ¢ocku povazovat za dvé samostatné kulové plochy.

Podivejme se, jak se zméni draha paprsku pfi prichodu kulovou ldmavou plochou. Nacrt
situace je na obrézku 2. Paprsek vychazi z bodu P, §ifi se prostredim s indexem lomu n1, ldme

Konkrétné pozadujeme, aby byla vinova délka svétla fadové mensi nez rozméry optickych prvki v optické
soustave.
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se na kulové plose, vchazi do prostied{ s indexem lomu n2 a opét protne optickou osu v bodé P’.
Pro dhly v trojihelniku PRC plati
T—oa—v+e=n = a=-—-v+e¢. (1)

Vsimnéte si, ze znaménko u uhlu 7 je opacné, nebot jej méfime v zaporném sméru. Podobné
ziskdme z trojthelniku P’RC rovnost

B=¢e—96. (2)

Obr. 2: Rozbor priuchodu paprsku kulovou ldmavou plochou. C je stfed kulové plochy, R jeji
polomér a s, s’ jsou orientované vzdalenosti priise¢ikii paprsku s osou méfené od hlavni roviny.

Nyni vyuzijeme paraxidlni aproximace. Ta 1ika, ze se paprsky pohybuji blizko osy, proto
miizeme s dostateCnou presnosti zaménovat tangenty, siny a samotné velikosti ihla a zaroven
miuzeme polozit

|s| = [PH| =~ [PG[,

|| = |[P'H| =~ |P'G|.
Jinymi slovy: kulovy vrchlik v okoli optické osy nahrazujeme (hlavni) rovinou. Potom mizeme
psat

h h h
- I —, e —. 3
TS s R (3)
Nakonec si uvédomime, ze v aproximaci nabyva Snelliv zakon lomu tvaru
nia = naf3. (4)

Do néj nyni dosadime z rovnic (1), (2) a (3) a po nékolika jednoduchych algebraickych tipravich

dostaneme rovnici
(1 _l) - (l_l> (5)
m s R/) 2 s R/’

Tato rovnice se pro svilj symetricky tvar nazgva Abbetv? invariant.
Jak tento vysledek vyuzijeme k ziskdni ohniskovych vzdalenosti ¢ocky? Z definice plati,
ze predmét umistény do predmétového ohniska se zobrazuje do nekonec¢na a naopak, predmét

2Ernst K. Abbe (1840-1903), némecky fyzik zabyvajici se vyvojem optickych piistroji.
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v nekonecnu se zobrazuje do obrazového ohniska. Kdyz na zdkladé této definice do (5) do-
sadime 1/s = 1/f, 1/s' = 0, snadno vyjadiime pfedmétovou ohniskovou vzdalenost kulové
plochy
ni
f=—"_R. (6)
ny — N2

Podobné pro 1/s =0, 1/s" = 1/f" dostaneme obrazovou ohniskovou vzddlenost

r_ T2
/=R ™)

Mg ny Ny

A

A —_ f
Fy F, Fa F,
R1 RZ
t

Obr. 3: Schéma cocky tloustky ¢. Vzdalenost mezi ldmavymi plochami je popsdna pomoci
optického intervalu A.

Nyni tyto poznatky aplikujeme na nasi optickou soustavu ze zadéni, kterd je nacrtnuta
na obrazku 3. Polozime prozatim ¢t = 0, vénujeme se tedy tenké cocce. Ohniskové vzdalenosti
prislusné prvnimu rozhrani znac¢ime s indexem 1, druhému rozhrani necht prislusi index 2. Déle
sta¢i pouze ve vzorcich (6), (7) provést nahrazeni n1 = na = 1, n2 = m pro prvni rozhrani
a ni = ni, N2 = Ny pro druhé rozhrani a nezapomenout, ze v nasi konvenci je polomér druhé
ldmavé plochy roven —R. Ziskdme dvé dvojice ohniskovych vzdalenosti

= L

C1l-m

T

R, fi=—""R (8)

n—1"

n) Nw

R, fi=-""_R. (9)

fo=—""—
Nw — N ny — Nw
Nyni by méné zkuSeného feSitele mohlo napadnout, Ze stadi odeéist vzddlenost |F1F5| a mdme
hotovo. To je oviem omyl. Body Fi, F5 pifsluseji jednotlivym ldmavym plochdm, nikoli celé
optické soustavé. Budeme si proto jesté muset rozmyslet, jak se sklddaji ohniskové vzdalenosti
pti kombinaci dvou optickych zobrazeni.

Pti odvozovani vztahu pro sklddani ohniskovych vzdélenosti ndm pomuze obrazek 4. V ¢as-
ti a) zavddime pro popis optického rozhran{ vzdalenosti ohniskového bodu od pfedmétu/obrazu

Z=s—f, Z'=85—f. (10)

Nyni s vyuzitim Abbeova invariantu (5) a vztahti pro ohniskové vzdalenosti (6) a (7) odvodime
Gaussovu zobrazovaci rovnici ,
LI

S s’

(11)
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a z definice pri¢ného zvétseni B = Y'/Y uréime

!
nis

B= s (12)
Dale ziskdme prostym dosazenim z (10) do (11) a (12) uzitecné vztahy
77" =ff, (13)
z' f
p=-2--L, (14)
které se nazyvaji Newtonovy zobrazovaci rovnice.
!
ﬁ Y # Hf Y’ ﬁ
/ !/
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- —_—
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- —
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A

Obr. 4: K ilustraci vztahti mezi vzdalenostmi v optickych soustavich. Sipky Y, Y’ oznacuji
velikost predmétu a obrazu.

Nez pokro¢ime, vratme se jesté k definici hlavnich bodt a ohniskovych vzdalenosti. Uvedli
jsme, ze v pripadé kulové lamavé plochy je hlavnim bodem prisecik plochy s optickou osou.
Pro slozené optické soustavy vSak budeme potfebovat obecnou definici, kterd iké, Ze pro hlavni
body plati § = 1, tj. nedochazi k pricnému zvétseni. Ohniskové vzdalenosti se méri od téchto
bodt k ohniskovym bodum.

Nyni uz jsme pripraveni, abychom odvodili vztah pro sklddani ohniskovych vzdalenosti.
Budeme pritom pouzivat znaceni podle obrazku 4b. Nasim cilem je nalézt polohy ohniskovych
a hlavnich bodu soustavy. Ohniskové body nalezneme snadno. Staci si uvédomit, ze obraz
vytvofeny prvnim prvkem v bodé Z] (zobrazujeme z nekone¢na) piedstavuje pro druhy prvek
predmét. Potom sta¢{ vyuzit (13), dosadit Z = Z; — A a polohu Zj, obrazového ohniskového
bodu soustavy vyjadrime jako

!
Zyp, — 1202 15
b = 12 (15)
a ze symetrie rovnou napiseme i vztah pro polohu predmétového ohniska soustavy
!
e =11 (16)

Daéle vyjadiime z (14) pfiénd zvétSeni
vi_ 4 vi_ 4

i AT Y f
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a jejich vyndsobenim (nezapomeiite, ze Y; = Y>) ziskdme pficné zvétseni celé soustavy

Yo 237

i A
Vidime, ze potiebujeme vyjadiit Z5 a Z;. Nebudeme se zde uz piili§ rozepisovat; z obrazku
plati Z{ — Z2 = A a aplikaci (13) dostaneme

!
g Lih 1
(=L a7)
a !
z=2k (1)
UVINEN
A
z ¢ehoz nakonec ,
Y, fife

Vi fifi —AZ
Z definice hlavniho bodu Y3 /Y; = 1 ihned dostaneme polohu predmétového hlavniho bodu

Zy = L= N1l

1
- (19)
a dosazenim Z; = Z1n do (18) uréime polohu obrazového hlavniho bodu
! pl _ !
ZéH’:f2f1Af2f2~ (20)

Rovnice (15), (16) a (19), (20) ndm urcuji polohy vSech kardindlnich bodu, které pot¥ebujeme
k nalezeni pfedmétového ohniska F a obrazového ohniska F'. Zbyva dosadit

F =7 — Zn = flf, (21)

1 gl
l:Zl/—Z//:—f1f2-
F 2F 2H A

(22)

Ted uz se pomalu blizime do findle. Pokud zapiSeme opticky interval s pfihlédnutim ke zna-
ménkové konvenci jako A = fo — fi, mame ohniskové vzddlenosti soustavy vyjadieny pomoci
ohniskovych vzdalenosti jednotlivych ldmavych ploch fi, fi a fo, f3, které jsme uréili v (8)
a (9). Vzdalenost mezi obrazovym a predmétovych ohniskem tenké cocky plovouci na vodé je
tedy
—fifs-Nhfe _  __metl g

fo—fi T 2m—ne-—1 "

Po ¢&iselném dosazeni vyjde F' — F = 66 cm. Sami si miiZete zkusit dosazovat do

F-F=

—1 / N

)

:2n1—nw—1 :2n1—nw—1

ruzné hodnoty indexu lomu a ovérit si, ze se vzorce chovaji podle odekdvani.
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Bonus

Jak jsme v zdkladni casti tlohy zjistili, slozit dvé optickd zobrazeni je pomérné narocny tkol.
V bonusu jsou Ctyri ldmavé plochy a tfi oblasti volného Sifeni. To je celkem sedm zobrazeni.

Pokud jste se po precteni predchoziho odstavce nesli obésit, jisté radi uslysite, ze zde existuje
zéchrana, a tou je linedrni algebra. Nejprve musime vymyslet, jak vhodné popsat paprsek. Necht
je optickd osa totozné s kartézskou osou z a paprsek se pohybuje v roviné yz. Paprsek popiseme
parametry y;, a;, které predstavuji vzdélenost od optické osy a smér sifeni (kladné vzaty thel,
ktery paprsek svird s osou). Stdle pouzivime paraxidlni aproximaci, takze sin a; = tgo; =~ ;.
Pfechod paprsku ze stavu (yo, ao) ' do (y1,01)" realizujeme ptisobenim matice pfenosu 2 x 2,
ktera se obvykle zapisuje ve tvaru

A B
- (D)

procez se ji také prezdivi ABCD-matice. Jeji uziti je jednoduché. Chtéjme kupiikladu, aby se
paprsek posunul ve sméru optické osy o I a stocil se o tihel 8 v kladném sméru. Potom m4 platit

y1\ _ (Yo —lao) _ Yo _ 1 -1
(0)= (o) =) = wr=(am )

V nasi tloze nds bude zajimat pouze translace a pak lom na kulovém rozhrani. K odvozeni
uzijeme znaceni z obrdzku 2 pro odvozeni Abbeova invariantu. Poc¢atecni dhel je 7y, koncovy 9,

plati

_ _h o h o, o R )
6_6 ﬁ_R nza_R nz(s ’y)_R(l n2)+n2’y

Abychom sjednotili znaceni, provedeme zdménu h = y1 = yo (k translaci nedochézi), v = ao,
§ = a1, n1 = n, ng = n’. Matice pro lom na kulovém rozhrani m4 potom tvar

(hota 2)

Zkusme nyni aplikovat nabyté poznatky na nasi zakladni ilohu. Matici lomu na prvnim rozhrani
oznad¢ime Mi, na druhém rozhrani M. Vyslednou matici dostaneme jako soudin (pozor na
poradi!)

1 0 1 0
M:MM: n n ?
T\ k- 2 )\G0-5) 4

kde jednotlivé prvky vysledné matice jsou

1 ni ny 1 1
A1 oo, o=-L(iomyy (1) po L
R Thw + nwR 1

Moud¥{ uz védi, %e ohniskovou vzdalenost z matice ziskdme jako F' = 1/C. To si ale musime
nejdiive dokazat.

Nejprve si rozmyslime, Ze determinant matice lomu je roven n/n’, a jelikoZ je determinant
soudinu roven sou¢inu determinantii, bude pro soustavu kulovych ploch platit det M = n;/no,
kde n; je index lomu ve vstupnim prostiedi a n, ve vystupnim. Déle provedeme néasledujici
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tuvahu: jestlize paprsky vychézejici z predmétového ohniska vychézeji ze soustavy rovnobézné
s osou, musi platit a, = 0. Dostavame tedy soustavu rovnic
Yo = Ayi + Bai ,
0= Cy; + Dai,

ke které jesté z jednoduché geometrie (stdle jsme v paraxidlni aproximaci) doplnime vztah

_ Y
7

Qi

Resenim téchto rovnic dostaneme
f__AD—BC __detM _ _ﬂl
o C o C = n.C’

Pro obrazovou ohniskovou vzdalenost dostaneme zcela analogicky

;1
f - 6 )
vypocet ponechavime na Ctenari.
Nyni uz se konecné presuneme k reseni bonusové otazky. Pti priuchodu optickou soustavou
dochazi celkem ke ctyfem lomt a tfem translacim. Matice celé soustavy je ddna soucinem

M = M7 MeMsMsMsM>M, ,

1 0 1 —I=t
M7 = n n 5 Mg = 2 )
ez 2 )
1 0
1 —t
Ms = 1 1 1 , My= >
1 0 ] _I=t 1 0
M3: ) M2: 2 ) Ml:
11-nm) m 0 1 %(1—%) -

Nyni ndm nezbyva nez matice vynasobit. Asociativita maticového nasobeni zde prili§ nepoméha,
miizeme si vSak vS§imnout, zZe pri nasobeni zleva nds u kazdé matice vzniklé soucinem zajima
vzdy jen druhy fadek. Tim si muzeme pocet operaci snizit na polovinu. I tak si ale dokdzeme
rozmyslet, ze obecny vysledek neptijde upravit do néjakého hezkého tvaru. Proto budeme pocitat
jiz pfimo s dosazenymi hodnotami ze zaddni — vypocet nedoporucujeme proviadét na papire.
Vysledkem je

C=116m "' = f =8cm, f=—66cm.

Vzdalenost obrazového a pfedmétového ohniska je potom f' — f + H, kde H je vzdalenost
hlavnich rovin soustavy. Ta bude nejspis porovnatelnd s tloustkou T velké cocky (ve skutecnosti
je zde H v fddu milimetrt), proto mizeme pfiblizné psit pro vzdalenost ohnisek

ff—f+H~f —f=150cm.

Vzdélenost je vyrazné vyssi nez v prvém pripadé, coz jsme mohli ocekavat, nebof bikonkdvni
¢ocka z materidlu s nizsim indexem lomu nez okoli funguje jako rozptylka.
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Na zavér si jesté zkusme spocitat, jak by se vysledek bonusové tilohy zménil, kdyby cocka
i dutina byly tenké. Matice dutiny mé tvar

Ma = —3(1—L) 1
T ny

Tuto matici vynasobime zleva a zprava maticemi lomu vnéjsich rozhrani, dostaneme

1 n n dl 1 1 =
LNy R A (e
1 0

N\ -+ (- F) -]

Opét se nebudeme namdhat s obecnymi vypocty, &selné spoéteme f' = 87cm, f = —67cm.
Vzdalenost ohnisek je potom
f — f=154cm.

Vidime, zZe se aproximace projevila az na tfeti platné cislici. To by nas nemélo prekvapovat,
jelikoz tloustka cocky je fddové mensi nez ohniskové vzdélenosti.

Komentare k doslym reSenim

V prvé radé se omlouvame za preklep v zadani — ¢ocka méla byt skutecné dvojvypukla, jak je
napsano v zavorce, nikoli bikonkavni, coz znamena presny opak. Spravny termin pro dvojvy-
puklou cocku je bikonvexni. Zadani bylo opraveno az po skonceni terminu pro odeslani tlohy,
proto pokud jste u polomért kiivosti pouzili opa¢nd znaménka, nebylo to povazovano za chybu.

Velka ¢ast Fesitelu si bohuzel neuvédomila, Ze tzv. rovnice vyrobcet ¢ocek (lensmaker’s equati-
on) plat{ pouze pro ¢oc¢ku, kterd se nachédzi v prostred{ s jednim, konstantnim indexem lomu.
Na rozhrani dvou prostiedi je potfeba vyjit ze zdkladnich vztahu pro ldmavou plochu, jak je
popsano ve vzorovém TeSeni. Proto zde chci pochvilit ty, jez se nenechali zmast a dospéli pii
feSeni této pomérné narocné tlohy ke spravnému vysledku. Jsou to: D. Jochcova, K. Kolar,
M. Mezera, D. Pajer, D. Pittnerova a D. Vokrouhlicky. Jen tak dal.

Miroslav Hanzelka
mirek@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.
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