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Uvodem

Mili FYKOSéci,
blizi se cas vanocnich svatktl, coz je idedlni prilezitost pozastavit se, rozjimat a resit FYKOS,
takZe urcité ocenite, ze se vam dostalo do drapkt zadani treti série.
Bohuzel jesté neni hotové jedno vzorové feseni z minulé série, za coz se omlouvame.
Veselé Vanoce a spoustu skvélych napadu pii reSeni preji
Organizdtori

Aktuality

Akci, kterou byste rozhodné neméli prosvihnout, je blizici se FYKOS7 Fyziklani, takZze nezapo-
mente dat dohromady tym, at muzete 14. 2. 2014 stravit se svou milou fyzikou.

Zveme vés té7 na Jeden den s fyzikou', ktery se uskuteéni 6. 2. 2014. Jde o specializovany
den plny prednasek, exkurzi, experimenti — prosté neobvyklé setkani s fyzikou v historickych
budovidch MFF na Karlové nebo v aredlu MFF v Trdji.

Zadani lll. série

Termin uploadu: 21. 1. 2014 20.00
Termin odeslani: 20. 1. 2014

Uloha IIL.1 ... zatméni 2 body

Kolem hvézdy obiha po kruhové draze planeta a kolem ni obihd taktéz po kruhové draze mésic,
a to v roviné jejiho obéhu. Vime, ze pfi zatméni slunce je thlova velikost mésice stejna jako
uhlové velikost slunce, pozorovano z planety (tj. mésic slunce pfesné zakryje). Déle jesté vime,
Ze pri zatméni mésice naopak planeta presné zakryje mésic. Urcete, jaky je pomér poloméru
planety R a mésice r, jestlize je vzdalenost planety od hvézdy mnohem vétsi nez vzdalenost
mésice od planety L a ta je zase fadove vétsi nez rozméry R, r.

Uloha IIL.2 ... Stfedozemni mofe 2 body

Jak rychle v pruméru tece voda Gibraltarskym prulivem, kdyz umoznuje stFidani prilivu a odlivu
ve Stredozemnim moti? Potfebné tidaje si najdéte na internetu a nezapomente citovat!

Uloha IIL.3 ... pohirkovo vanova 4 body

Vezméme prézdny valcovy kelimek. Oto¢me ho dnem vzhuru a tlaéme ho pod klidnou vodni
hladinu. Jak vysoky bude vzduchovy sloupec v kelimku v zavislosti na jeho ponofeni?

1http://www.mff .cuni.cz/jdf
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Uloha IIL.4 ... Ani k staru, ani k staru... 4 body

Balén i s kosem mé hmotnost M. Ko$ balénu se ponoii do prehrady a natece do néj voda.
Nyni trochu pritopime a zvysime vztlak balénu na Mg+ F. Kos ma tvar hranolu se ¢tvercovou
podstavou o hrané a a je ponofeny do hloubky H. Otvory v kosi tvori p <« 1 z celkové plochy
kose, o kterém predpoklddame, ze je prazdny (kromé vody). Zanedbejme viskozitu vody a vlastni
objem kose. Jak rychle se bude ko$ vynorovat v zavislosti na hloubce ponoteni?

Bonus Za jak dlouho se vynori?

Ndpovéda Stiedni rychlost vytoku vody z ¢dsti kose nad hladinou je rovna 2/3 maximéln{
rychlosti vytoku.

Uloha IIL.5 ... mig-mig! 5 bodt

Chudék hladovy kojot chce ulovit proradného ptaka Uli¢nika a prichystal na néj nasledujici
past: na pevné lano privaze 500tunovou kovadlinu, prehodi ji pres vétev tak, aby visela nad
silnici, a bude cekat. Kolikrat musi lano kolem vétve obtocit, jestlize chce kovadlinu udrzet
ve vzduchu pouze vlastni vahou? Predpokladejte, ze hmotnost lana je vic¢i hmotnosti kojota
zanedbatelna.

Uloha IIL.P ... solarni pohon 5 bodu
Mohlo by letadlo létat na solarni pohon?

Uloha IILE ... viskozoidni 8 bodii

Kazdé kapalina mé svou specifickou viskozitu. Pokuste se doma vyrobit priatokovy viskozimetr
a zméfit relativni viskozitu nékolika vhodnych tekutin (alespon t¥{) vici vodé. Vase vysledky
porovnejte s idaji vyhledanymi na internetu.

Uloha IILS ... aplika¢ni 6 bodit

a) V textu seridlu jsme vyuzili pfiblizny vztah pro v/1 + h?, kde h je mald hodnota. Zkoumejte,
jak presnd je to aproximace. Jak moc se muze h liSit od nuly, aby se aproximované a presné
hodnota lisily o méné nez deset procent? Podobnou aproximaci mizeme provést pro libovol-
nou rozumnou funkci pomoci tzv. Taylorova rozvoje. Pokuste se na internetu najit Tayloruv
rozvoj napifklad pro funkce cosh a sinh kolem bodu h = 0, zanedbejte ¢leny vyssi nez h?
a najdéte pribliznou mezni hodnotu h, kdy se aproximovana a presnd hodnota lisi o 0,1.

b) Uvazujme vlnovou rovnici pro klasickou strunu ze seridlu a necht je struna pevné upevnéna
na jednom konci v bodé [z;y] = [0;0] a na druhém konci v bodé [z;y] = [I;0]. Pro jaké
hodnoty w, o, a a b je vyraz

y(z,t) = sin(azx) [a cos (wt) + bsin (wt)]

feSenim vlnové rovnice?
Tip Dosadte do pohybové rovnice a vyuzijte okrajové podminky.

¢) V minulém dile seridlu jsme porovnédvali hodnoty akce pro ruzné trajektorie éastice. Nyni
vypoctéte hodnotu Nambu-Gotovy akce pro uzavienou strunu, kterd od ¢asu 0 do Casu t
stojf na misté v roviné (z',z?) a m4 tvar kruhu o poloméru R. Mame tedy

X(7,0) = (e, Rcoso, Rsin o, 0)
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pro o € (0,2n). Nacrtnéte dale, jak vypadd svétoplocha této struny (na posledni, nulovou
komponentu zapomenime) a jak vypadaji éary konstantniho 7 a o.

Reseni ll. série

Uloha IL.1 ... Twix 2 body; prumér 1,79; fesilo 119 studentt

Tycinka Twix obsahuje 32 % polevy. Jde o véledek priiméru 10 mm. Neuvazujte polevu podstavy.
Jak je poleva tlusta?

Bonus Uvazujte lepsi model tycinky. Lukdse prekvapil objem.
V 1dloze budeme pocitat s objemovymi procenty, ackoliv idaj na obalu tycinky bude spise
zmé&¥it) hustotu pouzité éokolddy, karamelu a suSenky.

Podle zadéani mé tycCinka polomér » = 5mm. UvaZzujme, Ze tyc¢inka ma délku h, polomér
vnitiku (tedy toho, kde neni poleva) r; a poleva ma tloustku ¢ (takze plati » = r; + ¢). Objem
polevy se spocita jako

Vo :hn(r2fr12) :hn(r2f(r7t)2) ,

objem celé ty¢inky pak Vi = hnr?. Mezi témito objemy plati vztah Vo = PVr, kde P = 0,32 je
pomér, ktery mame zadan.
Dosadime-li do tohoto vztahu objem polevy a ty¢inky, dostaneme

P —(r—t)?%=Pr’.

Odtud vyjadiime tloustku polevy jako
t=(1-VI=-P)r= (1 - ,/0,68) r=0,88mm.

Pro vyfeseni bonusu je nejlepsi koupit si ty¢inku a podivat se, jak vypadda, abychom védéli,
co mame vylepsit. Pozorujeme, Ze tycinka pripomind spis kvadr nez valec. Rozkrojime-li ty¢inku
postupné podél vsech os, vSimneme si, Ze poleva neni jen na povrchu tycinky, ale déli tyc¢inku na
dveé ¢asti —susenku a karamel. Jako vylepseny model tedy zvolime tvar, jez muzeme, i s prufezem
(a oznacenim) vidét na obrazku. Uvazujme, Ze ty€inka je politd ¢okolddou celd (tedy ze vSech
stran), Ze tloustka polevy je vSude stejnd a ze tloustka suSenky je stejné jako tloustka karamelu.
Zaoblené rohy a vinky na polevé uvazovat nebudeme.

Objem celé tyéinky je V@ = abc, objem polevy je V, = abc — 2(a — 2t)(c — 2t)d, kde b =
= 2d + 3t. Mezi témito objemy plati vyse uvedeny vztah, do kterého dosadime, po uprave
dostaneme kvadratickou rovnici pro ¢

—8dt* + (3ac + 4ad + 4cd — 3acP)t — 2acdP = 0.

Odtud mizeme spocitat ¢ pomoci zndmého vzorecku pro kofeny kvadratické rovnice (vybereme

spravny kofen)
_ —B+ /B2 —4AC

t 24
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ll—al?

a

Obr. 1: Ty¢inka Twix.

kde A = —8d, B = 3ac + 4ad + 4cd — 3acP, C = —2acdP.

Kdyz si ty¢inku (pfiblizné) pfeméiime, zjistime, ze a = 17mm, ¢ = 140mm, d = 5mm,
a odtud muzeme spocitat tloustku polevy jako ¢ = 0,96 mm, coz opravdové tycince vcelku
odpovida, nicméné vysledek neni prilis odlisny od jednoduchého modelu.

Komentare k doslym resenim

V fesenich se az prili§ ¢asto objevovala ta zndméa chyba — platné cislice. Svuj vysledek byste méli
uvadét na takovy pocet platnych cislic, jako mate zadané tidaje — rozhodné jich tam nechceme
vidét deset! Déle si porddné predtéte zadani, neplefte si polomér s prumérem (11 FeSiteli!)
a obsah s obvodem. Svoje feSeni fadné komentujte, piste postup, oznacujte veli¢iny, at je z toho
vidét, jak jste k Teseni dosli — spravné reseni bez vysvétleného postupu neni za plny pocet bodu
a za Spatné feSeni bez postupu se tézko dévaji body.

Z vylepsenych modela tyc¢inek se casto objevovaly rtizné formy pilvéalce, nékdy v kombinaci
s dolni postavou hranatou. Zvlast podrobné bylo feseni Anny Kufové.

Dominika Kalasovd
dominika@fykos.cz

Uloha IL.2 ... létavé dievo 2 body; priimér 1,68; fesilo 93 studenti

Mame dreveénou kulicku ve vysce h = 1m nad Zemi o poloméru Rz = 6378km a hmotnos-
ti Mz = 5,97 - 10?* kg. Kuli¢ka m4 polomér r = 1cm a je ze dieva o hustoté o = 550 kg-m™3.
Predpokléddejte, ze Zemé ma naboj @Q = 5 C. Jaky ndboj q by musela mit kulicka, aby se mohla
vznaset nad Zemi? Jak tento vysledek zavisi na vysce h?

Karel premyslel, co zadat jednoduchého.

Aby se kuli¢ka mohla volné vznaset, musi platit podminka, Ze vyslednice ptsobicich sil je nulova.
Pusobici sily jsou v nasem pripadé dvé — gravitacni a elektrostaticka. To, Ze Zemé rotuje, néas
v tomto pripadé nijak neomezuje — predpoklddame-li, Ze Zemé je homogenni koule, kulicku
nic nenuti setrvavat nad jednim mistem na Zemi, nemusime se tedy zamyslet nad pritomnosti
odstredivé sily. Déle je vhodné predpokladat, ze ndboj je na Zemi rozlozen symetricky kolem
stfedu.


mailto:dominika@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXVII ¢islo 3/7

Potom miuzeme velikosti gravitacni a elektrostatické sily polozit sobé rovné

1 @ _ GMZm
47‘[80 d2 o d2 ’

kde g¢ je permitivita vakua, G je gravitacni konstanta, @) resp. ¢ je ndboj Zemé resp. kulicky,
Mz resp. m je hmotnost Zemé resp. kulicky a d je obecné vzdalenost dvou téles, které na sebe
silové pusobi.

Ze na obou stranach rovnice opravdu vyjadiuje d stejnou veli¢inu, zjistime ze slupkového
teorému. Ten tvrdi, ze gravitacni pole vné tenké kulové slupky je stejné, jako kdyby veskerd
jeji hmota byla soustfedéna v jejim stfedu. Kouli si pak muzeme predstavit jako sou¢et mnoha
takovych slupek. Podobny slupkovy teorém plat{ i pro elektrostatické silové plisobeni (primo
vyplyvad z Gaussova zdkona), coz je velice vyhodné — nemusime feSit, jestli je ndboj na Zemi
rozlozen rovnomérné po povrchu nebo v celém objemu (a tedy zamyslet se nad tim, jak dobry
je Zemé vodic), sta¢i ndm predpoklddat, ze naboj je rozlozen symetricky kolem stiedu. Vidime,
7e obé strany rovnice jsou nepifmo tmérné d°. Vysledna hodnota q tedy jisté nebude zévisld
na d.

Z vyse uvedené rovnice pak jednoduse vyjadiime

_A4neoGMzm
— 0
Zbyva dosadit za m

3
m=-nr-op,

3
kde r je polomér kulicky a p je jeji hustota. Pak dostaneme vysledny vyraz

. 1672e0GMzr3p
q - 3Q I
do kterého dosadime g9 = 8,85 - 107 2FmtaG= 6,67 - 10711 N-m2~kg*2.
Spravny vysledek je potom g = 20,4 C.

Zdenék Jakub
zdenekjakub@fykos.cz

Uloha IL.3 ... tyrani pistu 4 body; pramér 2,68; fesilo 76 studentt

Mame nadobu o konstantnim priirezu, ktera obsahuje idedlni plyn a pist ve vysce h. Pist nejprve
rychle (tzn. prakticky adiabaticky) stla¢ime do vysky h/2, podrzime ho, nez nastane tepelnd
rovnovaha s okolim, a pak ho pustime. Do jaké vysky pist vystoupa ihned? Do jaké vysky
vystoupd za dlouhou dobu? Nakreslete pV diagram. Karel premyslel nad pistem.

Najprv si uvedomime celkom zjavni vec. Ked ma nadoba konstantny prierez S, tak jej aktualny
objem V, je priamo umerny aktudlnej vyske piestu h,

Vi = Sha. (1)

Stav plynu v nddobe budu charakterizovat stavové veli¢iny: objem V', tlak p a teplota T'. Plyn
presiel nasledujicim procesom. Na zaciatku bol v stave 1 s piestom vo vyske h. Potom presiel
adiabatickym stla¢enim do stavu 2 s piestom vo vyske h/2 (objem sa zmensil, tlak a teplota
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zvysili). Potom sa izochoricky ochladil na okolitd (poéiatoéni) teplotu do stavu 3 (objem sa
nemenil, teplota i tlak klesli). Uvolnenim piesta sa adiabaticky roztiahol na okolity tlak do
stavu 4 (objem stipol, tlak a teplota klesli). Nakoniec sa izobaricky zohrial na okolitti teplotu
do stavu 5 (tlak sa nemenil, teplota a objem stupli).

Idealny plyn sa sprava podla stavovej rovnice

kde ¢ je index pre rozne stavy. Latkové mnozstvo plynu n sa v nddobe nemeni, preto je pre
vSetky stavy rovnaké a nemusi sa $pecifikovat indexom.

Najprv si ukdzeme, Ze stavy 1 a 5 su tie isté. V stave 1 mal plyn stavové veli¢iny p1, V1 a T1
a spiiial stavovi rovnicu (2). Potom, ¢o plyn presiel jeden vySSie popisany proces, sa teplota
plynu vyrovnala s okolim (75 = Ti) a tlak plynu bol rovnaky ako okolity (ps = p1). Podla
stavovej rovnice (2) musi teda byt aj objem rovnaky Vs = V1 a stavy 1 a 5 st rovnaké. Vieme
teda povedat, ze po dlhom case vystipa piest na pévodnu vysku h.

3 T T T T T
2
25 i
2 o 3 . \ =
r L . - i
" 1’5 \\
1} ] .
4 1=5
05 F .
; ; ; ; ; ;
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
v
%1

Obr. 2: Relativny pV diagram cyklu plynu v nddobe pod piestom.

Aby sme zistili, do akej vysky vystupi piest ihned, potrebujeme vediet, z akého stavu sa
adiabaticky roztahuje. V stave 3 je teplota rovnaka ako teplota okolia (T3 = T1) a piest drzime
v polovi¢nej vyske, preto bude aj objem polovi¢ny oproti poéiatoénému (V3 = V1/2). Pouzitim
stavovej rovnice (2) vieme dopoditat, ze tlak bude dvojndsobny oproti okolitému (p3 = 2p1).

Zo stavu 3 sa plyn adiabaticky rozopne na okolity tlak (ps = p1). Pri adiabatickom deji plati

p3‘/3n = P4V4H )
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kde k je Poissonova konstanta plynu. Dosadenim vyrazov p3, V3 a ps a vyjadrenim Vi dostaneme
-k
Via=Vi-27%

Kedze st objemy plynu a vysky priamotmerné podla (1), vieme povedat, do akej vysky ha piest
vystipa
11—k
hy=h-2"% |

¢o vychadza napriklad pre vzduch (k = 1,4) priblizne 82 % povodnej vysky h.

Ked si cely proces vykreslime v pV diagrame, dostaneme cyklus ako na obrazku 2.

pV diagram je urobeny pre dvojatémovy plyn (vzduch). Tlak i objem st vyjadrené relativne
vzhladom na pociato¢né podmienky.

Jakub Kocdk
jakub@fykos.cz

Uloha I1.4 ... hvézdna velikost Mésice 4 body; prumér 2,72; fesilo 43 studentt

Je znamo, ze Mésic v upliiku ma zdanlivou hvézdnou velikost priblizné —12mag a Slunce na
dennfi obloze zase —27 mag. Pokuste se odhadnout, jakou hvézdnou velikost ma Meésic tésné pred
zatménim Slunce, pokud vite, Ze albedo Zemé ¢ini 0,36 a albedo Mésice 0,12. Predpokladejte,
Ze svétlo se po odrazu rozptyluje stejnym zptisobem na povrchu Zemé i Mésice.

Janci byl oslepeny.

Prvné si musime uvédomit, jakym mechanismem je vlastné Mésic tésné pred zatménim Slunce,
tedy v novu, osvétlen. Kdo uz slysel o tzv. popelavém svitu, ten vi, Ze je to zptisobeno svétlem
odrazenym od Zemé.
Svételny tok dopadajici na Zemi od Slunce je
_ LsTER%

I =
! 4ma?

kde Lg je svételny tok jdouci od Slunce, a je vzdalenost Zemé od Slunce a Rz je polomér Zemé.

Ted nastava dalsi zddrhel. Pro urceni svételného toku dopadajictho na Mésic musime védét,
s jakym albedem mame pocitat. V astronomii se pouzivaji dvé albeda:

e Bondovo albedo — udava pomér mezi celkovou odrazenou a dopadajici intenzitou svétla

o geometrické albedo — udava pomér mezi jasnosti télesa pii nulovém fizovém thlu? a jas-

nosti disku o stejném pruméru, ktery je natocen kolmo k pozorovateli a svétlo rozptyluje
Lambertovsky®.

Bondovo a geometrické albedo se lisi pouze o multiplikativni konstantu, kterd zavisi na
typu rozptylu. Navic se o (jinou) multiplikativni konstantu 1is i svételny tok dopadajici na
Lambertovsky disk a svételny tok od néj rozptyleny do urcitého sméru. Protoze je v nasem
pripadé fazovy thel nulovy jak v pripadé Zemé, tak i Mésice, a u obou téles nastava stejny
typ rozptylu, mizeme veskeré tyto konstanty shrnout do jedné, kterd bude stejnd pro Zemi
i pro Mésic a bude nam v dalSich vypoctech jedno, jestli je zadané albedo geometrické, nebo
Bondovo. Tuto konstantu si oznacme k.

2Uhel mezi smérem dopadajiciho paprsku a smérem k pozorovateli.
3Rozptyl je Lambertovsky tehdy, kdyz se svétlo odrazi izotropné a jeho intenzita je tmérna kosinu fizového
uhlu.
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Pak bude svételny tok dopadajici na Mésic

_ AzkLinRYy

L
2 2mr2 ’

kde Az je albedo Zemé, Ry polomér Mésice a r vzdalenost Mésice od Zemé. V citateli je povrch
polokoule, protoze ,,za Zemi“ se svétlo nerozptyli, v zadsadé jsme tam ale mohli dat klidné povrch
koule, nebo ¢tvrtkoule, ona dvojka by se akorat zahrnula do k. Pak ho ale musime ve vSech
vypoctech pouzivat stejné.

Svételny tok dopadajici od Mésice znovu na Zem je

_ AmkLonR3 - I AmAzk® R Ry

L
3 2mr? 4rt

Z Pogsonova vztahu ur¢ime vyslednou hvézdnou velikost Mésice tésné pred zatménim

L
m —ms = 2,5log,, L—; ,
AvAzk*R¥ R%
4rd ’

m = mg — 2,5log,, (3)
kde mg je zdanliva hvézdna velikost Slunce.

Zbyva urcit konstantu k. Musime najit situaci, kde zndme vyslednou hvézdnou velikost,
kde vystupuji odrazy pouze u Zemé nebo Mésice a vSechny fazové dhly jsou nulové. Nabizi se
hvézdna velikost Mésice v uplnku

LstR2 4 2 onr?
mM—ms—2,510g10< stRy 4n(a+71)" 2nr

4ra? Lsk AmnRZmRZ,
Opravnéné muzeme polozit (a + r)? ~ a2, pak méme

my —ms = 2,510 L
M S — 4y glO k/‘Al\/IRi{ )
2r?

— 100:4(WS*WM) .
AR,

Pokud dosadime zpét do vztahu (3), dostaneme vysledny vzorec

AzRZ

=2 - — 2,51 —_— .
m mm ms ,0 108, AMRIQ\/[
Po dosazeni vyjde m = —1,0 mag.

Lukds Timko
lukast@fykos.cz
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Uloha IL.5 ... kelimek na vodé 5 bodii; pramér 2,73; Fesilo 51 studentt

Kuzel obraceny podstavou vzhiiru miize drzet ve vzduchu na strikajicim proudu vody, ktery
vychazi ze zemé s konstantnim hmotnostnim priitokem a pocatecni rychlosti vo. V jaké vysce
nad zemi se bude kuZel v rovnovaze vznaset?

Bonus Vysetrete stabilitu kuzele v této poloze. Radomir pil aZ do dna.

Ozna¢me hmotnost kuzele jako M, polomér podstavy kuzele r, jeho vysku h a jeho vrcholovy
uhel 2a, kde tgaw = r/h.
Zaméime se nejdrive na proud vody st¥ikajici ze zemé. Aby byla tloha jednoduse Fesitelnd,
zavedeme nésledujici predpoklady.
e Proud ma u zemé horizontalni ez ve tvaru kruhu. Z axidlni symetrie problému je potom
zFejmé, Ze prurez proudu zustane kruhovy ve vsech vyskach nad zemi.
¢ Osa kuzele souhlasi s osou symetrie vodniho proudu.
e Rozméry kuzele jsou dostate¢né malé, abychom si mohli dovolit polozit horizontalni slozku
rychlosti proudu v okoli kuzele rovnu nule*
o Tlak v celém proudu vody je pFiblizné konstantni®
Oznaéime-li vo rychlost vodniho proudu u zemé, vidime ze zdkona zachovani energie (pfi-
pomenime, ze tlak vody v celém proudu povazujeme pfiblizné za konstantni), ze jeho rychlost
ve vysce H nad zemi v okoli osy proudu bude

v(H) =+/v3 —2Hg,

a tedy, ze jednotkou vodorovné plochy ve vysce H protede za jednotku ¢asu hmotnost u(H) =
= ov(H), kde g jsme oznadili hustotu vody (zde pro zménu uplatiiujeme predpoklad o nulové
horizontaln{ slozce rychlosti proudu). Rovnéz vidime, ze pro

v

Hon =
2g

méame v(Hm) = 0. Voda ale nékam odtéct musi, takze pro mista pfi vrcholu proudu néas pred-
poklad o nulové horizontalni slozce selhava. Budeme tedy uvazovat pouze pripad, kdy se kuzel
nenachdzi v blizkosti vrcholu proudu.

Dale si musime zvolit model srazky proudu s kuzelem. Poslouzi nam priblizeni, kdy budeme
pozadovat zachovan{ slozky rychlosti proudu, kterd je te¢nd k povrchu kuzele (tedy zadné
tienf). Pro normélovou slozku pak uvdzime obecny pfipad nepruzné srazky, kdy v, = ev,
(v, resp. v1 znadi norméalové rychlosti pied srazkou resp. po srazce a 0 < e < 1 je koeficient
restituce). Ve skuteénosti je to skoro jisté o hodné slozitéjsi a museli bychom se ponofit do studia
kuzele. Proto se ani nebudeme snazit zapocitdvat jiné sily pusobici na kuzel (hydrostatickou,
vztlakovou apod.) nez tihovou silu a reakci na srédzkou s proudem vody.

Pti vypoctu sily, kterou proud vody pusobi na kuzel, postupujeme tak, Ze si plochu plasté

vy

rozsekdme na koaxialni prstynky o poloméru =z = y tg «, kde projekce jejich sitky do vodorovné

4Jelikoz ocekavame, ze vertikalni slozka rychlosti proudu bude s rostouci vyskou klesat, bude se dle rovnice
kontinuity proud rozsifovat a rychlosti elementi vody budou obecné mit nenulovou horizontalni slozku. Tato
horizontalni slozka vsSak zfejmé bude klesat smérem k ose symetrie, kde musi byt nulova.

5Pokud bychom se rozhodli fesit problém exaktné pomoci rovnic pro nestlaéitelnou tekutinu v homogennim
gravitacnim poli, mohli bychom zjistit podminky, za kterych je tento predpoklad splnén. To zde ovSem délat
nebudeme, nebot je to vysoce nad rdmec toho, co by i sikovny stredoskoldk mél zvlddnout.
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roviny (aneb U¢inny prufez ve vertikalnim sméru) je tg ady. Za jednotku ¢asu potom na plochu
jednoho prstynku dopadne element vody o hmotnosti

dm = 2nzu(H + y) tg ady dt = 2rnyu(H + y) tg® adydt,

jehoz rychlost se pfi srdzce v normélovém sméru zmeéni o (1 + e)v(H + y)sina. Z druhého
Newtonova zdkona pak ihned vime, Ze na plochu prstynku ptsobi v normélovém sméru sila
o velikosti

dF| =2n(1 +e)sinatg® au(H + y)v(H + y)y dy.

Integrujeme-li tuto silu po povrchu kuzele, zjistime, ze horizontalni slozky se ndm vyrusi a zbude
ndm pouze celkovd vertikalni sila plisobici na kuzel, jejiz velikost vyjde (dosazujeme za u(H +vy)
av(H +y))

h
Fiers = 2mo(1 +€) sin? a tg? a/ (vg —2gH — 29y) ydy,
0

kde predpokladdame, Ze se kuzel nenachédzi pobliz vrcholu proudu a tedy, Zze voda dopada na
cely jeho plast. Po trividlni integraci pak dostavame

2
2
Foort = 210> (1 4 ¢) sin® a tg” o (UZO —gH — 3gh) .
Pro rovnovdznou vysku nad zemi Heq plati (porovndme Fyery s tthovou silou pisobici na ku-
zel Mg, ze symetrie je rovnéz ziejmé, ze vysledny moment sily pusobici na kuzel je automaticky
nulovy)
0o vp 2 M
4729 3 2nph? (1 +e)sin? atg? o’

neboli po dosazeni Hy, = v3/2g a Seg = nr? = nh?tg? a (4¢inny prifez kuzele ve vertikalnim
sméru),

2 M

Hoy=Hy—h— )
e 37 20S.g (14 e)sin®a

(4)

Selsky rozum nam k4, ze Heq by méla rust s rostouci vo (ekvivalentné s rostouci Hy), klesat
s rostouci M, rust s rostoucim e, rist s rostoucim Seg a také ze Heq < Hm. VSechny tyto
vlastnosti vztah (4) spliiuje, coz je pro nds znamenim, Ze jsme na spravné cesté.

Skutecné, pokud nevychdzi Heq ~ Hm, je nas predpoklad, ze se kuzel nenachézi pobliz
vrcholu proudu, validni a vztah (4) miZeme povazovat za nas koneény vysledek. Zvolime-li
priblizné kritérium platnosti této podminky jako Heq < Hm — h, pak tato podminka prestdva
platit pro

h> 31 .
~ 208es (1 + €) sin?

Tuto nerovnost muzeme vy¢islit pomoci predem definovanych parametra problému. Pokud zjis-
time, ze neplati, selze nas predpoklad o nulovosti horizontédlni slozky rychlosti proudu a my
musime pristoupit k exaktnimu feSeni problému. Jak jsme ale napsali vyse, to zde provadét
nebudeme.

Na zavér se pokusme adresovat otdzku stability takovéto rovnovazné polohy (pfedpokladdme
zjednodusujici podminky zminéné vyse).

10
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Nejdrive, z predpoklddané symetrie vuci horizontdlnimu posunuti, je ziejmé, Ze rovnovazné
poloha je indiferentni véi horizontdlnim vychylkdm translaéniho charakteru® Stejné tak je
poloha indiferentni vii¢i malym pootocenim kolem osy kuzele (axidlni symetrie problému).

Dale, vychylime-li kuzel o malou vzdalenost i ve vertikdlnim sméru, mame velikost vysled-
nice sil puisobicich na kuzel

2
F = Mij = 20S.s (1 + €) sin® o (gHm —gHeq — gn — ggh> — Mg,
coz po dosazeni za Heq déva
Mij = — [QQQSeff (1+e) sin? a] n,

kde k = 2goSes(1 + €) sin? o > 0, takze sila je namifena proti vychylce a rovnovazna poloha je
tedy stabilni. Rovnou muzeme rovnéz odecist thlovou frekvenci kmitt kuzele kolem rovnovazné
polohy w = \/k/M, kde k je definované vyse.

Konecné, fixujeme tézisté a pootocime kuzel o maly thel kolem libovolné osy kolmé na osu
kuzele (thel méfime od sméru vzhiru). Nakreslime-li si pfehledny obrézek, na kterém si poo-
toceny kuzel rozdélime vertikalni rovinou kolmou na pootoceni a prochazejici tézistém kuzele,
jasné vidime, ze pro dostatecné malé dhly (tak, aby plast kuZele na opacné strané od pootoceni
jesté nebyl rovnobézny s vertikdlou) je u¢inny prufez té éasti kuzele, ktery se od t6zi8té nachdzi
ve sméru pootoceni, vétsi nez Géinny prirez opacné ¢asti (navic, ve sméru pootoceni dopada
proud na kuzel vice kolmo, takze se vertikdlni slozka hybnosti pfendsi efektivnéji). Vysledny
moment sily je tedy namifen proti sméru pootoceni a poloha je tedy stabilni vici vychylkam
tohoto druhu (pfi pootoeni rovnéz mirné klesne celkovy Uéinny prufez, takze kuzel klesne ve
vertikdlnim sméru, ale jak jsme ukdzali vySe, poloha je ve vertikdlnim sméru stabilnf). Pro vétsi
vychylky pak predpokldddme pritomnost druhé, labilni, rovnovazné polohy.

Kuba Vosmera
kuba@fykos.cz

Uloha ILE ... kutulula 8 bodi; prumeér 4,02; fesilo 45 studenti

Mame naklonénou rovinu, na které postréime micek, aby se zacal kutalet bez prokluzovani
smérem nahoru po naklonéné roviné. Zmeérte zavislost rychlosti micku na case a urcete zavislost
ztraty energie na c¢ase. Naklonénd rovina necht svird thel s vodorovnou rovinou thel o ~ 10°.
Nezapomerite popsat parametry vaseho micku.

Karel se zamyslel nad vyrokem ,koulelo se koulelo*

Teorie

Mame urcit zavislost ztraty energie na Case, proto se nejprve musime zamyslet nad tim, jaké
druhy energie budeme zapocitavat do ztrat a jaké nikoli. Do ztrat budeme zapocitdvat ruzna
t¥en{ (o vzduch, podlozku), ale nebudeme zapocitdvat energii potencidlni, kinetickou a rotaéni.

S Prestaneme-li ignorovat horizontalni slozku rychlosti, tato symetrie ndm zmizi a je navic zfejmé, ze takovéto
vychylky budou labilni, nebot ve sméru posunuti budou vektory rychlosti proudu natocené vice od kolmice
k povrchu plasté kuzele (a hybnost se bude prendset méné efektivnéji, viz faktor sin? a0 v (4)) a naopak,
na druhé strané budou vektory rychlosti proudu natocené vice ke kolmici, takze se hybnost bude prenaset
efektivnéji. Vysledna horizontélni sila na kuzel tedy bude podporovat vychylku v rustu.

11
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Zakon zachovani mechanické energie rika
Ex + E, = E = konst,

tedy soucet energie potencidlni a kinetické translacni a rotacni by mél byt konstantni, pokud
by §lo o pohyb beze ztrat, tj. vSechny pusobici sily by byly konzervativni.
Proto muzeme ztratovou energii v Case t definovat dle vztahu

Ea(t) = Bu(t) + Ep(t) — (Bilt = 0) + By(t = 0))

kde E(t = 0) je energie v Case t = 0 a E(t) je dand energie méfend v Case t. Posledni dva
¢leny muzeme anulovat vhodnou volbou nulové hladiny potencidlni energie. Nulovou hladinu
potencidlni energie volime v misté, kam by kulicka dojela v pripadé, ze by pohyb probihal bez
tfeni. Proto pro ztratovou energii muzeme napsat

E,=FE+E,.

Pokud kulicka rotuje okolo osy kolmé na smér pohybu a paralelni k naklonéné roviné a oznac¢ime-
li I moment setrvacnosti kulicky vici této ose, mizeme pro Fx a E, napsat

1 1
E, = §mv2 + Ele — mgh,
. 1 2 1 v 2
E, = imv + 5] (E) — mgh,

1 1
E, = EmUQ (1+ R2> —mgssina,

kde jsme oznadili: « sklon naklonéné roviny, h vertikalni vzdalenost od nulové hladiny potenci-
alni energie, s vzdalenost po naklonéné roviné od mista obratu, m hmotnost kulicky a g tihové
zrychleni (definujeme h, s > 0).
Pro kouli plati I/ (mRZ) = 2/5, tj. pro ztrdtovou energii mizeme psat
E, 7 4 .
— = —9v~ —gssina. 5
=10V Y (5)
Nyni uré¢ime moment setrva¢nosti pro homogenni kulovou slupku o vnitinim poloméru R;
a vnéjsim Rz. Vztah pro moment setrvacnosti koule muzeme prepsat do tvaru
2 2 8n

L= SmR*>=Zp- 4R =

5
5 593 1598

Moment setrvacnosti kulové slupky bude rozdilem momentu setrvacnosti kouli o polomérech Ra
a Ry. Hmotnost této slupky je

M = %W (R — RY) .

Proto 5 5
8TE 5 5 R R
Is:IRQ—Im:EQ(I%—Rl) MRs RS’
Pro tenkou slupku pak proto plati
2
Iis = gMR2 .

12
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Pro energetické ztraty kulové slupky pak plati

E, .
o 202—gssma. (6)

Nyni uréime vzdéalenost, do které by kulicka vyjela od pocéatku, pokud bychom neuvazovali
t¥eni, tj. hladinu nulové potencidln{ energie. Je-li zrychlen{ kulicky ax = (5/7)g sin « (1ze odvodit
ze silového rozkladu), pak vzdalenost teoretického bodu obratu je

2

Yo
max — 3 7
s 2ar (7

kde vg je rychlost, kterou jsme kulicce na zacatku udélili.

Méreni

Vyrobili jsme naklonénou rovinu, na které byly pripevnény Spejle zarucujici pohyb kulicky
pouze v pfimém sméru, viz obrdzek 3. Délka naklonéné roviny byla sop = (1500 &+ 5) mm, vyska
byla ho = (66 &+ 1) mm, proto je sklon a = (2,52 + 0,04)°. Uhel jsme volili zdmérné mensi, aby
mély odporové sily vétsi vliv.

Obr. 3: Fotografie naklonéné roviny

Na naklonéné roviné jsme méli pripevnéno téz délkové méritko, abychom mohli pfepocitat
souradnici v pixelech na polohu kulicky na naklonéné roviné.

Pro kalibraci jsme stejnou situaci vyfotili v rozliSeni 5184 x 3456. Zaznamenali jsme si x-
ovou a y-ovou soufadnici bodt na méritku, a to po deseti centimetrech. Na grafu 4 je uvedena
zévislost x-ové a y-ové souradnice na poloze na méfitku. Na levé ose je x-ova soufadnice a na
pravé ose je y-ova. Odchylka od kalibrac¢nich pfimek je mensi nez 50 pixeli, coz odpovida 1,5 cm,
tedy chyba je v fddu procenta. Upozornujeme, ze na levé a pravé ose je jina skala. Vysledkem
linearni kalibrace je skalovaci faktor & = (32,7 £ 0,2) pix-cm ™.

K méreni jsme pouzili dvé ruzné kulicky, jednak kulicku z mysi, jednak kulicku z deodorantu.
Kulicka z mysi byla plnd, kulicka z deodorantu byla prazdnd, proto jsme si v teorii pfipravovali
téz momenty setrvacnosti pro kulovou slupku.

Pomoci programu Tracker jsme uréili zavislost polohy a rychlosti na ¢ase. Abychom odstra-
nili Sum, vypoditali jsme vzdy pramér 7 okolnich hodnot. Pak dle vztahu (5) uréime zévislost
energetické ztraty na poloze kulicky z mysi a podle vztahu (6) uréime energetické ztraty kulicky
z deodorantu.

Na grafech jsou uvedeny mérné ztrity energie, tedy vydélené hmotnosti odpovidajici kulic¢-
ky. Graf zavislosti energetickych ztrat pro kulicku z mysi je uveden na obrazku 5, tyz vysledek
pro kulicku z deodorantu je uveden na obrazku 6. Poloha v pixelech byla pfepocitana pomoci
kalibrace £ a informace, Ze kamera zabirala stejnou oblast, ale misto 5184 pixeli méla pou-
ze 1280 pixelu, davé skdlovaci faktor pro kameru & = (8,06 £ 0,04) pix-cm~!. Video bylo
porizovano s frekvenci 50 fps.

Nejzajimavejsim vysledkem by samoziejmé bylo urceni zavislosti zrychleni kulicky na rych-
losti pohybu. Tyto zavislosti jsou uvedeny na obrazku 7.

13
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Obr. 4: Kalibra¢ni kfivky

Diskuse

Krivky zavislosti ztratové energie na Case jsou znacné zasumélé, protoze urcovani polohy je
limitovano jednak rozliSovaci schopnosti kamery, jednak presnosti identifikace polohy kulicky
na videozdznamu. Tento Sum je vidét, i kdyz jsme pouzili filtrovani. Toto filtrovani neni mozné
pouzit na vétsim rozsahu, protoze by mohly byt nespravné shlazeny extrémy.

Pro kulicku mysi odpovidaji vysledky predpokladu, tj. ztratova energie s casem klesi. Je
zajimavé, ze kulicka prijde o vétsi cast energie na sestupné césti trajektorie. Odchylky mezi
jednotlivymi méfenimi jsou zpusobeny ruznymi pocateénimi rychlostmi. Jistou malou odchylku
mohlo zpusobit gumové oplasténi kulicky, které zvétsovalo polomér, ale nikoli moment setr-
vac¢nosti vuci stfedu. Dalsi odchylku mohly zpusobit kolejnicky, kvali ¢emuz kulicka musela
rotovat rychleji. Tyto dvé systematické chyby se ale nastésti odecitaji.

Pro kulicku z deodorantu mutzeme pozorovat strmy pokles ztratové energie na pocatku
pohybu predevsim pro prvni dvé méteni. Tato odchylka od modelu se d& vysvétlit prokluzovanim
kulicky, tj. plati v ¢ wR. Dalsi zajimavosti je vysoky peak pozorovany pfi druhém méfeni. Tento
je zpusoben pravé vyhodnocovanim polohy kulicky pomoci programu Tracker — referenéni bod
se posunul. Zajimavost{ je, ze pokud bychom pro vypocet ztratové energie pouzili vztah (5)
a nikoli (6), pozorovali bychom nérust ztratové energie okolo horni tvrati pohybu. Mizeme
tedy toto méfeni pouzit i pro vyvraceni hypotézy o plnosti kulicky.

Zavislost zrychleni na rychlosti je bohuzel velmi zasumélé, a proto z ni néco usuzovat lze
pouze velmi stézi. Je zde vidét, ze zrychleni se blizi k nule pro v — —oo. Tato asymptotika
je pochopitelné, protoze po dlouhé dobé, kdy jede kulicka po naklonéné roviné dolu, dosdhne
ustaleného stavu a bude se pohybovat s nulovym zrychlenim. Jednoduse nevysvétlitelnd je
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Obr. 5: Zéavislost ztratové energie na case pro kulicku z mysi

ale pravd ¢ast grafu, kde muzeme pozorovat klesajici velikost zrychleni pro velké (poc¢atecni)
rychlosti. Jednim z vysvétleni je vyrovnavani momentu hybnosti a hybnosti tfenim o podlozku,
v této dobé neni splnén predpoklad v = wR.

Pokud by tyto hodnoty nebyly zatizeny Sumem, mohli bychom tvorit hypotézy, jaké jsou
puvody trecich sil pisobicich v systému.

Zavér
Zmérili jsme zavislost ztratové energie na ¢ase pro kulicku z mysi, viz graf 5, a také pro dutou

kulicku z deodorantu, viz graf 6. Pokusili jsme se analyzovat piivod trecich sil, ale bohuzel
neuspésné, viz graf 7.

Poznamky k doslym Fesenim

Nejcastéjsi chybou v doslych feSenich bylo nepochopeni zdkladniho principu tlohy a nasledné
zanedbani odporovych sil pusobicich na micek. Misto ztrat mechanické energie se pak v fesenich
Casto objevoval prosty vyvoj hodnoty kinetické energie v case. Dalsim castym problémem bylo
opomenuti slozky kinetické energie pfi rotaci, coz vedlo také k nespravnému odvozeni vztahu
pro zrychleni. Nékteri Tesitelé si také neuvédomili, Ze pro sestrojeni grafu zavislosti rychlosti
na Case je potfeba promérit zavislost polohy na ¢ase v nékolika kratkych tsecich, a misto toho
mérili pouze primérnou rychlost. Mnoho fesiteli také opominulo tu ¢ast pohybu micku, kdy
se vraci zpét do startovni pozice. Velmi casto se také vyskytovaly problémy s poétem platnych
&islic, popisovanim os grafu a podobné. Nakonec bychom radi vyzdvihli fesenf Martina Stykse,
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Obr. 6: Zavislost ztratové energie na ¢ase pro kulicku z deodorantu

ktery provedl peclivé méfeni pro tfi riazné micky ¢i mice, a déle feseni Jakuba Kvorky a Filipa
Ayaziho, ktefi dodali nejlepsi feSeni po strance teoretické.

Michal Cerveridk Lukds Ledvina
miso@fykos.cz lukasl@fykos.cz
Uloha IL.S ... akéni 6 bodti; primér 3,22; feilo 49 studentii

a) Jaky je fyzikdlni rozmér akce? (Jaké md tato velidina jednotky?) M4 stejnou jednotku jako
nékterd z fundamentalnich konstant z prvni otdzky k minulému dilu seridalu? Ktera?
b) Od Nielse Bohra — Uvazujte pohyb hmotného bodu po kruznici s dostredivou silou
Fyg =maq = 2
kde r je polomeér kruznice a o néjaka konstanta. Pak
1. Spocitejte redukovanou akci So pro jeden obéh po kruznici jako funkci jejtho poloméru r.
2. Urcete hodnoty T, pro které je hodnota Sy prirozenym nasobkem konstanty z podiilo-
hy a).
3. Celkovd energie hmotného bodu je E = T + V. Pro tuto silu je V = —a/r. Vyjddrete
energie FE,, castic v zavislosti na polomérech r,, za pomoci uvedenych konstant.
Tip Jisté jste ve fyzice probirali pohyb po kruznici a odpovidajici vztahy mezi pohybovymi
velicinami. PouZijte je a pak se integrace akce po obvodu kruznice s konstantnim r podstatné
zjednodusi (velic¢iny konstantni pfi integraci mizete pred integral vytknout). Nezapomerite
také, ze samotny drahovy integral ,niceho“ je prosté délka zintegrované drahy.

16


mailto:miso@fykos.cz
mailto:lukasl@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXVII éislo 3/7

T T T T

Kulicka z mysi +
02 Kulicka z deodorantu x i

X
oL i
a
w2 2 |
—-0,4 i
—-0,6 b
1
v
m-s—!

Obr. 7: Zavislost zrychleni na rychlosti

¢) Posledni podiloha miiZe znit komplikované, ale je pouhym cvidenim na derivaci a integraci

jednoduchych funkci. Vystacite si se zdakladnimi tabulkovymi derivacemi a integraly. Ovérte,
Ze plnd akce S pro volnou &éstici pohybujici se z bodu [0; 0] do bodu [2;1] je pro trajektorii
odpovidajici pfimoc¢arému pohybu (prvni pfipad) minimdlni, tedy je vétsi v ostatnich dvou
pripadech

y(t) = (2t,1)
y(t) = (1 — cos (nt) + %sin 2nt, t) ,

B e —1+t3(t—1)
y(t) = <2t7 T) ;

kde e je Eulerovo dislo.
Tip Nejprve spoctéte derivaci y(t), dosadte do vyrazu pro akci a zintegrujte.

Rozmeér integrované velic¢iny urc¢ime vzdy jako rozmér toho, co je integrovano, krat rozmeér
toho, pres co je integrovano. Kdyz se tedy podivame na definici redukované akce, je jeji
rozmér [hybnost-délka], coz dava kg-m?-s™' nebo téz J-s. Stejné tak m4d lagrangian rozmér
energie a je integrovan pres Cas, takze i pro neredukovanou akci ziskavame rozmeér J-s. Jedina
ze t¥1 konstant G, h, ¢ ma takovyto rozmeér, a to Planckova konstanta h.

b) Od Nielse Bohra
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1. Abychom spocitali redukovanou akci, potfebujeme nejdfive vyjadrit hybnost, a tudiz
i rychlost ¢astice na kruznici. Pro rovnomérny pohyb s rychlosti v a dostfedivym zrych-
lenim aq po kruznici s polomérem r mame

v? o«

— = ad =—3-
T m mr

(8)

Ziskdvame tedy tpravou p = mv = (/am/r. To je ovSem vyraz konstantni pro cely
kruhovy pohyb, a tudiz dostavime po integraci redukované akce podél kruznice

So= [ pds=+/am/r [ ds=2rr\/am/r. (9)
A A

2. Akci (9) upravime a polozime pro néjaké poloméry r, rovnu n-ndsobkium Planckovy
konstanty h (viz vysledek podilohy a)):

2ny/amry, = nh. (10)

Umocnénim celé rovnice (10) na druhou a prevedenim vSech ¢lent kromé r, délenim na
pravou stranu ziskdvame

n2h?
Th = 5 — .
I?ma
3. Vyjadiime si nejdrive kinetickou energii ¢astice na kruznici pomoci jiz pouzitych vzta-
hu (8)
T 1 5 1 la
= —mv” = —maqr = = —.
2 2 T
Protoze V = —a/r, dostdvame pro celkovou energii E = T + V = —a/2r. Dosazenim r,
a kracenim dostavame
2n?ma’
En ===
n?h?

Zkuste si za a dosadit €2 /4zeo, kde e je ndboj elektronu a ¢ permitivita vakua, a za m hmot-
nost elektronu — dostanete energetické hladiny elektronu v atomu vodiku. Pokud jste
se dostali az sem, gratulujeme. Pravé jste totiz spocitali néco, za co dostal Niels Bohr
pred 91 lety Nobelovu cenu.
¢) V této podiloze je potfeba znat derivace mocnin (t")' = nt™ ™!, sinti (sint)’ = cost a ko-
sinti (cost)’ = —sint a exponencialni funkce (e’)’ = e a derivaci funkce s prendsobenym
argumentem (f(at)) = af’(at), kde derivaci podle t zna¢ime v celém TeSeni édrkou. Déle po-
tiebujeme znét primitivni funkce k mocnindm [ ¢" dt = t"*'/(n+1), sinu [ sintdt = —cost
a kosinu f costdt = sint a exponencidlni funkci f e’ dt = e spolu se substituci f flat)dt =
= (1/a) ff(t) dt a integraci per-partes zminénou jiz v textu seridlu. VSechny tyto vztahy
naleznete v libovolném textu k diferencidlnimu a integralnimu poctu.
Vsimnéte si, ze kazd4 z trajektori{ je v ¢ase t = 0 v bodé [0;0] a v éase t = 1 v bodé [2;1]
(argumenty sinu a cosinu jsou v radidnech). Vime, ze akce je integral z (my'?)/2, ale proto-
Ze m/2 je jen pouhd konstanta, bude ndm uplné stacit porovnavat integral

1
/ y/2 dt
0

18



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXVII ¢islo 3/7

pro kazdou zadanou trajektorii. Pro prvni trajektorii ziskdme derivaci podle ¢ rychlost y’ =
= (2,1). Vynasobenim na druhou ziskdvime 3> = y’ -y’ = 5. Integrél z pétky pies interval
o délce jedna je snadny, je to prosté 5 - 1. Celkové tedy musime ovéfit, Ze ostatni integraly
z kvadratu rychlosti jsou vétsi nez 5.
ziskdvame

y' = (nsin (nt) + 2cos 2nt, 1) .

Musime tedy spocist integral
1
/ ((T[ sin (nt) + 2 cos 2nt)* + 1) de.
0

Integral z jednicky spocteme opét snadno. Po roznasobeni zavorky dostaneme tri cleny, které
Ize zintegrovat velmi podobné. Integrace téchto tii ¢lentd je trochu pracnéjsi a ndm stacilo,
kdyz jste si prislusné integraly nasli na internetu. Ukazme si jako piiklad, jak integrovat
jeden z téchto ¢lent. Integral muzeme prepsat nasledovné

1 1
1— cos(2
/sinz(nt)dt:/ 1= cos(@t) g,
0 0 2

coz plyne z identit cos® z +sin® z = 1 a cos? x —sin® z = cos 2z jejich vzadjemnym odetenim.
Prvni ¢len vysSe opét zintegrujeme snadno, protoze jde o konstantu, a druhy clen je jiz
tabulkovy integral. Primitivni funkci ke kosinu jsme si uvedli vySe a pro nas integral mame
tedy

1 [ 1 11
- == (2 — -~ (sin(2n-1)—sin(2n-0)) == —0=~.
5 2/Ocos( nt) dt 5 22ﬂ(sm(ﬂ ) — sin (2 - 0)) 3 0 5

Podobné vypocteme zbylé dva ¢leny a celkové dostdvame hodnotu 5,27, coz je vétsi nez
predchozich 5.
V poslednim pfipadé mame derivaci rovnu

t _ 2
y,_<27e +2(t 1)t+t>.
e—1

Dosadime-li do vyrazu pro akci, zjistime, Ze musime po umocnéni zintegrovat vyrazy tvaru t"
pro n = 2,3,4, e, te! a t?e'. Prvn{ dva p¥ipady jsou p¥imo tabulkové integraly. Druhé dva
integréily lze spocist pomoci metody per partes. Ukazme si prvni pfipad. Druhy je zcela
analogicky. Dostavame

1 1
/tetdt:1~el—0~eo—/etdtze—(el—eo)zl.
0 0

Spocteme-li poctivé vSechny integraly, dostaneme hodnotu akce 5,23, coz je opét vice nez
puvodnich 5.

V této podiloze jsme si tedy uvédomili, ze akce kazdé trajektorii prifadi néjaké cislo. Fy-
zikalni trajektorie, podél které se ¢astice pohybuje, odpovida pak extreméalni hodnoté akce.
Ukazali jsme si, jak spocist par zdkladnich derivaci a integralti a véfime, ze se vam tyto
znalosti budou v budoucnu hodit.

Vojtéch Witzany Miroslav Rapcdk
witzanyv@fykos.cz miro@fykos.cz
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Serial: Aplikacni

Tento dil seridlu bude tak trochu aplika¢ni. Minule jsme si povédéli ivod k variaénim metodam
ve fyzice, nyni bychom radi nabyté znalosti aplikovali na tii specialni ptripady. Povime si néco
o variacni tloze pro klasickou strunu, pro relativistickou ¢astici a na zavér zavedeme slavnou
Nambu-Gotovu akci pro relativistickou strunu. Znalost této akce ndm otevie brany ke vsem
tajum teorie strun. Za¢néme ale od pocatku.

Klasicka struna
Kazdy z nas uz v minulosti vidél néjaky strunny hudebni nastroj. Polozili jste si nékdy otazku,
jak se struna pfi brnknuti hybe? Odpovéd je snadnd. Jak jsme si v minulém dile fekli, pohybuje
se tak, ze je hodnota akce prislusejici tomuto pohybu extremalni. Jak ale akce pro nasi strunu
vypada?

Pripomenme, ze jsme akci pro ¢astici definovali jako integrél

t2
Ste(0] = [ Lo, v, 0 ar
t1

kde rozdil L = T — V kinetické energie T a potencidlni energie V' jsme nazvali Lagrangianem.
Uvazujme nyni strunu délky ! a celkové hmotnosti m, kterd se pohybuje v roviné [z;y]. Struna
je natazena mezi body Ala; 0] a B[b; 0], kde b = a+ 1. Tvar struny v daném Case mizeme popsat
funkef y(x) pro z z intervalu (a,b) tak, jak jsme to délali v pfedchozim dile seridlu pro Fetizek
v gravita¢nim poli. Jelikoz se vsak tvar struny mize v Case ménit, je ve skutecnosti vychylka
zavisla jak na soufadnici z, tak na Case t a piSeme y = y(z, t).

Zde poznamenejme, ze mame-li funkci vice proménnych (v nasem pripadé tedy y(z,t)), pak
se zavadi parcialni derivace jakozto veli¢ina charakterizujici zménu funkce pfi malé zméné jedné
z proménnych. Napiiklad parcidlni derivace y(z,t) podle x, kterou zapisujeme jako

g% =0zY =Yz,
by ndm charakterizovala zménu y(z,t) pfi malé zméné x. Prakticky to znamend, ze pfi par-
cidlnim derivovani y(x,t) podle = derivujeme funkci stejné jako v pripadé obycejné derivace
a druhou proménnou t povazujeme za konstantu. Podobné postupujeme i pro derivaci podle t.

Spoctéme nejprve kinetickou energii nasi struny. Strunu muzeme rozdélit na malinké kousic-
ky délky dz o hmotnosti dm = (m/l) dz, kde m je celkovd hmotnost struny. Jde-li o dostateéné
malinké kousky, mtizeme kazdy kousi¢ek v daném case t povazovat za hmotny bod s polo-
hou (z,y(z,t)), jehoz kinetickou energii zndme

2
dT(z,t) = %v(m,t)Qdm = % (%) dm
Prescitame-li pres vSechny malé elementy, ziskdme celkovou kinetickou energii struny. V pripadé
infinitezimalné malych elementu pfejde tato suma v integral

B B 2 b 2
_ _1 9y _m @)
T’/A dT*z/A <8t> m=5 ) <at dr
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Déle musime urcit potencialni energii odpovidajici dané konfiguraci. Jsou-li deformace malé,
Ize uvazovat s dobrou presnosti, ze je v celé struné konstantni napéti Tp. Pri natazeni mé struna
tendenci vratit se do puvodniho stavu s délkou [ a prislusnd energie odpovidajici prodlouze-
ni Al bude 4mérnd tomuto prodlouzeni, takze V = ToAl. Ndm zbyva urcit toto prodlouzeni.
Opét rozdélme strunu na malé kousicky a kazdy aproximujme malou tseckou. Délka takovéto
usecky bude z Pythagorovy véty

(dx)? + (dy)? (8 ) dz,
x

kde dx odpovida délce kousicku podél osy x a dy prislusné délce podél osy y. Vidime, ze v di-
sledku naivniho délen{ diferencidlti se ndm pod odmocninou objevila parcidlni derivace y(z, t)
podle z jakozto sklon struny v daném case. Jelikoz uvazujeme jen malé vychylky, je tento sklon
velmi maly a muzeme tedy psat priblizny vztah

9y dy
() = ()
+ oz t3 oz
o jehoz platnosti pro malé % se lze snadno presvédcit. Celkovou zménu délky struny pak
ziskdme opét integraci pres celou strunu a dostdvame potencialni energii

V—TOAZ—TO(/ dl — ) To /,/1+ ay de — 1
A

b 2
~ 9%y T @)
~To (/a dz *2/ﬂ (m:) dz l) 2/ﬂ (81’ dz,

kde jsme vyuzili znalosti délky struny
b
/ de =1.

Celkové tedy mame akci pro strunu vyvijejici se z ¢asu t; do ¢asu to ve tvaru

S[y(%t)}:/t:zLdt:/tjz/: (ZZL (%) —E(gZ) ) dadt .

Vsimnéme si, ze akce struny na rozdil od akce pro ¢astici obsahuje dva integraly. Funkce v za-
vorce je funkci nejen ¢asu, ale také polohy na struné a integraci pres celou strunu pak ziskdvame
Lagrangian. Je prirozené veli¢inu v zévorce nazvat hustotou Lagrangidnu a oznacit

Jy To (0Oy 2
£(92y,99) = 5 (a::) 2 (%)

Analogicky, jako jsme minule odvodili z akce pro volnou ¢astici jeji pohybové rovnice, mi-
zeme odvodit pohybovou rovnici pro klasickou strunu. Uvazujme strunu, kterd se vyviji z poca-
te¢niho ¢asu t1, kde ma tvar popsany funkef y(z,t1) = y1(z), do Casu t2, kde ma tvar popsany
funkef y(x,t2) = y2(z), a pokusme se najit ,trajektorii“, po které se struna vyviji, jakozto ex-
tremélu nasi akce. Pripomenme, ze v pripadé bodové castice, jejiz trajektorii parametrizujeme

Q
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parametrem p, jsme provadéli zménu y(p) pro kazdé p o malou hodnotu dy(p) a dostali jsme
tak trajektorii y(p) + dy(p) nepatrné odlisnou od trajektorie y(p). V pfipadé struny mame vsak
funkci dvou proménnych a musime provést malou zménu v kazdém case t a v kazdém bodé =
struny. Musime tedy provést variaci y(x,t) — y(z,t) + dy(x,t). Na tuto zménu vSak musime
nalozit dvé podminky. Pfedné musi byt dy(z,t1) = 0 = dy(z, t2), protoze pocdtecni i koncovy
tvar struny mame pevné zadany. Déle jsme fixovali krajni body struny, takze v kazdém case
musi byt také dy(a,t) = 0 = dy(b, t).

Nyni uz ndm nic nebrani v odvozeni pohybovych rovnic pro klasickou strunu. Najdéme tedy
variaci akce a polozme ji rovnu nule. Mame

9y | 0%y 2 Ty [0y | 96y )

3:' t / / (2l ot ) 2 ((91? + oz ) dzdt
- m(oyy\ _ 1o 8y) B
/tl \/4; (2l (at) 2 (am ) dxdt =

to b
_ m oy 9oy _ 3@/65@/)
_/ (75 o~ Toge ) et

kde jsme rozndsobili obé zavorky, jeden z takto ziskanych ¢lenu se odecetl s druhym ¢lenem
a Cleny obsahujici druhou mocninu variace §y jsme pro jejich malost zanedbali.
Stejné jako v minulém dile provedeme nyni pro kazdy z ¢lenu integraci per partes a dosta-
6y(t27 x) -

vame
b
m 1o}
Sy =7 [ | 5
l ot
a t=to,z t=t1,x
2 (g
—To/ = oy(a,t) | dt—
t Ox _
1 x=a,t
to b 2
m 0%y 0%y
—/t1 /a ( e oy — T085y> dzdt,

kde svislici zna¢ime vyhodnoceni parcidlnich derivaci v danych bodech. Dostali jsme tak tfi
cleny. Prvni dva jsou ale nulové z okrajové, pocatecni a koncové podminky, které vyzadu-
i dy(z,t1) = dy(x, t2) = dy(a,t) = dy(b,t) = 0. Dostédvadme tedy podminku

2
0 = 0S[y(z,t)] = //(’?gt?;—:rogz)aydxdt

coz musi platit pro vSechna dy. Toho docilime jen tehdy, pokud je vyraz v zdvorce nulovy
a dostavame tak rovnici

5y(t1,:c)> dz—

0y

5y(b7 t) - %

r=b,t

Py(z,t)  Tol 0%y(x,t) _
o m da2
ktera je pohybovou rovnici pro klasickou strunu a nazyva se vinovou rovnici. Poznamenejme
zde jesté, ze odmocnina z konstanty stojici pfed druhym ¢lenem odpovida rychlosti sifeni viny
na struneé.
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4

Relativisticka castice

Druhym ptikladem tohoto dilu seridlu je volnd relativisticka céstice, tedy cCastice, na kterou
nepusobi zadné sila. V prvnim dile jsme si povidali o teorii relativity a tekli jsme si, ze fyzi-
kalni zdkony musi byt nezavislé na inercidlnim systému, ve kterém studovany jev popisujeme.
Matematicky feceno musi byt konzistentni fyzikalni teorie invariantni vici Lorentzovym trans-
formacim.

Nyni bychom radi vysetrili pohyb volné relativistické ¢astice. Tento pohyb bude opét dan
jakozto extremaéla néjakého funkciondlu. Abychom dostali spravnou relativistickou teorii, je
prirozené uvazovat také relativisticky invariantni akci. Polozme si tedy otazku: zndme néjaky
invariant vuci Lorentzové transformaci? Zname! Ptrikladem je ¢tyfinterval, jak jsme diskutovali
v tloze k prvnimu dilu naseho seridlu. Podivejme se na konstrukci akce trochu detailnéji.

R&di bychom nasli akci pro éastici pohybujici se z bodu ¢asoprostoru A se soutradnice-
mi (:c?,m%,x%,z?) do bodu B se souradnicemi (xg,:cé,mg,xg). Céstice se pohybuje v ¢aso-
prostoru po svétocare x(\) = (xo(/\), zt (), 22 (N), 2® (/\)), kde A je libovolny parametr uréujici
polohu na svétocare (v predeslém znaceny p), jak jsme diskutovali jiz v prvnim dile seridlu,
a nabyva hodnoty A1 v bodé A a A2 v bodé B. Rozdélime-li tuto trajektorii na malé kousicky,
pak mizeme pro kazdy element spocist prislusny ctyfinterval

(ds)2 =— (dx0)2 + (dacl)2 + (dx2)2 + (d$3)2 ) (11)

ktery je, jak vime, invariantni viuci Lorentzové transformaci.

Akci nyni ziskdme integraci pres celou trajektorii. K tomu potfebujeme odmocnit vztah (11).
Jiz z tlohy k prvnimu dilu seridlu vime, zZe vyraz na pravé strané je zdporny pro Castici po-
hybujici se rychlosti mensi, nez je rychlost svétla. Proto si musime pfi odmocnovani dat pozor

na znaménko a psat
s2
Stx(o)] = -me [ /@F.
s1

kde m je klidovd hmotnost ¢astice a c je rychlost svétla a s jsme zvolili jako parametr svétocary
nabyvajici hodnot s; v bodé A a sz v bodé B. Prefaktor mc jsme museli do definice akce pridat,
aby méla spravny rozmér.

Vyvstava otazka, jaky ma nalezena akce fyzikalni vyznam. Vime, Ze nezdvisi na tom, v ja-
kém systému poéitdme (ds)?. Piedstavme si tedy, Ze sedime pf¥imo na pohybujici se Eastici.
V tom pripadé se vi¢i ndm poloha Céstice neméni a tedy (dgrzl)2 = (dx2)2 = (dx3)2 = 0.
V tomto pripadé je nenulové jen jedna slozka (ds)2 =— (dx0)2 = —c%dr?, kde 7 je vlastni ¢as
pozorovatele pohybujiciho se s ¢astici. Potom dostavame

S[x(r)] = —me® / dr

a akce je tedy rovna (az na prefaktor) vlastnimu ¢asu, ktery je potf¥eba, aby se ¢astice po dané
trajektorii dostala z bodu A do bodu B.

Uz jsme zbéhli v pocitani variaci a odvozovani pohybovych rovnic. Provedme to i pro tento
piipad. Uvazujme variaci trajektorie z*(\) — z#(\) 4+ dz*(X) mezi body A, B s hodnotami pa-
rametru A1 a 2! Jako obvykle, fixujeme pocateéni a koncovou polohu &astice, takze da* (A1) =

7Pfipomef1me, ze za index p muzeme dosadit 0, 1, 2 nebo 3.
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= 0 = dz"(\2). Vzpomeneme-li si na prvni dil seridlu, kde jsme zavedli metriku 7,,, mizeme
psat

3S[x(N)]

52
-4 (mc/ \/—(ds)2> =
s1
5| me A2 Z dz# dzv | =
N TN N B
dam d(ix“ dav  ddzv
- / Z”‘”( an )(d/\ RPN )dA_S[X(A)]_

d;r:“ dxv dz# ddxv
/ \/ Z"“” D T )dA_S[X(A)]’

kde jsme v poslednim radku vyuiili symetrie Nuv = Nuu. Nyni ,vtdhneme® diferencial d\ zpét
pod odmocninu, dosadime za S[x(\)], vapomeneme si, ze 1/ —(ds)? = c¢dr, a dostaneme

dS[x(N)] = / \/ (ds)? —QZanaz“d (6z¥) +mc/ v/ —(ds)?

:—m/ \/1—22 de”d ) d4r +m/ dr ~
T1

da:” déx” dz* déw
o [ [ S

My "8%

kde jsme opét vyuzili priblizného vztahu jako vysSe a zanedbali prispévky vyssich fada v dx”.
Je pfirozené definovat relativistickou (éty¥)hybnost v analogii s klasickou hybnosti jako

N
w _dx

L

Tuto hybnost miizeme dosadit to vztahu vyse a provést integraci per partes. Dostavame tak

d&c
0= / an,p d\ =
v Az dp” .
—Znuu (A2) 62 (X2) — p*' (M1) 6 M_/ D Mgy 0 dA,
A1

v

kde prvni ¢len je opét nulovy diky pevné pocatecni a koncové poloze dz” (A1) = 0 = dz”(A2).
Jelikoz musi tato rovnost platit jinak pro vSechny variace dz”, dostdvame pohybové rovnice ve
tvaru

ap”

dr =0
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Podobné jako v klasické mechanice se zde tedy zachovavé ¢tyrhybnost volné ¢astice. Pohybuje-
li se castice malou rychlosti, je vlastni Cas Castice priblizné roven casu pozorovatele t ~ 7
a muzeme psat pro i = 1,2,3

dpt  dp’ A%z’

0=—r~—=m .

dr dt de?
V limité malych rychlosti tedy opravdu dostavame pohybovou rovnici pro klasickou volnou
Castici z minulého dilu seridlu.

Jak by vypadala akce pro volnou ¢éstici v obecné teorii relativity? Akce by méla naprosto
stejny tvar, jen by nyni nemélo ds tvar (11), ale mélo by obecny tvar z prvniho dilu seridlu,
ktery odpovidd obecné zaktrivenému casoprostoru. Ted tedy koneéné vidime, co se mysli tim,
ze se Céastice pohybuje v zakiiveném casoprostoru po nejrovnéjsich moznych drahdch. Myslime
tim to, ze délka méfend ctyfintervalem ds je extremdlni.

Relativisticka struna

Nase diskuze akce nyni vyvrcholi studiem akce pro relativistickou strunu, tedy jednorozmérny
provazek pohybujici se v ¢asoprostoru. Nase akce bude prfimym zobecnénim tivah o relativistické
castici.

Pohyb ¢éstice v Casoprostoru, kterému odpovida svétocéra, je uréen ¢tverici funkei x(7) =
= (:L‘O(T),l’l(T), 22(7), m3(T)) vlastniho ¢asu 7. Podobné bude pohybujici se struné odpovidat
svétoplocha v ¢asoprostoru a bude parametrizovana dvéma parametry

X(1,0) = (XO(T,U),XI(T,J),XQ(T, o), X?(r, 0)) .

Parametr 7 odpovidd ¢asupodobnému sméru na svétoploSe (odpovidé tedy ¢asu néjakého po-
zorovatele), zatimco parametr o odpovidd prostorupodobnému sméru. Pfesuneme-li se do sou-
stavy spojené s pozorovatelem, jehoz vlastni ¢as je 7, pak pro néjaké 7 = 79 konstantni ur-
¢uje funkce (XI(T(),U),XQ(T(), o), Xs(To,U)), podobné jako v pripadé klasické struny, jeji tvar
v tomto case. Parametr o pak odpovida parametru x v klasickém pripadé a parametrizuje
strunu v daném ¢ase. Na funkci X(7,0) tedy mlzeme nahlizet jako na funkci, kterd kazdému
bodu z prostoru parametri |7, 0] € (11, 72) X (0,) pfifadi jeden bod na svétoplose struny jako
na obréazku 8.

Zobecnéni akce je nyni nasnadé. V pripadé relativistické ¢astice byla akce (aZ na konstant-
ni prefaktory) rovna Lorentzovsky invariantni délce svétocary. V ptipadé relativistické struny
méame v ¢asoprostoru dvourozmérnou svétoplochu a akce bude imérna plosnému obsahu této
svétoplochy.

Akce relativistické ¢astice vznikla vysc¢itdnim pres Ctyrintervaly malych elementt podél tra-
jektorie Castice. V pripadé struny budeme séitat plosné obsahy malych elementi svétoplochy.
Rozdélme si prostor parametri (71,72) x (0,/) na malinké obdélnicky o délce stran d7 a do.
Zména parametru 7 o element d7 odpovidé zirejmé zméné polohy

oOXH
or

na svétoplose. Podobné bude posunuti o o element do v prostoru parametri odpovidat zméné
polohy

dXy = dr

I
axy = %da
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A .0

AT
T2

Obr. 8: Prostor parametru a funkce X(7, o) piitazujic{ kazdému bodu z prostoru parametru
jeden bod svétoplochy. Na svétoplose jsou také vyobrazeny souradnice odpovidaji
konstantnimu 7 resp. o. Integrace v akci odpovidéd séitani obsahu vSech zobrazenych
elementarnich rovnobézniki.

na svétoplose. Kazdému malému obdélnicku d7 do bude odpovidat na svétoplose v ¢asoprostoru
malinky rovnobéznik urceny ctytvektory dX; a dXz. My bychom si prali spocist plochu tohoto
rovnobézniku a secist plochy vsech takovychto malych rovnobézniki.

Vypoctéme tedy plosny element na svétoplose v prostoru parametri odpovidajici obdélnic-
ku (7, 7+d7) x (0, 0+do). Velikost a skaldrni soucin piislusnych ¢tyfvektora v éasoprostoru d Xi
a dXy pocitdme pomoci metriky, kterou jsme si zavedli v prvnim dile seridlu. Zde vyuzijeme
nasledujiciho znaceni

AX[* = nudXPAXY,  |dXef* =) ndXEdXs, dXiodXe =) mudX{dXy.
v v KV

Jak ale vypodist obsah rovnobézniku zadaného dvéma vektory u a v? Ze Skoly vime, Ze obsah
rovnobézniku spocteme jako velikost zakladny krat vyska. Pohledem na obrazek 9 vidime, ze
pro obsah S musi platit

S = |ulh = |ul|v|sina = |u]|v]\/1 — cos? a =

— VUl V]2 — [uP v cos” a = /uP [V — (u- v)?.

Obr. 9: Obrézek k vypoctu obsahu rovnobézniku zadaného dvéma vektory.
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Pouzijeme-li tento vzorec v nasem pripadé, dostaneme plochu naseho malého elementu

ve tvaru®

ds = \/(dx1 SdX2)? — [dX|? |dXz|?

_ Wax OX Y _|ox '

N or  Oo or
Nyni uz staci integrovat pres celou plochu a prendsobit prefaktorem se sprévnym rozmérem
a dostavame slavnou Nambu-Gotovu akci

8X 8X 0X|?

S[X(r,0)] = -

87’ 60 or
Poznamenejme nyni, ze funkce X (T, o) nenf uréena jednozna¢né. Relevantni je vysledny tvar
svétoplochy, ale nezdvisi na tom, jak budou na svétoplose vypadat kifivky konstantniho 7 a o.

Pokud je zvolime tak, aby byly na sebe vzdy kolmé, bude prvni ¢len pod odmocninou vyse
nulovy a my mame akci

SIX(r,0)] //\/ OX | 19X\ g

Variaci této akce a odvozeni prislusnych pohybovych rovnic si nechdme az na jindy. Vypocet
bude velmi podobny jako v pripadé relativistické castice, ale diskuze pohybovych rovnic pro
strunu a jejich feseni si zada vlastni dil.

V tomto dile jsme se tedy seznamili se tfemi vyznamnymi akcemi a ukazali si, jak postupovat
v odvozeni prislusnych pohybovych rovnic. V dalsim dile odhlédneme od akce a povime si néco
o kvantové mechanice. K Nambu-Gotové akci se pak vratime v patém dile, kde nas ¢ekd odvozeni
pohybovych rovnic, jejich feseni a kvantovani celé struny.

X |?

oX |2

dodr.

8Vsimnéme si, ze jsme museli pod odmocninou, stejné jako v pripadé relativistické castice, prohodit zna-
ménko, abychom odmocnovali kladnou veli¢inu.
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