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Uloha IIL.1 ... konjunkce 2 body; prumeér 1,70; fesilo 60 studenti

Oblibenym tématem proroki kosmickych katastrof jsou konjunkce planet. Predstavte si, ze
je poledne a jedna takova konjunkce zrovna nastala. O kolik nejvice procent miizete byt lehci,
pokud uvazujeme, Ze Zemé je pocatkem poloprimky, na které lezi vsechny velké planety a Slunce,
viici situaci bez ostatnich planet a Slunce? Jako blesk z cistého nebe (Ales P.).

Hned ze zacatku je tfeba zminit, ze tiloha nebude jen o pouhém dosazeni do vzorecku, jak by
to mohlo na prvni pohled vypadat. Naopak, budeme muset vynalozit trochu mentalniho tsili,
abychom dosli ke spravnému vysledku a pritom bezdécné nahlédneme, jak se véci maji v ptipadé
slapového puisobeni.

Zac¢néme rozborem situace. Zadani nam 1iké, ze v okamziku konjunkce Zemé lezi v pocatku
poloprimky, na které se nachazi dalsi planety a Slunce. Mohlo by nés zajimat, jak jsou tyto ob-
jekty na polopfimce usporddané. Ptirozené, ptiroda ndm nedovoli zadné psi kusy a zachovame-li
tedy prirozené poradi planet ve slune¢ni soustavé, zbyva ndm akorat rozhodnout, jestli se Mer-
kur a Venuse nachdzi mezi Sluncem a Zemi nebo az za Sluncem. Zde bychom si mohli fict, ze
v tom ndm jednoznacné pomuze klausule ze zadani ,,0 kolik nejvice procent muzete byt lehci®
Ale zas tak jednoznacné to neni, protoze, jak dédle uvidime, nase zlehéeni nezévisi na intensi-
té gravitaéniho pole jako spiSe na jejim gradientu (jinymi slovy na tom, jak moc se intensita
méni se vzddlenosti). Rovnéz si ale pov§imneme toho, Ze mame uvazovat pouze velké planety
(Jupiter, Saturn, Uran a Neptun) a Merkur s Venus{ tedy budeme nakonec stejné ignorovat.

Uvazujme nejdiiv, ze se Zemé (a my) nachdzi v obecném gravita¢nim poli se zrychlenim ag
ve sméru polopiimky, na které lezi planety. Zvolime-li pocatek jednorozmérnych souradnic ori-
entovanych ve sméru poloptimky Sikovné ve stiedu Slunce a oznacime-li r, vzdalenost Zemé
od Slunce, mizeme pak pro silu pisobici na Zemi psat F, = m.ag(—7,), kde m, je hmotnost
Zemé.

Nyni se na situaci podivejme z pozice pozorovatele na povrchu Zemé. Uvazujme, Ze situace
nastala v pravé poledne, a, pro zjednoduseni, na rovniku v den rovnodennosti, takze Slunce
(a planety) mame v nadhlavniku. Za prvé je nutné si uvédomit, co vlastné pocitame, tedy co
znamend to ,zlehceni“. Urcité to neznamend zménu nasi setrvacné ani gravitacni hmotnosti,
které jsou v ramci klasické fyziky konstantni ve vsech vztaznych soustavich. Definujeme-li si
ale nasi hmotnost jako to, co naméfime na osobnich vahach, pak uz ma smysl se o néjakém
zlehceni bavit. Osobni vahy totiZ nejsou nic jiného nez sofistikovany silomér, ktery méri tlakovou
silu, kterou pisobime na podlozku. O co ndm tedy ptjde je relativni zména této sily mezi
jednotlivymi pfipady (konjunkce a isolovand Zemé bez Slunce a planet).

Daéle je nutné si uvédomit, ze soustava naseho pozorovatele neni inercidlni. Jednak proto,
ze Zemé rotuje kolem své osy, a taky proto, ze v pripadé konjunkce se diky silovému pusobeni
ostatnich objekt pohybuje se zrychlenim o velikosti ag(—7,) smérem ke Slunci a k planetam (at
uz je zrychlen{ linedrni nebo dostredivé, je to jedno). Plisobi zde tedy fada fiktivnich sil, coz se
nam promitne do pohybové rovnice naseho pozorovatele v soustavé spojené s jeho pozorovacim
mistem. Déle také vime, Ze v této soustavé je pozorovatel v klidu, tedy vyslednice sil na ného
pusobicich je nulovy vektor, a dostdvame nasledujici podminku pro velikosti sil
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R+ mag(—r, + R,)+ Fo —m —F,=0,

'To miizeme obecné charakterizovat jako silové piisobeni na objekt v disledku piftomnosti nehomogenniho
silového pole, které ma ¢asto deformacni Géinky.
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kde m je hmotnost pozorovatele-proroka, R je velikost reakce podlozky (ta nds velice zajim4,
nebot je rovna velikosti tlakové sily, kterou piisobime na podlozku, viz vyse), R, je polomér
Zemé, ag(—r, + R,) je velikost gravita¢niho zrychleni zptisobeného planetami a Sluncem (vSim-
néme si, ze se lis{ od hodnoty pro stfed Zemé, coz bude kli¢ové), F, = mw?R, je velikost
odstredivé sily zpusobené rotaci Zemé tihlovou rychlosti w, G je Newtonova gravitacni konstan-
ta a, kone¢né, Fy je velikost setrvacéné sily zpusobené zrychlujici Zemi se zrychlenim ag(—7s),
takze Fy = mag(—r,). Pfesuneme-li pak Zemi do velké vzdalenosti ode vSech planet a Slunce
(ale ponechdme-li ji rotovat kolem vlastni osy), odpadnou ndm ¢leny mag(—r, + R;) a Fs a pro
novou velikost reakce Ry mizeme psat rovnici

Gm,
R2

Oznaéime-li hledanou relativni zménu reakce (a tedy i tlakové sily na kryt vah) x = (R—Ro)/Ro
(x < 0 pokud se jednd o zlehéeni, x > 0 pokud o ztézknut{), mizeme psat

R0+F0—m :0

_ mag(—rz) — mag(—rz + RZ) _ ag(_Tz) - ag(_"'z + Rz)

- - R2.
m<he — F, Gm, — w?R}
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Jak jsme jiz avizovali, tato relativni zména zavisi na rozdilu gravitaé¢niho zrychleni od Slunce
a planet mezi povrchem a stfedem Zemé, tedy na tom, jak rychle se zrychleni méni se vzdéle-
nosti.

Posledni, co musime udélat, je explicitné vyjadrit ag(—r,) — ag(—r, + R,), coz uz bude
to slibované dosazeni do vzorecku. Uzijeme-li Newtonova zdkona vSeobecné gravitace, mame
pro ag(—r;) a ag(—r, + R,) vztahy

5
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kde indexy 1 az 5 znaci veli¢iny prislusejici po radé Slunci, Jupiteru, Saturnu, Uranu a Neptunu
(r; jsou vzdalenosti objekti od Slunce, m; jsou jejich hmotnosti — r1 je tedy zfejmé nula, nebot
se jednd o vzddlenost Slunce od Slunce). Kdybychom se nestarali o eleganci naseho vysledku,
mohli bychom ted klidné vzit ¢iselné hodnoty vsech velic¢in a dosadit. Dosazovani by to ale bylo
amorné, tak si to nejdiive trochu usnadnime. V§imneme si totiz, ze R, < r; pro vSechny mozné
indexy j, které jsou k méni, a tedy, ze R,/r; < 1. Nic ndm tedy nebrani, abychom ve velkém
nasadili aproximaci (1 + z)” = 1+ rz pro z,r € R : < 1. Povytykdme jmenovatele zlomku

a dostaneme .
- m]‘ Rz
ag(_rz +Rz) ~ Gz; (Tz +7’j)2 <1 + 27‘2 +7'j) )
i=

¢imz nahlédneme, ze po odecteni od ag(—7,) se ndm vSe ndramné zjednodusi na
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ag(—r,) — ag(—r, + R,) =~ —2GR, Zm
z J
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a tedy konec¢né
5
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Tot nas obecny vysledek. Vidime, ze zfejmé x < 0 a jde tedy opravdu o zlehéeni, nebot pokud by
byl jmenovatel rovnéz zaporny, tak by disledky tohoto faktu byly zfejmé daleko destruktivnéjsi
nez prorokovand konjunkce. Déle upoutejme nasi pozornost na tfeti mocniny ve jmenovatelich —
to ndm 7Fika, zZe zlehCeni zdvisi na minus tfeti mocniné vzdalenosti planet a Slunce od nés,
coz jsme jiz prorokovali, kdyz jsme tvrdili, ze x bude zaviset na gradientu pole. To je totiz
amérné 1 /r2 vzdalenosti od gravitujicitho objektu a ti pokrocilejsi z vas uz vi, ze derivovanim
této zdvislosti opravdu dostaneme timéru 1/r.

Dulezitou lekci tedy je, ze nase zlehceni nezéavisi tolik pfimo na intenzité rusiciho gravi-
tacniho pole planet jako spiSe na mife jeho nehomogenity, ¢imz se dostdavame ke slapovému
pusobeni, které jsme zminili na zacatku. V obecném piipadé pak vzdy plati, ze jeho intenzita je
vzdy imérnd gradientu daného pole, coz nas ve tfech rozmérech privadi ke studiu tenzort. Jako
cviceni si dovolime ¢tenafi prenechat ditkaz mozné ponékud prekvapivého tvrzeni, ze uvazime-li
situaci pro stejné podminky, akorat o ptlnoci misto v poledne, dostaneme opét zlehcent, které
bude priblizné stejné, jako to, co jsme pravé spocetli. A pokud bychom chtéli byt v nasich
vypoctech naopak jesté presnéjsi, je tfeba zahrnout efekt zpusobeny nebodovosti Zemé, coz coz
se projevi efektivni zménou jeji hmotnosti v Newtonové vztahu pro gravitacni silu, kterou na
ni Slunce pusobi. Ukazuje se, ze tento efekt neni az zas tak zanedbatelny, jak by se mohlo
zdat, fadoveé odpovida zlehceni, které je zpusobené Jupiterem a je vétsi nez zlehceni zpusobené
ostatnimi planetami. To nas ale nakonec stejné prilis netrapi.

Abychom totiz nezapomnéli, zajim4 nds rovnéz ¢iselnd hodnota . Jesté jednou a naposledy
Slunce. Také je od nds v dané konfiguraci asi Sestkrat ddle nez Slunce (ostatn{ planety jsou jesté
lehéi a jesté vzdalengjsi). A jelikoz vysledny efekt zavisi na minus tfeti mocniné vzdélenosti,
bude zlehéeni zptisobené Jupiterem Fadové 10°krat mensi ne# zlehen{ zpiisobené Sluncem. Vliv
Jupiteru a vsech planet lze tedy naprosto bezpecné ignorovat. A konecné, snadno ovérime, ze
relativni chyba zptisobené zanedbanim korekce na odstfedivou silu zpusobenou zemskou rotaci
je fadu 1073, a tak fekneme, Ze ndm piili§ nevadi. Tim se dostdvame k opravdu findlnimu
a krasnému vztahu
msol B

my, o’

X~ —2
ktery po dosazeni dava x ~ —5- 1072, a my tedy budeme lehéi ¥f4dové o 107° procent. Jelikoz
jsme ale opréavnéné vymazali vliv ostatnich planet, musime se smifit s tim, Ze k této katastrofé
dochézi kazdou rovnodennost (a v mensi mife de facto kazdy den).

Komentar k doslym resenim

VSichni fesitelé az na jediného, kterym byl Filip Murdr, vySe zminény hacek v feseni neobjevili
a tak drtiva vétsina z vés dospéla k vysledku 0,06 %, coz je preci jen ponékud hodné. Nutno ale
zminit, ze ndznak spravné myslenky se objevil i v fesenich Viktora Skoupého a Daniela Slezdka,
a i jim tedy patfi bonus a vééna slava. A v neposledni fadé, Martin Kihoulou a Jirka Guth se
v TfeSeni zabyvali frekvenci, s jakou takovato konjunkce nastane, poptripadé jak na tom budou
i ostatni pozorovatelé, nejen ti na rovniku. I ti tedy byli po zasluze odménéni.

Nicméné, prvotnim ucelem tlohy bylo opravdu pouze srovnat intenzity gravitacnich poli
od ruznych objekti ve Slunecéni soustavé, coz jste tedy vsichni spravné intuitivné vycitili a své
body po zésluze obdrzeli. Pochvalu zaslouzi obzvlasté ti, co si uvédomili, ze planety nemaji na
situaci vyznamny vliv ve srovnani s vlivem Slunce.
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Budiz tedy pro vSechny ponaucenim, ze i zddnlivé samoziejma4 situace nemusi byt samozrej-
m3 a ze je tfeba vse Tesit peclivé, protoze ne vzdy je nase intuice ten spravny nastroj k chapani
fyzikalni reality.
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