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Uloha IV.S ... seridlova 6 bodi; prumér 1,88; Fesilo 8 studentl

a) Spirdlni galaxie miZeme velmi hrubé popsat logaritmickou spirdlou

r(p) = 7(0) exp(p tg @),

kde r a ¢ jsou polarni souradnice a ® je tihel otevieni odpovidajici tihlu, ktery svira kolmice
k privodici s te¢nou ke spiréle (iihel otevieni roste ve sméru hodinovych rucicek, vyjadrujeme
jej v radidnech, pricemz hodnota muze nabyvat vice nez 2n). Zvazme ® = 10°. Odvodte
vztah pro pomeér vzdalenosti dvou sousednich zavitii téhoz spirdlniho ramene od centra
galaxie. Jak by se pomér zménil, kdyby ramena byla ¢tyfi (rovnomérné rozlozend). Vyjadrete
vzdélenost pro sousedni ramena v r(0) = 8kpc.

b) Uvazujte nekonecny vesmir s konstantni hustotou hvézd a bez extinkce. Vyjddriete vztahy
pro integralni a diferencidlni pocet hvézd v zavislosti na zdanlivé hvézdné velikosti. Co se
stane, bude-li zdanliva hvézdna velikost velka?

Bonus Jakd je pravdépodobnost, Ze dvé hvézdy se nam v galaxii promitnou za sebe? Uvazujte
osamocené hvézdy, ne dvojhvézdy.

Janapka.

Spiraini galaxie

V prvé radé chceme odvodit vztah pro pomér vzdélenosti dvou sousednich zaviti. Jedna se
o jedno a to samé rameno, takze musime uvazovat, co se bude ménit podle ¢eho. Vzdalenost
od stfedu galaxie se zjevné bude ménit s thlem . Zmény nejsou skokové, ale naopak docela
malé, a pordd musi platit, ze jde o logaritmickou spirdlu. Chceme-li malé zmény vzdalenosti od
stfedu, budeme derivovat podle ¢ (ostatné na ni¢em jiném r zavislé nenf).

r(p) = r(0) exp(p tg @)

dr
0 tgP)tg P,
a5~ 7(0) exp(p tg @) tg
kde 7(0) je konstanta. Podivame-li se pozorné na vztah, zjistime, Ze se ndm v derivované spiréle
opét objevilo r(p). Mlizeme ji pfepsat

dr

@:T(w)tgfb,

coz je velmi jednoduchd diferencialni rovnice, kterou lze vytesit metodou separace proménnych.

g =tg &dyp
/ dr / tg Pdyp
[Inr]§ = [ptg ®]§

r(®)
In——= =ptg®
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coz je obecny vztah. Nas zajimé, jak je tomu po jednom zdkrutu. Jeden zdkrut je de facto
opsani kruhu, coz je 2n. Zaroven vztah zlogaritmujeme

r(27)
r(0)

coz je vztah, ktery jsme chtéli. Dosadime-li ® = 10°, dostaneme pomér 1 : 3,03.

V pripadé, ze budou spirdlni ramena Ctyfi, musime se zamyslet nad tim, jak vlastné bude
vypadat obrazek galaxie. Mezi kazdé dva zavity jednoramenné galaxie musime vméstnat tii
dalsi. Spirdla bude zdanlivé pouze ¢tytikrat hustéji namotand. V praxi to znamené, ze vztah
pro logaritmickou spirdlu zménime na r(p) = r(0) exp(4dp tg ®). Pocitdme tplné stejné jako
v predeslém pripadé.

= exp(2rntg ),

coz je po tpravé +/r(2n)/r(0) = exp(2ntg ). Po dosazeni /1 : 3,03.

Nakonec se ptame, jakd je vzdalenost pro sousedni ramena Slunce. Predpoklddejme, ze
Slunce lezi nékde mezi rameny. Prostor mezi rameny mé stejny tvar jako ramena samotna,
nicméné vzhledem k tomu, ze hustota hmoty je zde vyrazné mensi, tvori jen jakasi virtudlni
ramena, kterd ndm pomohou ve vypoctu. Predpoklddejme, ze Slunce se nachézi v jednom
takovém virtudlnim rameni (coz je pfedpoklad nutny, abychom zkoumali jeho vzdélenost od
dvou ramen skuteénych). Ramen virtudlnich i skuteénych méme dohromady osm. Budeme
pocitat uplné stejné jako v predeslém pripadé, ale zapocitdme i virtualni ramena. Pomér se tak
zméni na

o/ T(2m
r(0)

Pro sousedni ramena pomér mame vycisleny jako /1 : 3,03, spocitdme vzdélenosti a dosadime
vzdélenost Slunce r(0) ze zadani

=exp(2ntg P).

{/3,03 — {/1/3,03 = 0,287(0) = 2,2kpc.

Vzdélenost mezi dvéma rameny, mezi kterymi se nachazi Slunce, je 2,2 kpc.

Pocitame hvézdy

V textu seridlu je uveden vzorec pro pocet hvézd mezi nami a danym objektem
d
Nu (M, S,Q,d)dM = (/ nar (M, S,Q,T)Qrzdr> dM .
0

Zamyslime se nad tim, jaké jsou v zadani predpoklady. Konstantni hustota ndm rika, ze
ndm zmizi zdvislost na prostorovém thlu a vzdalenosti od pozorovatele nas(M,S,Q,r) =
= nym(M,S) = konst. Vzhledem k tomu, Ze nezapocitdvdme mezihvézdné zéervenani, tedy
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extinkci, nebude se ndm ménit ani absolutni hvézdné velikost hvézd, tzn. zmizi faktor dM.
Zahrneme-li tyto predpoklady, mizeme tento vztah prepsat jako

¢ Qd®
Na(M, S, Q,d) = na (M, S)Q/ rdr = = (M, S).
0

Pro vyjadreni ve zdanlivych hvézdnych velikostech si vzpomeneme na starou dobrou Pogso-
novu rovnici ve tvaru m = M +5log;, d — 5. Odtud si mizeme vyjadrit d a vySe uvedeny vztah
napiseme ve tvaru

Nu(M,S,Q,m) = %nl\/l(M, 5)103(7”71\/“5)/5 = %TLJM(M7 S) exp (ln 103<m7M+5>/5) =

= 9nM(M, S) exp (3(m—]\4+5)1n 10) .

3 5
V textu seridlu je uveden i vztah pro diferencidlni pocet pocet hvézd
N (M, S,Q
At (M, S, 9, m)dMdm = Wd]\wm ,

ktery muzeme prepsat podle nasich tvah jako

Nu(M,S,Q,m)
dm

Inl
= HTOQTL]\/](M7 5)103<M7M+5)/5
In10—
_ 3 ONM(M, S,Q,m),

AIM(M, S,Q,m) =

coz je vysledny vztah. Zkusme se zamyslet nad tim, co se stane, kdyz bude velmi velké m.
Abychom zachovali konstantni pocet hvézd, tihel €2 bude velmi rychle divergovat s tim, jak m
poroste. Dojdeme k tomu, Ze v nekonecéné vzdalenosti by k ndm mélo dochdzet nekonecné
mnozstvi svétla. Jedna se o tzv. Olberiv paradoz.

Olbertuv paradox je znamy také jako paradox tmavé noci. Za nasich predpokladi by obloha
v noci totiz méla byt spiSe jasna. Piedstavme si jakési slupky o urcité tloustce. V jedné slupce
je urcity pocet hvézd, ale v téch nasledujicich, které jsou vétsi a vzdalenéjsi pocet hvézd roste.
Nicméné jelikoz jsou vzdalenéjsi, klesd intensita svétla, které k pozorovateli doputuje. Nako-
nec kazd4 slupka bude v souctu zarit stejné. Mame-li nekonecny vesmir, slupek je nekonecné
mnoho a obloha v noci musi byt jasnd, k ¢emuz jsme dosli i nasim vypoctem. Kde je chyba
v predpokladech? Prvnim chybnym predpokladem je nekonec¢nost vesmiru, ten méa totiz ko-
necné stari. Hvézdy se navic netvorily od prvopocatku vesmiru. Existuje tedy pouze konecny
pocet hvézd, ktery mizeme spatrit. Také jsme zanedbali extinkci, coz v realité nelze udélat.
A nakonec ¢erveny posuv (diskutovany ve druhém dile seridlu), diky némuz se zafeni posune
do okem nespattitelnych vinovych délek.
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