Fyzikalni korespondenéni seminat UK MFF roénik XXIV &islo 4/7
Mili resitele!

Pravé jste dostali feseni 3. série tiloh Fyzikalniho koresponden¢niho seminéfe a spolu s nimi
také zadani série nové.

FYKOS se dostava do druhého polocasu a je tfeba zalit FeSit na plny plyn! Rozjedte svou

vitéznou sérii a probijte se vysledkovou listinou na pfedni mista, abychom vés pozvali na jarni
soustfedéni. Je o co stat!

Vasi organizatori

Zadani IV. série

Termin odeslani: 7. brezna 2010
Termin doruceni: 9. brezna 2010 18:00

Uloha IV.1 ... rozcvicka

a) napnutd struna
Frekvence kmitli napjaté struny zavisi na jeji délce [, sile F', kterou je struna napjata,
a na délkové hustoté g;. Urcete z téchto tidaji vzorecek pro frekvenci struny pomoci roz-
mérové analyzy.
b) doli
Méjme cinku, jejiz zédvazi maji tvar diski, které jsou blizko u sebe. Tycku omotame jed-
nou provazkem a ¢inku spustime, jak rychle pada, pokud se nesmyka? Disky maji hmotnost
m a polomér R, tycka je nehmotné s polomérem r.

Uloha IV .2 ... hod ho do Slunce!

Karel se rozhodl zahodit svij seSit matematické analyzy na Slunce. Poradite mu, jakou
miniméalni rychlost seSitu musi udélit, aby sesit na Slunce dopadl? Pro jednoduchost zanedbejte
odporové sily, Zemi a Slunce povazujte za hmotné body, seSit vypoustime ze vzdalenosti Rz =
= 6378 km od hmotného bodu symbolizujictho Zemi, vic¢i kterému je sesit v klidu a Zemé obiha
Slunce po dokonalé kruznici. Konstanty, které se vam budou hodit: ¢ = 6,67 - 10~** Nm?kg 2,
Ms=20-10"kg, Mz =6,0-10%*kg, a = 1AU = 150 - 10° m.

Uloha IV .3 ... naSe staré hodiny liji étyfi hodiny
Navrhnéte tvar prelévacich hodin, aby ubyvala vyska hladiny linedrné s asem. Za uvazovani
povrchovych efektii, vnitiniho tfeni apod. mizZete dostat body navic.

Uloha IV .4 ... sama doma

Terka J. miva vétSinou skvélé ndpady. Treba minulé pondé€li si od svého oblibeného der-
matologa pfinesla 5 litrti kapalného dusiku a ihned ho vylila na zem ve své ubikaci. Ve stfedu
pro zménu odcizila na Cerpaci pumpé 5 litrit benzinu, ktery zdhy vylila do umyvadla a zapa-
lila. Mohlo se Terce néktery den udélat nedobie v dusledku jejich kratochvili? Aneb jak se
v obou pfipadech zméni teplota, tlak a koncentrace kysliku v ubikaci, pokud tato je dokonale
neprodysnd, tepelné izolovand a rozmérd 3 x 3 x 4m3?
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Uloha IV .P ... michdni barev

Chceme-li na monitoru poc¢itace zobrazit azurovou barvu, musime rozsvitit cerveny a modry
segment. Azurova barva odrdzi v nejjednodussim piipadé svétlo dvou vinovych délek (modré
a ¢ervené), déle pokud budeme mit modrou barvu, tak tato bude odraZzet modré svétlo a éervend
obdobné. Kdyz smichdme modrou a ¢ervenou temperu, vyslednd smés bude mit fialovou barvu,
protoze modra slozka pohlti vSe az na modrou a obdobné také Cervena. Proto ze smési téchto
barev budeme pozorovat pouze ty vlnové délky, které odrazeji obé€ slozky. Predstavte si, ze
tempery jsou slozeny z malych kapicek. Jak bude zaviset vysledny zrakovy vjem na jejich
velikosti?

Uloha IV .E ... vejce sebevrah

Z jaké nejvyssi vysky mizete shodit obycejné slepici vajicko na tvrdou podlahu, aniz by se
nakiaplo? Co kdyZ vajiko natésno obalime néjakym mékkym obalovym materidlem (tj. papir,
bublinkova folie apod.) s tloustkou nejvyse 5 mm? Z kolikrat vyssi vysky ho pak miZeme pustit,
aniz by se néjak viditelné poskodilo? Vyzkousejte nékolik rtiznych obali.

Reseni lll. série

Uloha III1.1 ... rozcvicka (4 body; primeér 1,90; fesilo 20 studentt)

a) dr. Nec
Terka byla o vikendu tahat dievo. Objem dieva se méii dvéma, zpiisoby: na kubiky (1 m?®
dievo-hmoty bez vzduchovych mezer mezi klidami) a na plnometry (1 m® i s mezerami).
Naleznéte prevodni vztah mezi témito dvéma jednotkami (tj. kolik plnometri odpovid4 jed-
nomu kubiku) v zdvislosti na poloméru kldd, ze kterych se sklddd hranice. Klddy povazujte
za dokonale hladké valce, které se skladaji na sebe.
b) bublifuk
Foukame do mydlového povrchu na pocatku kruhového tvaru tak, aby mél tvar kulového
vrchliku o poloméru r. Odhadnéte, jakou rychlosti do néj musime foukat?
Dohromady (se) dali Terka a Jakub.

Dr. Nec

V zadani jsme se trochu, trosicku spletli. ZkuSeni dfevafi ndm to snad odpusti, a znali
fesitelé chybu objevili. Prodejci dfeva, tedy ti vSichni dr. Necové a dr. Vostépové, pouzivaji
troje rtizné jednotky pro méfeni jeho mnozstvi. Tou prvou je skuteény objem dfevni hmoty,
tj. krychle o hrané 1 m zcela vyplnéné dfevem. Takto mérené mnozstvi dieva se udava v pino-
metrech a znadéi se pismeny plm.

Castéji se v8ak pouziva prostorovyj metr, co je opét krychle o hrané 1 m vyplnéné poleny,
a tedy se zapocitavaji i vaduchové mezery mezi nimi. Dievo je vSak urovnané, a proto jsou
tyto mezery dosti malé. Nize vypoctem zjistime jak moc malé. Prostorovy metr se oznacuje
symbolem prmr, kde posledni r znamend rovnané.

Kone¢né se mizete setkat jesté s prostorovym metrem sypanym. Predstavte si hromadu po-
héazenych nasekanych Spalki dfeva, v niz vymezite krychli o délce hrany 1 m. Takové mnozstvi
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dfeva odpovida jednomu sypanému prostorovému metru, 1 prms. Toto pocitat nebudeme, ale
vlivem velkych mezer mezi Spaliky je zde jen asi 40 % dfevni hmoty.

Uvazujme nyni kulatiny vzorné srovnané na zelezni¢nim vagénu nebo na ndkladnim auté.
Nakladovy prostor je vymezen jednak podlahou, a po stranach také klanicemi. Pfedpokladejme,
ze vzdalenost mezi nimi je celo¢iselnym nisobkem polomeéru klad R, tedy Ze dolni vrstva je
tam narovnana tak ,akorat“. Pfi pokldadani druhé vrstvy se pak dievo skutdli do mezer mezi
klddami v prvé vrstvé. Treti vrstva bude vS8ak podobné jako prvni zarovnéna tak akorit. A tak
dale.

Na vagénu tedy mame nékolik typt mezer. Diky tomu, Ze klady jsou dokonalé vélce, mizeme
celou situaci zkoumat pouze ve dvou rozmérech. Zakreslili jsme ji do obrazku 1. Vidime celkem
t¥i typy mezer: (i) mezi trojici sousednich kldd, (ii) mezi dvojici =
klad a sténou, (iii) mezi trojici kldd a sténou. Vypocitame plo-
chy vSech téchto geometrickych atvart, ackoli pro feSeni tlohy
to neni nezbytné nutné.

Pro vypocet obsahu 51 vyuZijeme rovnostranny trojihelnik
o délce strany 2R. Protoze soucet vnitfnich thld v trojihelniku
je ©, muzeme okamzité napsat

- (-5).

Obr. 1. Slozené klady
kde v/3 je poztistatek po vyice tohoto trojihelniku.
Druhéd mezera mé obsah Ss, ktery zjistime diky obdélniku o rozmérech 2R a R. Pak jiz
velmi snadno uréime
Sy = R? (2 — g) .

Konecné se dostavame k posledni moznosti. Velikost plochy S3 je souc¢tem nékolika ¢asti:
prvné tam je celd Sa, i kdyz rozdélend na dvé poloviny, dale obdélnik o strandch € a R a kone¢né
ten zbytek, jakysi ve tfech strandch ,propadly“ ¢tyiftahelnik. Jeho plochu ozna¢me Si. Tedy
Ss =83+ ¢ecR+ Ss.

Nejprve zjistime velikost €. Je to vzdalenost mezi dvéma kladami ob vrstvu. Pouzijeme opét
rovnostranny trojihelnik se stranou 2R. Jeho vyska je v3R. Odsud /2 = V3R — R, a tedy
e=2R(V3 —1).

Nyni vySetfime plochu S4. PouZijeme k tomu rovnoramenny trojthelnik s délkou ramen
2R a zdkladnou 2R + . Jeho vysku ozna¢me w a podle Pythagorovy véty pro ni plati w =

=4/4R? — (R + %5)2 = R. Tedy rovné strana tohoto ¢tyruhelniku se dokonce dotyka protéjsi
kulaté. Je jeji te¢nou. Ted uZ snadnou vyjédiime

3 'TYR2 2 0y
Dohromady proto S3 = (3\/5 — 'n) R2.

Nyni je tfeba si rozmyslet, kolik kterych mezer v jednom plosném metru je. Tady nam
nezbude nez zvolit vhodny primér kldd. Predpokladejme, Ze klady naklddame na viz rady
Smmps, ktery méa loznou &¥ku'! 3100 mm. Primér klad zvolme napf. 310 mm, tj. R = 155 mm,
a sklddejme je do sedmi vrstev po deseti, respektive deviti kusech. Viz tedy celkové pojme 67

1) Viz http://vozy.cdcargo.cz/katalog vozu/plosinove-vozy/smmps-54.html.
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kulatin, pfi¢emZ mezer mezi nimi bude véru pozehnané: 5 - (9 + 8) prvého typu, 2 - 10 druhého
(uvédomte si, Ze dvé mezery v rozich jsou polovinou jedné u stény) a 2-3 posledné jmenovanych.

Celkovy priijezdny profil ndkladu ohrani¢eného obdélnikem je soucinem $itky dolni vrstvy
a celkové vysky

P=2nR (2R[4m] +|tm|) = 4nk? ([3m] + |3m| (V3= 1)) =5,955m®,

kde n je pocet klad v nejnizsi vrstvé a m pocet vrstev. VSimnéte si vyuziti dolni a horni ¢asti
podilu m/2 pro odlieni rizného mnozstvi stromi v sudych a lichych vrstvach.
Nas vSak zajima pomér dievni hmoty a celkem zabraného mista

([3m|n+ sm]em-1) =R (119439
P C4-10(4+3(V3-1))

Toto &islo je pomérné dobrym vysledkem. V praxi je pfevodni konstanta podstatné nizsi (ob-
vykle 0,65 aZ 0,8), nebot stromy nejsou vélce a nejde je ,nacpat“ pfimo na sebe jako v této
modelové situaci.

Bublifuk

Bublifuk je oblibend détskd hracka, a proto mizeme predpokladat, ze kazdy si vyzkousel
vyfouknout néjakou tu mydlovou bublinu. Kromé ur¢ité intenzity foukani to vSak vyzaduje
i nemaly cit. Prili§ prudky vitr totiz bublinu roztrhne. Zabyvejme se pro tentokrat minimalni
silou foukani, aby se bublina zdarné nafoukla.

Foukanim udélujeme molekuldm vzduchu urcitou hybnost. Ty pak nardzeji na mydlinovou
blanu tato jejich hybnost se zuzitkovava pro udrzovani vypouklého tvaru mydlové blany, nebot,
jak znamo, kapalina se snazi zaujmout takovy tvar, aby jeji povrch byl co nejmensi. To je
zptisobeno existenci povrchového napéti, které vyvolava silu, jez se snazi povrch bldny vratit
do rovinného tvaru. Pro jednoduchost budeme uvazovat, ze veSkera hybnost pohybujiciho se
vzduchu se vyuzije k tomuto ucéelu. TakZe sila vzduchu musi byt rovna povrchové sile, zpisobené
povrchovym napétim o,

v = =0,849.

& __dom R?

At ) (1)

kde ©R? je obsah vyfukovaciho krouzku a r polomér zakfiveni vypouklé blany. Zména hybnosti
vzduchu je z p = mv na 0 (dle pfedpokladu). Je-1i hustota vzduchu g, pak za dobu At na blanu
doleti vzduch o hmotnosti m = wR>*vAtp, takZe na levé strané rovnice (1) dostadvime vyraz
wR*v?p.

Dosazenim obdrzime )

2 92 4dom R
TR v o = ,
r

odkud elementdrnimi Gpravami ziskdme vysledek

40
v=4/—.
or

Nékteri Fesitelé pouzivali ve svych FeSenich integralni pocet, ale v tomto pripadé nepfinasi
prilis vétsi presnost. Kde to neni nutné, zkuste radéji tlohy fesit bez pouZiti vyssi matematiky.

Tomas Jirotka
byrot@fykos.cz
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Uloha II1. 2 ... zasekanej! ({ body; primér 2,50; vesili 2 studenti)

Jisté jste si vsimli, Ze pri podélném parkovani zpateckou se auto mize vejit i do celkem malé
mezery. Méjme auto délky L, sitky d se vzdalenosti kol |. Kola se mohou otocit maximalné
o « stupiii (tzv. ,plny rejd“). Do jak velké mezery budeme schopni zaparkovat pri pouZiti
zpatecky? A pri parkovani popredu? Jaké je idedlni parkovaci strategie? Auto musi byt samo-
zfejmé dokonale zarovnané v rfadé (tj. rovnobézné s chodnikem ve vzdalenosti maximalné dy
od chodniku) a pfi parkovacim manévru se auto smi pohybovat pouze jednim smérem, tzn.
bud doptedu nebo dozadu. Vykoumal Mdara p7i sledovdni filmu Vrchni, prchni.

Pokud si pfec¢teme jakoukoli ucebnici autoskoly, jsme nabadani k parkovani pozadu. Zku-
sime nyni vypocitat, zdali je lepsi parkovat popfedu nebo doopravdy pozadu.

Budeme fesit nikoli problém zaparkovani, ale vyjeti z parkovaciho mista. Pokud totiz néjak
otoc¢ime kola, tak se pohybujeme po stejné kfivce, jedeme-li dopfedu i jedeme-li dozadu. Toto
bude platit pro ,malé“ rychlosti parkovani, pokud bychom parkovali smykem, tak to neni
invertibilni pohyb, ale takto naprostd vétsina ridi¢i neparkuje.

Rozeberme nejdiive po jaké kifivce se pohybuje auto, pokud otoéime koly. Studujeme-li
pohyb jakéhokoliv tuhého t&lesa v roving, existuje tzv. pdl otaceni® okolo kterého dochézi
pouze k rotaci. Zkusime najit tento bod.

P4l otaceni musi leZzet na ose zadnich kol, protoZe zadni kola se nenataceji. Dale musi lezet na
osach® obou ptednich kol. Pokud by byly napiiklad obé& piedni kola otocena stejné, neexistoval
by prisecik os prednich a zadnich kol, dochazelo by ke smykani a potom bychom museli ¢asto
ménit obuti. Polomér a stfed otdc¢eni miZzeme tedy urcit pomoci jednoduché geometrie, viz
obrazek 2.

A’/

Obr. 2. Parkovéni pozadu
Uvazujme jesté pro jednoduchost shodné vzdalenosti os kol od konci auta.

Parkovani pozadu

Jak jsme uvedli vySe, budeme studovat vyjizdéni z parkovaciho mista. Idedlni strategie je
zacit zadni co nejbliZze k autu za ndmi, oto¢it volantem co nejvice doleva a doufat, Ze pravym
pfednim rohem mineme auto stojici pfed mamu. Pokud se ndm jiz toto podaii vyjedeme

2) Viz také 2. kapitola seridlu tohoto ro¢niku.
3) Zde za osu povaZujeme kolmici na rovinu kola v jeho stiedu.



Fyzikalni korespondenéni seminat UK MFF roénik XXIV &islo 4/7

napiiklad rovné. Je samoziejmé lepsi dédle zacit tocit doprava abychom tolik nevybocili do
vozovky.

Nyni se pokusme vypocitat parametry tohoto pohybu. Ozna¢me « thel o ktery je mozno
vychylit kola, L celkovou délku vozidla, d jeho $itku, [ rozvor a A velikost parkovaciho mista.
Urceme nejdrive vzdalenost g osy otdceni od levého zadniho kola. Z jednoduché geometrie
vychézi

o= lcotga.
Dale oznac¢me R vzdélenost pravého predniho rohu vozu od osy otaceni. Pro ni plati
‘ ‘ L+1\?
R* = (o+d)’ + <T) : (2)

Uvézime-li nyni pravothly trojahelnik o vrcholech: stfed otacCeni, levé zadni kolo pfed pocatkem
vyjizdéni a levy zadni roh vozidla pfed ndmi, z Pythagorovy véty dostdvame

R2:g2+<A—L2_l>2. 3)

Z rovnic (2) a (3) vyjadiime A

2
A= % \/d2+2dlc0tga+ <LT+Z> .

Dosadime-li hodnoty: L =4m, [ =2,5m, d = 1,5m a a = 40°, dostadvame
A=541m,

coz je 0 1,41 m vice nez délka vozidla.

Uvedme jeSté na zavér, Zze misto pot¥ebné k zaparkovani je jesté o néco kratsi, protoze
jsme auto modelovali jako obdélnik, ale ve skute¢nosti ma zakulacené rohy. Proto dojde ke
»krizovému* okamziku pro mensi vzdalenost mezi vozidly.

Parkovani popredu

Budeme-li opét zkoumat opacny postup, musime vyjet z mista pozadu. Nyni vSak nastava
problém a tim je blizkost chodniku na ktery bychom neméli najet. Nyni je krizovym mistem
jednak chodnik, jednak vozidlo za ndmi. Proto nastavime polomér otaceni tak veliky, aby jsme
nenajeli na chodnik a tento polomér budeme udrzovat po celou dobu vyjizdéni. Tento postup
nam ukdaze pribliznou velikost parkovaciho mista.

Najit idealni trajektorii v tomto p¥ipadé je velmi tézké, protoze pokud bychom pfednim
kolem sledovali okraj chodniku az do okamziku, kdy te¢na k pravému okraji vozu by neprotinala
vozidlo za ndmi, dostali bychom spravné feseni, vSak urcit, po jaké kfivce se v tomto pripadé
pohybuje viiz by bylo obtizné?.

Oznacime vzdalenost stfedu otaceni od levého zadniho kola p. KruZnice, po které se pohy-
buje pravé predni kolo musi byt te¢néd k chodniku. Proto z Pythagorovy véty plati

(0+d+do)? = (o+d)” +1*.
12 —2dde — di 1> — 2ddy

e 2do 2do (4)

1) Obecné jde o W-kiivku, jeji¥ pFedpis se ziskdva obtizng.

6
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Provedeme-li stejnou ivahu, kterd nas vedla k rovnicim (2) a (3), dostavame

2
R*=(g+d)’ + <%> ;

2 o L+’
R =p +(A 5 ) .

Algebraickou tGpravou dostdviame vyraz pro A, dosadili jsme za o z (4)

2
A:M+\/d2+5(l2—2ddo)+<L2[> :

2 0

Pro dp = 30 cm vychazi Ciselné

chodnik
A

Obr. 3. Parkovani popredu

Je vidét, ze parkovat pozadu je vyrazné lepsi, nez parkovat poptfedu. Pro parkovani popfedu

potfebujeme skoro dvojnasobek délky vozu. Lukés Ledvina

lukasl@fykos.cz

Uloha III.3 ... &icha¢ Ales (4 body; primeér 3,00; vesili 4 studenti)

Ales ma na koleji na policce neprodysné uzavienou valcovou prithlednou nadobu s to-
luenem, z 90 % plnou. Ales si sviij toluen pochopitelné bedlivé strezi. KdyZ se po vikendu
vratil na kolej, vsiml si, Ze se hladina toluenu v ndadobé o kousi¢ek sniZila a okamZzité obvi-
nil spolubydliciho $nEka z kradeze. Az posléze si uvédomil, Ze o vikendu zacali topit a tep-
lota v ubikaci tudiZ stoupla o 20°C. Rozieste tento detektivni pribéh a zjistéte, zda $nEk
skutecné cichal toluen. Jinak reCeno: Jak velky pokles hladiny mohla zpisobit zména tep-
loty? Mohl by si takového poklesu Ales viibec vSimnout? K reSeni Ize pouZit data uvedend na
http://en.wikipedia.org/wiki/Toluene_(data_page). Mara $lapl do hovna.

7
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Predpokladejme, Ze hustota kapalného toluenu gr ani objem nadoby V. se s teplotou T
neméni. Oznacme dale my, V, a 0o, hmotnost, objem a hustotu par toluenu v nadobé a mc
hmotnost veskerého toluenu v nddobé. Hmotnost kapalného toluenu v nadobé pak bude m.—m;,
a objem V. — V.

Je potfeba uréit, jak se s teplotou zméni pomér objemu plynné a kapalné faze toluenu
v nadobé. Pro libovolnou teplotu plati

VeV (me —mp)0p

Vb mMp Ok
Povazujice toluen za idedlni plyn s molarni hmotnosti M, dostivame ze stavové rovnice

idedlniho plynu hmotnost par
_ MpV,

m
P RT ’
kde p je (parcidlni) tlak par toluenu v nddob& a R universalni plynové konstanta. Podobné
vyjadiime ze stavové rovnice hustotu par

pM
Op = RT -
Dosadime-li uvedend vyjadfeni do vztahu pro pomér objemdu, ziskdme (po jednoduchych
dpravich) vztah pro objem par v zavislosti na teploté

MpVp _ me

Vo=V + .
P RToe o
Pro zménu objemu par pfi zméné teploty z 71 na 7> dostaneme

_ Mp(T)V (Tz) _ Mp(Th)V (T1)
RTQQk RT1Qk

Vp(T2) - VD(Tl)

z ¢ehoz konec¢né dostavame vztah

(1 B Mpg%gngk(m)

Vp(T‘Z) = Vp(Tl)

| Mp(T)V(T)
RT1 Ok
Na odkazovanych strdnkéch byl (doslova) uveden vztah:
1344.8
log;o Pagmm = 6,95464 — m .

Ten je sdm o sobé vcelku k nicemu, nebot kromé ponékud zvlaStnim zpisobem uvedené jed-
notky tlaku zadné dalsi jednotky neuvadi. Nastésti je v uvedeném c¢lanku vypsano nékolik
konkrétnich hodnot s uvedenymi jednotkami, takze metodou pokus—omyl lze uhodnout, ze
teplota T je zaddna v Celsiové stupnici.

Vztah prepiseme do rozumnéjsi podoby

3096,5

T
' 53,668

p =-exp | 20,9064 — Pa.



Fyzikalni korespondenéni seminat UK MFF roénik XXIV &islo 4/7

(Pouzili jsme pfevodni vztah 1 Hgmm ~ 1 Torr = 133,322 Pa.)

Ze zadani neni zjevné, jaka byla konkrétni teplota po AleSové piijezdu. Odhadnéme tedy
mozny pokles shora.

Tepelnd roztaznost kapalného toluenu v hornim odhadu nevadi, nebot piisobi proti zméné
objemu zpisobené odparem. Uvedend zavislost tlaku par na teploté je konvexni a teplota na
koleji zpravidla nepiesahuje 50 °C, tj. 323,15 K, ani kdyZ se za¢ne topit. Dosadime-li tedy T} =
= 303,15K, Tb = 323,15K, Vi (T1) = 0,1V, R = 8,3145J- K~ mol™", M = 92,14g-mol ™",
or = 0,867 g-mol™ !, objem par vzroste na pfiblizné na 0,10002V;, pokles je tudiz v Fadu
statisicin objemu naddoby, pouhym pohledem nepozorovatelny.

Zéavérem tedy budiz, Ze soustavné rozpousténi mozku jiz zpusobilo AleSovi stthomam, nebo
$nEk skute¢né c¢ichal toluen bez AleSova svoleni. .

Marek Necada

marekn@fykos.cz

Uloha II1.4 ... rumové ovoce (4 body; primér 2,75; ielilo 8 studentd)

Uvazujme misku, do které polozime dvé spo-
jena brcka, ktera maji tvar pismene V. Miska ma
polomér r a br¢ko se smi dotykat pouze jejich I
okraji. Urcete nejprve podminku stability a po- |
tom vypocitejte periodu kmiti bréka v soumeérné i
poloze.

Vymyslel Jakub, neZ se opil béhem labyrintu.

2r

VV’ FeSeni but’ien’le o brckach uvazovat tak., Z(? Obr. 4. Miska s breky
kazdé z nich m4 délku [ a hmotnost m. Spojend
jsou tak, ze sviraji thel 2. Miska ma priameér r. Viz obrazek 4.

Podminka stability

vy

nad ni, mald vychylka by zptsobila preklopeni. Z toho umime vypocitat podminku pro délku

brcka. )
" <1<

sina = T sina’
Ze je v poloviné brc¢ka) lezi nejvySe na ose rotace.
Dalsi podminku mutzeme klast na thel spojeni. Protoze br¢ka musi mit volny prostor ke
kmitani, musi platit o > w /4.

Perioda malych kmitd

Nejprve se podivime na moment setrvacnosti bréek. Pokud ty¢ rotuje okolo kolmé osy

v

1 2
JT: gml y

kde m je hmotnost tyce a [ je jeji délka. Ty¢, resp. bréko je ale sklonénd (o thel ©/2 — ) od
horizontaly a také nerotuje okolo osy prochézejici tézistém. Prvni problém vyfesime tvahou,
na druhy pouZijeme Steinerovu vétu.

vy

moment setrvacnosti je soucet pres vSechny hmotné elementy tyce ze soucinu jejich hmotnosti

9
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a kolmé vzdalenosti od osy. Tedy tyce jde jen o jeji primét do roviny kolmé na osu. Protoze jde
o jednoduchy utvar, mizeme tak ty¢ povazovat za kratsi, s vétsi délkovou hustotou a hlavné
kolmou na osu. Pokud zavedeme thel odklonu « tak, aby se shodoval s geometrii soustavy
bréek, bude moment setrvac¢nosti tyce vici §ikmé ose prochézejici tézistém

2 2
Jo = ﬁml cos” .

Uhel a mizeme vyjadfit jako o = 7/2 — 3, kde § je mensi tthel mezi ty& a osou.
K tomu, abychom mohli vyuzit Steinerovy véty pro uréeni momentu setrvacnosti soustavy,

potfebujeme znét polohu tézisté. Jsou-li splnény podminky stability, tézisté se nachéazi v poloze

rT pod osou rotace
r

rT = tgia — %COS (678
Prvni ¢len odpovida posunu od osy doli do vrcholu vécka, druhy od vrcholu vécka nahoru do
jeho poloviny.

Steinerova véta ¥ika, Ze moment setrvacnosti télesa viiéi ose rovnobézné s osou prochézejici
tézistém (které piislugi moment Jy) vypoéteme jako soucet Jo s mr?, kde m je hmotnost té&lesa
a r vzdalenost os. Pro pripad s brcky tedy vychazi

J =2(Jo +mry) = tmi® cos® a + 2mrt .
Cislo 2 je ve vzorci proto, Ze vé¢ko se sklada ze dvou stejnych bréek.

Ted uZ nic nebrani tomu, abychom zacali fe$it pohybovou rovnici. PouZijeme jeji zapis
jako diferencidlni rovnici. Nebudeme ji fesit, jen ukdZzeme podobnost s rovnici harmonického
oscilatoru

Je=M = Jp=M.

Uhel ¢ piedstavuje vychylku z rovnovazné polohy (viz obrazek 5).

Moment setrvacnosti jsme jiz vypocetli, moment sily také
neni tézké urcit

M = —2mgrrsingp,

protoZe sila budici pohyb je sila tihova (opét 2m kvuli dvojna-
sobné hmotnosti bréek), kterd ptsobi v t&zisti, jehoz vzdalenost
od osy zname. Jesté si uvédomime, ze malé vychylky umoziuji
pouzit aproximaci siny & ¢ (srovnej graf funkce sinz a z),
a tedy muZzeme pohybovou rovnici pfepsat do tvaru

Obr. 5. Kmitani kolem osy JSO + ngTTSD =0 R
. 2mgrr
=0
bt =F—v=0,

Ft+wilz=0.

;s . . . , 12 - ’ 2 ~
Napravo dostdvame rovnici harmonického oscildtoru (kyvadla) s dhlovou frekvenci w”. AZ na
oznaceni konstant a proménnych jsou to rovnice naprosto identické a proto mizeme Fict, ze
i vécko z bréek je harmonickym oscildtorem a jeho dhlova frekvence je

_ 2mgrr
W=/ T

10
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Hledanou periodu kmiti vypoéteme jiz jednoduchym pfevodem (7" = 2w /w) a dosazenim za
rr a J z predchozich vypoctu.

T:%\/l( r +lcosa(2lsma—3rcosa)).

5 tg o 67 cosa — 3lsina

Ales Podolnik
ales@fykos.cz

Uloha III. P ... wassermdnie (5 boddi; primér 3,07; iesilo 14 studentd)

Voda ma spoustu zajimavych, vyjimecnych a anomalnich vlastnosti ve srovnani s jinymi ka-
palinami. Podrobny vycet téchto anomalii Ize nalézt na strance http://www.btinternet.com/
“martin.chaplin/anmlies.html. Zamyslete se, jaky tyto anomadlie maji vyznam pro Zivot na
zemi, Clovéka a také techniku. Mara poslouchal Meteor.

Jak je feCeno v zadani ulohy, voda ma nejednu anomadlni vlastnost. Abychom méli préci
jednodussi, byla ndm pfimo poskytnuta webovd stranka, kterd vSechny informace o anomali-
ich shrnuje. Za velkou ¢ast anomalnich vlastnosti jsou zodpovédné nechvalné znamé vodikové
mistky. Zamysleme se tedy nad tim, jak by se nasSe Zivoty zménily, kdyby se voda nechovala
anomalné. Byl by vibec Zivot tak jak jej zndme mozny?

To, co by nds mohlo prastit do oc¢i jako prvni, je vysokd tepelnd kapacita. Jak ovliviiuje
nas zivot? Nase télo je ze t¥i ¢tvrtin tvoreno vodou a povrch planety Zemé tvori voda ze dvou
tfetin. Zkusme si pfedstavit, co by se stalo, kdyby voda méla niz$i tepelnou kapacitu. Co by
se délo s nasim télem? Na slunicku by se ndm rychle zacala vafit krev a vypafila by se ndm
z téla vétsina tekutin. (Nastésti méa voda i velkou vyparnou teploty, je tedy mozné, ze takové
smrti bychom byli usetfeni). Cekala by nas velmi rychld dehydratace.

Jednoduse feceno, voda naSemu télu zajistuje termoregulaci. Diky ni jsme schopni pfezit
v obrovském rozpéti teplot (uvédomme si, ze v 1été méme t¥icetistupiiovd vedra a v zimé
mizeme mit i dvacet pod nulou a ani jeden z téchto extrémi néas nepfipravi o zivot do deseti
minut po vyjiti ven).

Stejné to je i s nasi planetou. Voda je nezbytnd pro regulaci teplot. Pro ilustraci staci
jednoduchy priklad. Ocitneme-li se na pousti, kde je malé vlhkost vzduchu a voda se tam skoro
nevyskytuje, budeme vystaveni velkym vykyvim teplot. V noci se neobejdeme bez teplého
spacdku a poradného obleceni, a pres den je zase teplo, Zze muzeme chodit v Sortkach a tricku.
A tenhle teplotni vykyv nastane prakticky ihned po zdpadu, resp. vychodu Slunce. V tropech
se naopak no¢ni teplota od té denni moc nelisi, teplo je tam pordd. Krom toho tuto vlastnost
vody vyuzivame velmi ¢asto pfi chlazeni nebo naopak pfi topeni.

Dal3i a velmi zndmou anomélni vlastnosti je fakt, ze voda méa nejvyssi hustotu pii 4°C
a pii mrznuti expanduje. Jak se tato anomadlie projevuje? Kdyby neexistovala, téZzko by se
ve vodnich nddrzich udrzel n&jaky Zivot. Ochlazujeme-li vodu pod zminéné 4 °C, jeji objem
poroste a klesne hustota. Takovato voda se dostane na povrch vodni plochy, kde se jeji teplota
nadéle snizuje, az zmrzne. Dole pak ztistane voda s nejvyssi hustotou, ktera poskytuje ttocisté
rybam a dal$im obyvatelim vod.

S roztaznosti vody pfi chladnuti a faktu, Ze voda je dobrym rozpoustédlem souvisi také
eroze. Natece-li voda do puklinky ve skdle a zmrzne, puklinka se signifikantné rozsifi a narusi
strukturu skaly. Stejny efekt postihuje cesty po zimé, proto jsou kazdoro¢né tak rozbité (¥idici
jist& vi své). Vratme se ale ke zminéné skéle. Eroze jako takovd je nezbytnd pro formovéni
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ptudy. Kdyby zustaly skaly skalami, sotva by se né&jakd puda vytvofila. S tim souvisi i to, Ze
omilé-li voda skdly v na minerdly bohaté oblasti, snadno s sebou odnasi pravé ony minerdly,
které se v ni rozpoustéji. Koneckonct i to mé pozitivni G¢inky na nas organismus. Kdyby voda
nebyla dobrym rozpoustédlem, té€zko by se nam po téle transportovaly ziviny.

Dalsi anomdlni vlastnosti vody je jeji nebyvale vysoké povrchové napéti. Podivime-li se
do tabulky, zjistime, Ze hned po rtuti mé voda druhé nejvyssi povrchové napéti. To umoznuje
nejednomu vodnimu zivoc¢ichovi pohyb po vodé. Tahle anomélie nemda vliv pouze na vodni
zivocichy, ale i na ¢lovéka. S vysokym povrchovym napétim souvisi kapilarni jevy, které hraji
dilezitou roli v lidském téle a u rostlin. Nebyt kapilarnich jevi, rostliny by nebyly schopny
transportovat vodu od kofent do listi.

Mezi anomalni vlastnosti vody fadime také jeji nizkou teplotni roztaznost. Kdyby tomu tak
nebylo, cely systém topeni by nam byl k ni¢emu. Jen co bychom zvysili teplotu v trubkach,
roztrhali bychom je. Tuhle anomalii ocenime zejména pohybujeme-li se v technickych kruzich.

Tento vycet anomalii vody, které maji pfimy vliv na néds a svét okolo by se samoziejmé dal
rozsifit. Vypsany jsou jen ty, jejichz vliv je nejvyraznéjsi uz prvni pohled.

Jana Polednikova
janap@fykos.cz

Uloha II1. E ... papir (8 bodi; primér 5,11; vesilo 9 studenti)

Zmérte, jak zdvisi prisvitnost papiru na uhlu, pod kterym je sklopeny. Mame soustavu
oko papir zarovka v jedné primce. Mérime zavislost intenzity proslého svétla na thlu stoceni
papiru vzhledem k ose aparatury. Oc¢i si vypdlil Jakub

V této experimentalni tloze zkoumame velice komplexni pfipad; k méfenému signdlu pfi-
spiva hned nékolik jevi. Proto bychom v teoretické ¢asti méli provést vycet téchto jevii, pokusit
se je srovnat podle vyznamu, uvést pripadné zjednodusujici pfedpoklady a na zévér navrhnout
vhodnou modelovou funkci.

Teorie

a) Kanceldrsky papir je bily a velké mnozstvi svétla se od jeho povrchu odrazi. Budeme-li
predpokladat, Ze intenzita odrazeného svétla nezavisi na thlu dopadu, pak miZeme tento
jev zahrnout do veliiny Iy, tedy intenzity svétla na vstupu do materidlu papiru ¢ili efektivni
intenzity svétla vychazejiciho ze zdroje.

b) Nejvétsi ¢dst svétla se pohlcuje v materidlu papiru. Materidl budeme v prvnim pfibliZeni
povazovat za homogenni (v kazdém misté objemu jsou stejné vlastnosti) a izotropni (v kaz-
dém sméru budou platit déle uvedené vztahy). Pak miZeme vyuzit Lambertiv-Beeriv
zdkon pro intenzitu svétla po prichodu absorbujicim materidlem tloustky d

—ed
Imax = IOe 5

kde s je absorp¢ni koeficient a I je intenzita svétla vychézejiciho ze zdroje (na vstupu).
c) Vyznamnd Cast svétla se rozptyli do jinych smérd, nez byl ptivodni smér chodu paprski
ze zdroje. Rozptyl nastédva jak v objemu, tak na povrchu papiru, nicméné popis téchto
pfipadd by byl velmi slozity s ohledem na slozitéjsi strukturu kancela¥ského papiru. Po-
kud posvitime na kancelarsky bily papir zezadu napf. Cervenym laserovym ukazovitkem,
uvidime zepfedu v misté dopadu laserového paprsku jasnou stopu. Tato stopa bude velmi
dobfe patrnd, i kdyz se na plochu papiru podivame z velmi Sikmého dhlu. Tzn. na povrchu
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kancelarského papiru se svétlo po prichodu rozptyluje prakticky do vSech smérti daného

poloprostoru. V prvnim pfiblizeni mizeme pro velmi S§ikmé thly jeho intenzitu povazovat

za konstantu Ing. Do této konstanty pak v principu miZeme zahrnout pfipadné svételné
pozadi (background).

Zminili jsme nejvyznamnéjsi jevy a prispévky k méfenému signdlu. Zbyva dofesit geometrii
tlohy, jak se zméni intenzita svétla I(«) pfi naklonéni kancelafského papiru o thel «. Oceka-
véame, 7e pro kolmy dopad (o = 0) naméfime pravé maximélni moznou intenzitu 1(0) = Iynax,
pro niz plati Lambertiv-Beertv zdkon vySe. Tento zdkon pouzijeme diky pfedpokladim homo-
genity a izotropie i v pfipadé naklonu papiru o dhel «, kdy pfimy paprsek ze zdroje prochézi
efektivné silnéjsi vrstvou materidlu papiru. Pro efektivni tloustku pak z geometrie plati d(a) =
= d/ cos a. Tloustku papiru d i poc¢ate¢ni (vstupni) intenzitu svétla Iy jsme zavedli vySe, proto
miuzeme zapsat Lambertiv-Beeriv zdkon pro nami zkoumanou zavislost

I(a) = Ipe =)

Nyni mtzeme zformulovat modelovou funkei, kterou se pokusime prolozit experimentélni
body zméfené zavislosti I(a).

1/ cos o
I(CY) — Ioe—;»:d/ cosa + Ibg =1 (e—xd> + Ibg — IOKl/cosa + Ibg ]

K méfenému signdlu tedy prispiva zeslabend svételnd intenzita ze zdroje kvuli absorpci
v materialu a déle intenzita svétla rozptyleného povrchem papiru, které vstupuje do detektoru
z vétsi plochy papiru, je-li tento papir naklonén zejména pod vétSimi dhly, pfip. z pozadi.
Budeme ménit thel ndklonu papiru a, zmé&fime p¥isluSnou intenzitu zeslabeného svétla I(a)
a koeficienty I, K a Iz ziskdme prolozenim experimentalnich bodd modelovou funkci. Pokud
bychom neméli jistotu v odecitani Ghlu o, pak bychom mohli je$té pridat pocCatek odecitani
Ghlu, tzn. kosinus by mél argument o — ayp.

Experiment

Pomiicky: kancelaisky papir ,office paper 80 g - m™2¢; souprava ISES pfipojena k PC, mo-
dul optickd zavora (obsahuje fotodetektor a zdroj — IR dioda); dvakrat laboratorni stojan
a svorka (jeden drzi optickou zdvoru, druhy rovny prouzek kanceldiského papiru a ukazatel
k odeéitani dhlu ndklonu), kartén pro vyznaceni thlu néklonu, izolepa, propiska. Rovnost
vzorku papiru mizeme zajistit ohnutim podél delsiho okraje a naslednou kontrolou rovinnosti.

Podminky: vzdalenost vysilace a fotodetektoru optické zavory: 27 mm, teplota: 24 °C; mé-
Feni v zatemnéné mistnosti (pozadi zanedbatelné).

Postup méfeni: Nastavime velky dhel (jak ndm dovoli délka optické zévory), kdy méme
nejmensi signdl, a vyznacime polohu ukazatele thlu natoceni na kartonu. Vzorek kancelai-
ského papiru je vidy umistén uprostied mezi vysilacem a detektorem optické zavory. Daéle
zmensSujeme Ghel o a po ustaleni signdlu zaznamename polohu ukazatele na kartén — opaku-
jeme do kolmé polohy vzorku papiru vici ose optické zavory. Idedlné zmérime asponn 10 bodu
zavislosti ().

Zpracovani a vysledky méreni: Zde jsme si tedy nepfipravili pfedem zadnou thlovou stup-
nici, ale zaznamenali jsme vSechny méfené polohy (sklony) papiru. Tento tihel sklonu o miiZeme
vyhodnotit z nasich rysek na karténu nap¥. pomoci triangulace — pouziti véty kosinové. Prislus-
nou intenzitu svétla mérenou detektorem odecitdme z grafu v ovladacim programu soupravy
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ISES, samoziejmé s odhadem mozné chyby méteni. Vysledky jsou uvedeny v tabulce, intenzita
svétla je uvedena v relativnich jednotkach.

Tab. Naméiend data

a[?] | afrad] | I(e) | Chyba I(«a)
66,3 1,157 0,07 0,01
64,8 1,132 0,08 0,01
628 | 1,007 | 0,09 0,01
60,5 1,056 0,10 0,01
57,9 1,011 0,11 0,01
54,5 0,952 0,14 0,01
50,7 0,886 0,16 0,01
46,6 0,813 0,18 0,01
42,3 0,738 0,22 0,01
35,9 0,627 0,26 0,01
30,9 0,538 0,30 0,01
25,8 0,450 0,33 0,01
20,0 0,349 0,36 0,01
14,6 0,254 0,39 0,01
9,1 0,160 0,41 0,01
0,0 0,000 0,42 -

Pro grafické zpracovéni v programu gnuplot pouZijeme zejména tyto piikazy (za thel do-
sazujeme hodnoty z druhého sloupce v radidnech):
I(x)=I0*K**(1/cos(x))+Ibg
fit I(x) ’data.txt’ using 2:3 via I0,K,Ibg
plot I(x), ’data.txt’ using 2:3:4 with yerrorbars
Vystup piikazu fit:
I0 = 3.82714 +/- 0.3289 (8.595%)
K = 0.0906561 +/- 0.008188 (9.032%)
Ibg = 0.0684463 +/- 0.004129 (6.033%)

Z grafu je patrné, Ze vSechny experimentdlni body jsou v souladu s teoretickou zavislosti,
tedy zvolili jsme vhodnou modelovou funkci a u¢inéné predpoklady byly opravnéné. Pripadné
vétsi odchylky lze snadno zdivodnit lokdlni neplatnosti predpokladi, zejména homogenity
a izotropie, prip. vétsim rozptylem na povrchu papiru do urc¢itého sméru. Z vystupu piikazu
fit dale vidime, Z%e intenzita svétla na vstupu je asi (3,8 +0,4) a intenzita svétla od pozadi
(resp. rozptylu pfi velkych thlech sklonu) je (0,068 & 0,004), oboji v relativnich jednotkach.
Z bezrozmérného koeficientu K bychom se znalosti tloustky papiru mohli uréit absorpéni koe-
ficient se.

Zaveér

Promeérili jsme zavislost intenzity proslého svétla kancelarskym papirem v zavislosti na thlu
néklonu papiru a navrhli jsme modelovou funkci, kterd je v dobrém souladu s experimentalnimi
daty. Méfeni je vSak zatiZeno vétSimi chybami vyslednych parametri a pfip. vétS$imi odchyl-
kami od teoretickych hodnot pravdépodobné z divodu lokdlniho poruseni zjednodusujicich
predpokladii.
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Obr. 6. Graf zavislosti I(«) s naméfenymi hodnotami

Pozndmky k doslym reSenim

Neéktefi fesitelé prisli se zajimavymi ndpady, jak méfeni realizovat (pouZiti laseru — dobfe
definovany svételny svazek, pouziti fotovoltaického ¢lanku jako detektoru s predpokladem jeho
linearity). BohuZel se v8ak objevily hrubé chyby v odvozeni spravného tvaru modelové funkce
(Gpravy vyrazti pomoci zékladnich vztahi pro mocniny): mnozi uvazovali ndsobeni/déleni fak-
torem cos «, avSak jak jsme odvodili, tento faktor se vyskytuje v exponentu mocninné funkce!
Dalsim kamenem trazu bylo spravné pouzivani veli¢in I(«), lo a Imax, resp. avahy o nich.
Bohuzel nikdo si nevzpomnél na pirispévek pozadi, resp. neuvédomil si prispévek rozptyleného
svétla pro vice Sikmé thly sklonu papiru. Proto mnohym nemohl program gnuplot optimalné

prolozit vase experimentalné zjisténé body. Pavel Brom

paja@fykos.cz

Uloha III.S ... hluboka orba (6 bodi; primér 4,33; fesili 8 studenti)

a) Dopoctéte fyzikdlni vyznam konstanty a pro funkci f(z) = ai/z, zndte-li délkovou hustotu
naboje T.

b) Vypocitejte a nakreslete ekvipotencidly a silokifivky pole v okoli rohu, ktery m4 vrcholovy
thel ¥. Ndpovéda: pouzijte funkci tvaru w(z) = Az°, kde s je vhodnd redlnd konstanta.
¢) Urcete pole, které generuje elektricky dublet. Dublet jsou dvé tyce vzdalené d s opacnou

ndbojovou hustotou, pricemz dr = konst. Zajima nas limita d — 0. Mald napovéda: plati

In(1+z) = x pro z blizké 0.
d) Rozmyslete si, co se stane, pokud existujici komplexni potencidl w(z) zobrazime jinou
holomorfni funkci v(z). Bude potencidl tvaru v(w(z)) i naddle fesit rovnice elektrostatiky?
Vymyslel Lukas z dlouhé chvile
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Neznama konstanta

Podle zadani odpovida f(z) vodiéi s konstantni délkovou hustotou ndboje, pro ktery plati
podle posledniho vzorce E = a/r, kde r je vzdalenost od vodice. U takového vodice v8ak snadno
spocteme z Gaussova zakona. Predstavme si valec délky [, jehoZ osou je nabitd primka. Naboj
v tomto vélci je I7, kde 7 znaci délkovou hustotu ndboje na pifimce. Z transla¢ni symetrie mé
pak elektrické pole na podstavach stejny smér, ale kvili opaénym normaldm se pfi primétu na
normalu plochy vyrusi. Zbude tak jen ¢len na plasti, kde ma pole E stejnou velikost a norméalovy
smér, takze plati

I T

— =2rrE = a= .
€0 2Teq

Ekvipotencidly v kouté

Podle zadéni by mél byt vhodny komplexni potencidl w(z) = Az°. Pro klasicky potenciél
by tudiz platilo

¢ = —Imw(z) = —Im A|z|°(cos sa + isin sa) = —A|z|® sin sa,

takze ekvipotencidly by mély tvar

. /e
C=|z|’sinsaa = |z|]=1/= .
sin sa

s-t&4 odmocnina je ovSem prosta funkce a zdvislost |z| = |z|(«) si miizeme pFedstavit v poldrnim
grafu. Pokud se jmenovatel blizi k nule (uvazujme jen thly, kde je sin sac > 0), vzdélenost roste
nade vSechny meze. Zavislost mé tedy tyto vlastnosti:

a) roste nade vSechny meze pro o — 0t a a — w/s™,
b) je monotdénni v intervalech (0,w/2s) a (7/2s,7/s),
¢) minima nabyvé tudiz pro a = ©/2s, kdy |2|min = V/C a plati, ze pro C — 0 je1|z|min — 0.
Z téchto tii vlastnosti plyne, Ze uvazovand funkce je skute¢né tim spravnym potencidlem,
ktery odpovida potencidlu v rohu o vrcholovém tihlu ¢, pokud volime ¥ = = /s. Silokfivky se
pak spoctou z piivodniho potencidlu jako komplexni derivace, ¢ili f(z) = w'(2) = Ey +iE;.
V tomto pfipadé je

f(2) = Ey +iE, = As|z|* " (cos(s — 1)a +isin(s — 1)a) .

Dublet

Umistime obé tyc¢e tak, aby protnuly komplexni rovinu v redlnych bodech +d/2. Necht
maji tyce délkovou hustotu naboje £7. Podle zadani mame ziejmé vypocitat ekvipotencialy
elektrického pole. Potencidl pro obé tyce je ddn

w= w4 +w- =ialn(z—d/2) —ialn <z+g> =ialn I—Ld ,
Z+§

kde 1ze pro d < |z| pouzit p¥ibliZeni In(1 + z) ~ x platné pro z — 0 uvedené v zadani (to
1ze splnit, pokud budeme tyce bliZit k sobé d — d/N a zdroven zvySovat délkovou hustotu
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7+ N7, pfiCemz dr zistava konstanta a pfejdeme N — co. Pak plati

Pouzijeme-li vysledek z prvni ¢asti tlohy a = 7/(2we), pro potenciédl plyne

iadz dr z
v mw(z) = Im 2|2 2me |z|?

¢ili ekvipotencidly maji tvar kruznic lokalizovanych vzdy v jedné polorovinég, pro které se
se zvétSujicim polomérem posouva stifed smérem od druhé tyce.

1 ‘ \ N 1
\ %
0,8 —
\ 0,5
0,6 —
0
0,4
—0,5
0,2 ’
0 e -1
0 02 04 06 08 1 -1 -0,5 0 0,5 1
Obr. 7. Ekvipotencialy v kouté Obr. 8. Ekvipotencialy v okoli dubletu

Sklddani holomorfnich potenciald

Neni pochyb o tom, Ze sloZenim holomorfnich funkci dostaneme opét holomorfni funkci
(pfipomefime si, Ze holomorfni funkce mé kroutivou vlastnost a Ze sloZzenim dvou funkeci
dostaneme opét funkci s kroutivou vlastnosti, takze malé ctverecky se opét zobrazi na malé
Ctverecky).

OvSem v diskuzi ve tfeti kapitole jsme ukdzali, Ze jakdkoliv holomorfni funkce f(z)
spliiuje rovnice elektrostatiky (a% na okrajové podminky, tj. potencidl na vodi¢ich). Ale
ted mame zadany holomorfni komplexni potencidl w(z), ktery méd z definice holomorf-
nosti i holomorfni derivaci f(z) a tudiz pfislusné elektrickd intenzita opét spliiuje rovnice
elektrostatiky. Jedind véc, na kterou si musime dat pozor, aby rovnéz splhovala okrajové
podminky, tj. potencidly na vodicich. Jakub Michdlek

jmi@fykos.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 4: Mobiova transformace

V posledni tloze minulé kapitoly jsme dokézali jednoduchym zpisobem vétu, podle které
libovolny holomorfni obraz feSeni rovnic elektrostatiky rovnéz spliiuje rovnice elektrostatiky,
ovSem je potieba zvlast oSetfit okrajové podminky. Ted v tomto problému pokrocime.

Obecné pojedndni o transformacich

Probereme nyni prvni z fady transformaci. Co je to takova transformace? Nejprve mo-
tivaéni priklad: Stojite pfede dvermi, kterymi méte protdhnout stil, ktery mé vodorovné
rozméry vétsi nez Sitka dveri. Jak jen protahnout stil dvermi, aniz byste cokoliv poskodili
a neporusili zadny fyzikalni zadkon?

Nastésti existuje jednoduchy zpisob. Stil pretransformujeme, ¢imz ziskdme tlohu, ktera
mé jednoduché feSeni, a provedeme zpétnou transformaci. V tomto pfipadé se transformace
provede prosté tak, Ze se stil oto¢i na svislo, kdy lze dvefmi snadno projit. Nakonec pro-
vedeme inverzni transformaci, kterd stil zase postavi na nohy.

Kratce, transformace umoznuji pfepsat tlohu, u které feSeni nezndme, na tlohu, kde
ho jsme schopni (vétSinou snadno) zjistit. Inverzni transformace pfevadi feSeni jednodu-
ché tlohy zpét na puvodni tlohu; existenci inverzni transformace budeme v dalsim vzdy
pozadovat.’ Casto také nazjvame ptivodni @lohu vzor a transformovanou obraz.

Mobiova transformace je jedna z fady komplexnich transformaci.® Postupné se sezné-
mime i s transformaci Fourierovou (neboli spektrem) a transformaci Laplaceovou, které se
tzce poji s komplexnimi ¢isly. V klasické mechanice a termodynamice se pouziva Legen-
derova transformace (impulsovy prostor). Neni to tak slozité, jak se na prvni pohled zd4.
Prosté uz nepopisujeme funkce v kartézskych souradnicich jako obvykle, ale pomoci spektra
(Fourier) nebo pomoci absolutniho ¢lenu a derivace (Legendre). Nejbanalnéjsimi piiklady
transformaci jsou transformace souradnic (otoceni os, posunuti, pfechod do sférickych sou-
Fadnic); to byl ostatné i piiklad naseho stolu.

Rada fyzikalnich zakont je formulovéna jako invariance (nemé&nnost) viiéi uréitym trans-
formacim; napiiklad kvantova mechanika je disledkem invariance vié¢i Galileové transfor-
maci. Jisté zndte i Lorentzovou transformaci, vic¢i niz jsou pfirodni zdkony invariantni,
i kdyz se blizime rychlostem svétla.

Stary zndmy: Kruhova inverze

Kruhové inverze podle kruznice K je geometrické zobrazeni komplexni roviny do sebe,
které prohodi vnitiek a vnéjsek kruZnice. Stejné definujeme sdruzené body pro osovou
soumérnost, stfedovou soumérnost atp., definujeme i kruhovou soumérnost: Dva body jsou
soumérné praveé tehdy, pokud lezi spolecné se stfedem kruznice K na piimce a soucin jejich

5)
6)

Proto napiiklad neidentickou projekci mezi transformace nefadime.
Pro krasny a nazorny tvod doporucujeme dvouminutové video na strance

http://www.ima.umn.edu/ arnold/Mobius.
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vzdalenosti od stfedu se rovnd poloméru kruznice na druhou. Zkuste pouzit Eulerovu vétu
o odvésné, abyste ziskali ndzornou geometrickou predstavu.

Nejzajimavéjsi fakt ohledné kruhové inverze je, Ze zobrazuje zobecnéné kruznice na zo-
becnéné kruznice.” Pro diikaz si stadi uvédomit, Ze osa osové soumérnosti vzorové kruZnice,
kterd prochazi stfedem kruznice K vytind na vzorové kruznici primeér. Vzorova kruZnice
je tedy Thaletovou kruznici priméru. Nicméné primér se zobrazi na jiné dva body na ose
a z podobnosti trojihelniku lze vyvodit, Ze obraz bodu na vzorové kruznici tvoii s body
prumeéru opét pravotuhly trojihelnik, takze obrazem je opét Thaletova kruznice primeéru.
Odsud lze jiz snadno vyvodit, Zze kruhovd inverze je antikonformni zobrazeni (zachovéva
velikost dhlu, ale méni jeho znaménko).

Kruhovou inverzi lze pouzit na fyzikilni tlohu, jejimz feSenim jsou harmonické funkce.
Pokud uz jedno reseni mame, mtizeme ho kruhovou inverzi zobrazit na jiné reSeni, které
mé fyzikalni vyznam.

Mébiova rovina

Obcas je uzitecné se divat na body v komplexni roviné jako na faktorprostor dvo-
jice komplexnich rovin. To znamend, Ze o dvou dvojicich (p,q) a (r,s) fekneme, Ze
jsou ekvivalentni, pokud plati ps = rq. Jinymi slovy vyznam mda pouze formélni podil
(p,q) ~ p/q ~ pc/qc (homogenni soutadnice®). Takto dostaneme ti{du ekvivalentnich
dvojic, kterd je izomorfni ptivodni komplexni roviné. A% na jednu vyjimku! Prvky jedné
t¥idy ekvivalence maji tvar (a,0) — témto prvkim je zvykem Fikat nekoneéno a znadit je oo
(to 1ze formélné zjistit ze vztahu ,a/0 = co“). Alternativnim zptsobem, je rozsi¥it rovinu
o bod, ktery se v kruhové inverzi zobrazi na jeji stfed. Tak jako tak ziskdme novou mnozinu
C U {oo}, kterou nazyvame Mobiova rovina.

Proto 1ze také na rozdil od komplexni roviny zobrazuje Mobiova transformace Mébiovu
rovinu samu na sebe, a to vzdjemné jednoznaéné (dokazte).

Mébiova transformace

Mébiovu transformaci Mébiovy roviny definujeme jako linedrné lomené zobrazeni kom-

plexni roviny na sebe
() = az+b
T ez+d’

kde ad — be # 0 jsou komplexni konstanty (tuto podminku zveme podminka reguldrnosti,
specidlné bereme nenulové ¢&islo jako jedna; neni-li splnéna, ddva zobrazeni konstantu).
Konstrukei homogennich souradnic vySe popsanym zptsobem lze zjednoduS$it nékteré
dtkazy (viz néasledujici text), protoze Mobiova transformace v nich mé vyznam prosté
nasobeni ¢tvercovou matici 2 x 2. Soucin dvou regularnich matic je ovSem opét regularni
matice (vyslednd Mobiova transformace tudiZ zase spliiuje podminku reguldrnosti, resp.
unimodularity).
Mobiova transformace Mdbiovy roviny vznikne vhodnym rozsifenim transformace kom-
plexni roviny; pak lze odvodit nésledujici tvrzeni:
a) Mobiova transformace je sloZeni posunuti, otoéeni, kruhové inverze, komplexniho sdru-
Zeni a roztazeni.
b) Mébiova transformace je holomorfni funkce (disledek a).

7) Zobecnénymi kruZnicemi se zde rozumi kruznice a pi{mky.
8) Homogenni soufadnice hraji napiiklad kli¢ovou roli v geometrické optice.
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c) Mébiova transformace zobrazuje zobecnéné kruznice na zobecnéné kruznice (disledek
a).

d) Mébiova transformace je konformni zobrazeni neboli zachovéva ahly (disledek c).

e) Slozenim dvou Mobiovych transformaci vznikne opét Mobiova transformace, inverzni
transformace je opét Mobiova (transformace tvoii grupu).

f) Mobiova transformace mé nejvyse dva pevné body, pro které je Mz = z.

Penroseho konstrukce a Riemannova sféra

Po tvodnim vykladu Mébiovy transformace je ¢as prehodnotit nase pojeti komplexniho
¢isla. Predstavme si pevny svételny zdroj, ktery se zableskne ve vSech smérech. To zna-
mend, Ze do viech sméri® (9, @) vysle foton (fotony maji rychlost svétla, kterou uvazujeme
jednotkovou). UkaZzeme zpisob, jak kazdému fotonu pfifadit komplexni &slo. Roger Pe-
nrose navrhl tuto konstrukei: Zdroj Z se vznasi na pevném misté jednotku nad komplexni
rovinou. V okamziku zablesku se komplexni rovina zacne pfiblizovat ke zdroji jednotko-
vou rychlosti. Rychlost kolmd na komplexni rovinu se rovna cosd, ¢ili foton dopadne na

komplexni rovinu za ¢as
1 1

1+ cosd ~ 2cos?d

z = €' cotg (g) (5).

Tim jsme kazdému fotonu zablesku pfifadili ¢islo z komplexni roviny.

Klasicky zptsob ovSem vyuZivid Riemannovu sféru S: Uvazujme nad pocatkem O kom-
plexni rovinou zdroj Z svétla v jednotkové vzdalenosti od komplexni roviny. Riemannovou
sférou nazyvame sféru s primérem OZ. Vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi C a S defi-
nujeme tak, Ze bod na Riemannové sféfe a bod v komplexni roviné lezi na paprsku, ktery
vychézi ze zdroje Z. Nevlastni bod Mébiovy roviny oo identifikujeme se zdrojem Z. Ovéite,
ze zavedenim sférickych soufadnic (19, ¢) dostaneme vztah (5).

Takto definovand stereografickd projekce zobrazuje zobecnéné kruznice v Mobiové roviné
na kruznice na Riemannové sféfe. To zjevné plati pro pfimky v komplexni roviné, které
odpovidaji kruZnicim na Rimannoveé sféfe prochazejicim zdrojem Z. Odsud rovnéz vyplyva,
ze dvé kruznice na Riemannové sféfe se protinaji pod stejnym thlem jako vzorové primky.

Jak to vypada pro kruznice? Pomuzeme si malou obezli¢kou: Zobrazeni na Riemannovu
stéru neni totiZ nic jiného, nez jistd specidlni kulova inverze kolem sféry K. Vskutku: Hle-
dame takovou sféru, ve které se komplexni rovina zobrazi kulovou inverzi na Riemannovu
sféru. Tato sféra musi zcela jisté prochdzet poCatkem O a musi mit stfed ve zdroji Z. Ze
symetrie jde tedy o sféru s primérem OZ. Z toho je i zfejmé, Ze obrazem zobecnéné kruznice
v komplexni roviné je kruZnice na Riemannové sféfe, protoZe vzorova kruznice je prinikem
koule a roviny, které se obé zobrazi na koule, jejichz prisecikem je vzdy kruznice.

Dokazeme ted kone¢né tvrzeni, které ndm p¥inese geometricky vhled do Mobiovy trans-
formace. Mobiova transformace je vzajemné jednoznac¢né zobrazeni Riemannovy sféry na
sebe, které 1ze slozit z rotaci a posouvani Riemannovy sféry v prostoru. Probereme nejprve
rotace: Uvazujme dva body p a ¢ na M&biové roviné (Riemannové sféfe); rotace R zachova-
vaji skalarni souéin, ¢ili dostaneme (p, q) = (Rp, Rq) = (p, RT Rq), takZe tvrzeni je splnéno,

na bod komplexni roviny

9)
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pokud RTR = 1 neboli R* = R™'. V konkrétnim vyjadieni homogennich soufadnic jsou
operatory R matice 2 X 2

i=(5)-(5 D=5 D)= (50

Proto kazdé rotaci Riemannovy sféry odpovida Mobiova transformace

az +c

Rzzf.
—cz+a

Situace a = 0, ¢ = 1 odpovida prevracené hodnoté se zménou znaménka. Pro ostatni zob-
razeni je situace jednodussi: Posunuti sféry odpovida posunuti komplexni roviny, oddaleni
sféry odpovidé kontrakci komplexni roviny.

Tim jsme polozili zdkladni geometrické predstavy, jejichz fyzikdlni aplikaci rozvineme
v pristi kapitole seridlu.

Uloha IV.S ... Mébiova transformace a konformni zobrazeni

a) Dokazte tvrzeni d), podle néhoz Mobiova transformace zachovéava hly. Jedna z moZnosti
je uvédomit si, ze v kruhové inverzi existuji kruznice, které se zobrazuji samy na sebe.

b) Najdéte podminku na koeficienty Mobiovy transformace, aby zobrazovala komplexni
kruh na komplexni kruh (]z| < 1) a najdéte konkrétni transformaci, kterd zobrazuje
komplexni kruh na horni komplexni polorovinu. Co to fyzikilné znamena?

c) Podle teorie relativity se télesa pohybujici se rychlosti blizkou rychlosti svétla zkracuji
(Lorentzova kontrakce). To ovSem je$té neznamend, ze bychom je vidéli kratsi (nap¥i-
klad, Ze bychom misto pohybujici se koule vidéli pohybujici se elipsoid). VyuZijte pFed-
stavy, ktery jsme v tomto dile vybudovali, abyste odvodili, Ze pfedméty letici rychlosti
svétla vidime o kousek pootocené, nikoliv zkrécené (Terellova rotace).
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Kategorie prvnich rocniki

jméno gkola 12 4 PES III % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 5 8 6 35 100 105

1. Tomas Kotvinek 2 3 - 2 - 7 40 22

2.—4. Jan Palounek G Christiana Dopplera, Praha - - - - 0 60 6

Karolina Sromekovd G D. Tatarku, Poprad - - - 3 - 6 46 6

Markéta Vohnikovd PORG, Praha 3 - - - - 3 50 6
Kategorie tretich rocniku

jméno gkola 12 4 PES III % X

Student Pilng MFF UK 4 4 4 5 8 6 35 100 105

1. Jakub Vosmera G Matyase Lercha, Brno 4 - 4 - 8 4 20 90 83

2. Jakub Kubecka G, Nymburk 2 - 1 3 - - 6 47 32

3. Tomd$§ Bdrta G, Nad Stolou Praha 2 2 2 - - 6 49 30

4. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor - - - - 0 67 24

5. Ondrej Mil Jirdskovo G, Nachod - - 4 - - - 8 79 19

6.—7. Jakub Maksymov G a SOS, Jaromér - - - - - 0 60 18

Gabija Marsalkaite  Vilniaus jezuitu gimnazija 2 - - - - = 2 60 18

8. Peter Kosec G Ludovita Sttra, Trenéin - - - - - - 0 69 9

9. Kristyna Nesporovd G, Boskovice 2 - - - - - 2 47 8

10.—12. Jan BydZovsky G J. Heyrovského, Praha - - - - - 0 41 7

Samuel Havadej G J. A. Raymana, Presov - - - - - = 0 54 7

Bedtich Said G Brno, t¥. Kpt. Jarose 14 - - - - - - 0 41 7

13. Alena Harlenderovd Slovanské G, Olomouc 1 - - - - - 1 42 5

14. Nicola Burianovd G, Dasickd, Pardubice 1 - -2 1 - 4 2 4

15. Gita Steponaviciute Vilniaus jezuitu gimnazija - - - - - = 0 60 3

16. Pavel Kratochvil VOS, G a SOS, Svétla n. Saz. 1 — -1 - - 2 22 2

17.-18. Lucia Filovd Hotelova akadémia, Brezno - - - - - - 0 25 1

Patrik Svancara G Ludovita Sttra, Trendin - - - - - - 0 13 1

19. Jan Cesal SPS Otrokovice - - - - - - 0O 0 0
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Kategorie druhych rocCnikii

jméno $kola 1 34PES III % X
Student Pilny MFF UK 4 4 45 8 6 35 100 105
1. Jakub Safin G, P. Horova, Michalovce 2 43 4 76 26 67 65
2. Filip Murdr G, Masarykovo ndm., Trebi¢ 3 4 - 5 8 — 20 77 41
3. Kristyna Kohoutovd G, Zamberk - - 5 — — 5 67 38
4. Tomas Azman G, Boskovice 1 - - 5 6 12 53 34
5. Veronika Dockalovd G, Elgartova, Brno 3 - 15 4 - 13 44 32
6. Lubomir Grund G Zabteh - - - - = = 0 55 22
7. Jakub Dolezal G, Spitalska, Praha, 1 0 -3 - - 4 42 18
8. Martin Gajdosik G, Uherské Hradisté 1 -1 - - 2 61 17
9. Lukds Timko G P. de Coubertina, Tabor - - - - - - 0 52 13
10. JiFi Jufena G, Uherské Hradisté - - - - - - 0 & 11
11. Lukds Fusek G, Uherské Hradisté 1 - -1 - - 2 47 9
12. Viadimir Macko G L. Stara, Zvolen - - - - - - o 47 8
13.—14. Giedre Balakauskaite Vilniaus jezuitu gimnazija - - - - - - 0 20 5
Markéta TesaTovd G, Boskovice - - - - - - 0 56 5
15. Viadan Gloncéak G Ludovita Stara, Tren&in 1 - - - - - 1 31 4
16. Vojtéch Erbrt G J. K. Tyla, Hradec Kralové — - - - - - 0 25 3
17.-18. Klara Kymlova G a SOSE, Sedl¢any - - - - - = 0 50 2
Klaudia Mrazikovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - - 0 50 2
19. Morta Plyciuraityte-Pl. Vilniaus jezuitu gimnazija - - - - - = 0 6 1
Kategorie Ctvrtych rocniki
jméno gkola 12 4 PES III % X
Student Pilnyg MFF UK 4 4 4 5 8 6 35 100 105
1. Martin Buchdacek G Ludka Pika, Plzen - - - - - - 0 79 22
2. Jan Sopousek Gymnézium, Brno-Retkovice - 3 3 - - 9 50 18
3. Jan Brandejs G Christiana Dopplera, Praha - - - 0 65 17
4.-5. Dominika Kalasovd G, Boskovice - - - 4 - 4 44 16
Ivo Vinkldrek G, RoZnov p. Radho§tém - - - - - - 0 55 16
6. Tomds Pikalek G, Boskovice 2 - - - 5 - 7 37 14
7. Vojtéch Havlicek G Christiana Dopplera, Praha - - - - 0 83 10
8. Ondiej Maslikiewicz SPS, Hronov - - - - - - 0 43 9
9. Jan Pulmann G Grosslingova, Bratislava - - 4 - - - 4 88 7
10.—11. Anna Chejnouvska G Christiana Dopplera, Praha - - - - - 0 50 5
Jakub Kocdk G L. Svobodu, Humenné - - - - - - 0 63 5
12. Tomds Havelka G, Neumannova, Zdar n. S. - - - - - - 0 50 4
13. Jiri Ndarozny G, Boskovice - - - - - 3 3 50 3
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FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.cz
e-mail pro feSeni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz

FYKOS je také na Facebooku
http://www.facebook.com/Fykos

Fyzikalni korespondenc¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfeSen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiki a fyziki.
Toto dilo je §ifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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