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Mili resitelé!

Po dlouhych utrapach se k vam dostava pata brozurka XIII. ro¢niku FYKOSu. Bohuzel stale
neni Uplné; ¢tenafi seridlu zde nenajdou vzorové feseni ulohy ze III. série. VSem postizenym se
omlouvame a slibujeme, Ze nejpozdéji do konce letosniho roéniku vam chybéjici text dodame.

Nenechte se odradit touto mrzutosti a pustte se do feSeni novych tloh!

Vasi organizatori

Zadani V. série

Termin odeslani: 26. dubna 2010

Uloha V.1 ... fotonova fontiana

Honza neni spokojen se souCasnym standardem posteli, a proto zacal testovat levitaci na
laseru. Koupil si malou kulicku s dokonale vylesténym zrcadlovym povrchem o hmotnosti m,
poloméru r a polozil ji na zem. Podlaha se rozzarila lasery o vilnové délce A a plosném vykonu P.
V jaké vysce nad zemi se kulicka ustalila? Za bonusové body miuzZete vyresit situaci, kdy je
kulicka sklenéna. V obou pfipadech uvazujeme, ze ji laser neroztavi a ze se experiment odehrava
v homogennim gravitacnim poli.

Uloha V.2 ... LukdSovo péro

Ve starém gauci nasel Lukas pruzinu o tuhosti k, poloméru zavitu r, délky [ a poctu zavita n.
Protoze se nudil, pripojil ji ke stabilnimu zdroji elektrického proudu I. Jak se zménila jeji
tuhost?

Uloha V.3 ... vozik

Na pevném zavésu ve vysce h = 1 m nad zemi je upevnén
provazek délky [ = 1,5 m. Na konci provazku je privazana deska l
délky d = 0,5 m tak, Ze provazek je napnut a spolu s deskou lezi
v jedné pfimce (viz obrazek). Kdyz soustavu uvolnime, deska h d
nejprve po hrané klouze bez tfeni, dokud nedopadne celou svou
délkou na zem. Potom se pohybuje proti tfeci sile s koeficientem
smykového tieni f. Spocitejte, jakd musi byt jeho hodnota, aby
deska svym blizsim koncem doklouzala pfesné pod zavés.

Obr. 1. Zavés s tyci

Uloha V.4 ... drtivy odpad

Vsichni dobfe vime, Ze se 21. prosince 2012 se na své cesté ke Slunci srazi se Zemi asteroid
(pohybuje se ve stejné roviné jako Zemé). Uvazme, Ze se pohybuje po protahlé eliptické draze
s hlavni poloosou délky 4 AU a excentricitou 0,2 AU. Lidstvo bylo moc zaneprazdnéno, a tak
se problém zacal tesit az 1. prosince 2012. Po jaké draze musi udatna svétova autorita vystrelit
raketu s jadernou hlavici, aby v¢as odvratila konec svéta?
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Uloha V. P ... tunelarska

Krystof se vydal na cestu vlakem a spokojené usnul. KdyZ se probudil v tunelu, citil,
ze jej néjaka sila tdhne smérem na jednu stranu. Ve vlaku bylo sice svétlo, ale ven nevidél.
Vzpomnél si, Ze je v zatackach traf klopena a uvédomil si, Ze i kdyz si pamatuje ptivodni smér
jizdy, vibec nevi, na kterou stranu vlak zataci. Nepozna totiz rozdil mezi stavem, kdy vlevo
zatacejici vlak jede dostatecné pomalu a vysledna sila mifi smérem do zatacky, a situaci, kdy
je vlak dostatecné rychly, zataci vpravo a sila sméfuje ven ze zatacky. Navrhnéte experiment,
ktery Krystofovi pomitze tuto situaci vytesit. Cim vic variant, tim lepsi bodové hodnoceni.

Uloha V .E ... ozvéna

Kdyz stojite v malém prostoru a zahucite spravny tén, miZete objevit jeho rezonancni
frekvenci. Protoze rezonanc¢ni frekvence pfimo souvisi s rozméry rezonatoru, umime je z jeji
znalosti uréit. Vyhlédnéte si doma vhodnou mistnost (idedlni jsou malé rozméry a holé stény;
tfeba toaleta), timto zplisobem ji zméite a porovnejte vysledky se skute¢nosti.

Reseni lll. série

Uloha III. 1 ... na potkini nejsme k rozeznani (4 body; primeér 2,86; vesilo 22 studenti)
Jak nejdale od sebe mohou byt dva lidé, aby je nikdo treti na Zemi nerozeznal, kdykoliv
jsou viditelni? Nezapomerite, Ze lidé jsou bodové svételné zdroje ve vysce 2 m a Zemé je koule.
Spatné vidi Jakub Michdlek.

Pii reseni pouzijeme Rayleighova kritéria, které udava vztah mezi vlnovou délkou svétla A,
prumeérem Stérbiny ¢ocky D a thlovym rozliSenim 4.
A

ing =1,22—.
sin 22 5

Staci se zabyvat pouze situacemi, kdy ma pozorovatel k obéma osobam stejné daleko — v ostat-
nich pripadech stejné vzdaleného pozorovatele bude porovany tihel vzdy mensi. Dale, vzhledem
k pomérim mezi A a D, mizeme vyuzit aproximace sin o &~ o a ziskdme

5 =sin§ - 5”2“9 = d:l,QQ%‘

Hleddme maximum d; to je zfejmé linearné zavislé na [. Tedy ¢im blize tfeti osoba bude,
tim mensi hodnotu ziskdme. Zde nardzime na omezeni lidského oka, které je schopno zaostrit
az od ur¢ité minimalni vzdélenosti (pfedpokladejme, Ze na blizsi vzdalenost je lepsi teoretické
rozliSeni kompenzovano diky neschopnosti zaostfit). Pro dosazeni minima musime také dosadit
minimalni vlnovou délku viditelného svétla a maximalni moznou sitku zornice.

400 - 1077
6-10-3
Maximalni mozna vzdalenost dvou nerozlisitelnych lidi tedy je pfiblizné ¢tyfi mikrometry.

Jan Jelinek

jjan@fykos.mff.cuni.cz

do =1,22-0,05 - =41-10"°m.
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Uloha III. 2 ... hluény dav kol mého prahu (38 body; primér 2,18; tesilo 17 studentii)
Uvazujte dvoukiidlé dvere do budovy, mezi nimiz je i v zaviené poloze mezirka, kterou
miize proudit vzduch. Kazdé kiidlo ma pruzinu, kterd ho vraci do vychozi zaviené polohy.
Jedno kfidlo vychylime a pustime z klidu. Co se bude dit, tfeba s druhym kiidlem?
Zadal pravnik Jakub.

Zkusime se zamyslet nad soustavou dvou dvefi. Jak se bude chovat jedno kfidlo a jak se
budou chovat kridla dvé. Obé kfidla maji pruzinky a jsou ve vzduchu. To znamena, Ze po
vychyleni za¢nou kmitat tam a zpét. Kmitani bude diky odporu prostiedi tlumené, takze za
uréitou dobu ustane. Ale tak by se chovalo i jen jedno kiidlo dvefi. Jakmile mame kiidla
dvé, bude zajimavé sledovat, jak vychyleni jednoho kiidla ovlivni kiidlo druhé. Zde je tfeba si
uvédomit vliv prostiedi. Dvefe jsou totiz obklopeny vzduchem, ktery nemiizeme zanedbat.

Dvere predstavuji pfeparku mezi dvéma mistnostmi, ve kterych jsou stejné tlaky, vsechno
je v rovnovaze. Pokud bychom umeéli zafidit, ze otevirani jednoho kiidla dvefi je rovnovazné
(tedy dostatecné pomalé, kdy zavieni je sled rovnovaznych poloh), nic zajimavého by se nedélo,
protoze tlak v obou mistnostech by se porad vyrovnaval. Bézné otevieni dvefi vSak rovnovazné
neni a zpusobuje proudéni vzduchu.

Dvefe vychylime a pustime. Dvefe vzenou do mistnosti za nimi vzduch a zde vznikne pretlak
(muZeme si Fict, Ze za stejné teploty se zmensil objem mistnosti, zatimco teplota ziistala stejnd).
Smeéle tedy muzeme piedpokladat, ze pfed nimi vznikne podtlak. Jedind Sance, jak tyto dva
tlaky vyrovnat je zvétSit mezeru mezi dvermi, coz jde zafidit tak, Ze mezeru mezi dvermi
zvétsime. Druhé kiidlo se v dusledku toho pohne proti prvnimu.

tlak podtlak tlak
\ / _—

tlak pretlak tlak

II. I. II1.

Jednotlivé faze litani dveri

Efekt pootevieni druhého kiidla dvefi v opacném sméru zavisi na tom, jak velky je prostor
za dverfmi, hmotnosti dveri, velikosti mezery mezi dvefmi a sile pruziny dvefe drzici.

Jana Polednikova
janap@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.3 ... Hospodine, pomiluj ny! (4 body; primeér 1,44; vesilo 16 student)

Jak roste hlasitost (definujte si sami) sboru s poétem jeho clenti? Co z toho plyne? Cleny
sboru uvazujte jako bodové zdroje zvuku stejné amplitudy a frekvence, ale posunuté o nahod-
nou fazi. Vsichni bodovi zpévaci se nachazeji v jednom misté.

Na notu soborvého zpévu se naladil Jakub.

Jako ,definici hlasitosti“ budeme pouzivat intenzitu zvuku I — ta je rovna stfedni hodnoté
akustického plosného vykonu. Co nas vSak vede k této volbé predevsim, je jednoduchy vztah
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k akustickému tlaku p (za bézngch podminek): I ~ (p?), tedy je tmérna st¥edni hodnoté &tverce
akustického tlaku. To je podstatné predevsim z toho duvodu, ze akusticky tlak se chova vcelku
linearné, takze je mozné v libovolném okamziku vypocitat akusticky tlak pouhjym sectenim
prispévki vSech zpévakii.

Minime-li navic ,stejnou amplitudu®, nejspi§ mame na mysli pravé amplitudu akustického
tlaku.

Vysetfujme tedy akusticky tlak v ¢ase pro rizny pocet zpévaki. Budeme predpokladat, ze
prubéh piispévku p; od jednoho (i-tého) zpévaka bude kosinovy (komu se to zda jako pfilisné
zjednoduseni, necht si provede pfislusny rozklad do Fourierovy fady — z kolmosti jednotlivych
¢lent fady pak vyplyne, ze vyslednd intenzita poroste stejné) s ndhodnou pocéateéni fazi ¢;
a thlovou frekvenci w = 27 /T, kde T je perioda. Tedy

pi(t) = Acos(wt + ;)

a pro N zpévakt mame celkovy akusticky tlak

t) = Z Acos(wt + ¢;) .

=1

Prtislusnou zvukovou intenzitu vypocteme jako integral ¢tverce akustického tlaku pfes celou

periodu, tedy )
—l/TC (t)gdt—c/T iAcos @—i— ; dt
T b o = T Y ’

kde ¢ zahrnuje vSechny mozné multiplikativni konstanty (zavisejici na prostredi, vzdalenosti
od chéru, ...). Je vidét, ze intenzita se mize v zavislosti na fdzovém posunu pohybovat od 0
(kazdy zpévak ma druha zpivajiciho v protifizi) do N?cA? (vSichni zpévéaci maji fazi stejnou).

Nasi snahou bude dale nalézti stfedni hodnotu intenzity pro vsechny mozné fazové posuny
(vi¢i prvnimu zpévakovi). Predpokldaddme, ze tyto posuny jsou zcela rovnomérné rozdéleny,
tudiz budeme hledat st¥edni hodnotu v (N — 1)-rozmérném intervalu (0, 2m)~ 1,

2
(I) = cA? e 1/02ﬂ)\ 1/ (ZAcos wt—|—<pl)> dtdU ;

kde dU = dpadeps...dpn je element objemu v (0,2x)V~!. Uvédomme si vak, jak pocitdme
intenzitu — po¢itame st¥edni hodnotu funkce cos? & p¥es periodu v ¢ase. Z¥ejmé se nic nestane,
kdyZ misto ¢asu budeme integrovat pies bezrozmérnou fazi

*/ (%t)dt */ f(po) deo ,

a vzhledem k tomu, Ze integrovand funkce je podél vsech ¢; periodicka, muzeme si libovolné
(pevné) posunout pocatecni fizi a dostavame

N

2
cA? /

I) = cosp; | de =

@) (2m)N (0,2m)N (; >

2 N
= ;AN/ ZCOS2L,D¢+2 Z cosp;cosy; | de,
(2m) (0,2m)N

i=1 1<i<j<N
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pficemz nyni integrujeme jiz pfes vSechny @1, @2,...,oN.
Kazdy ¢len prvni sumy da po zintegrovani 2V ~'n®™ | nebot

27 21 21 27
/ cos2<pidV:/ / / / cos2<pid<p1dg02...dapi...dapN,
(0,2m)N 0 0 0 0

pfi integraci podél daného fazového posunu dostavame fozﬂ cos? p; dp; = , podél ostatnich
fazovych posunu se vyraz chové jako konstanta a pii kazdé integraci tak pouze pribude ¢initel
rovny délce intervalu, tj. 2x. Integral z druhé sumy d4 nulu, protoze f02" cos @; cos p; dp; = 0,
1# 7.

Celkem tedy dostavame

Iy = NcA?
2 )

zvukovd intenzita je tedy (v priméru) pfimo imérnd poétu pévcil, coz neni piekvapivé — dalo
se ocekavat, ze kazdy zpévak bude dodavat konstantni vykon nezavisle na jejich poctu.

Z linearni zavislosti intenzity na N pak déle plyne, Ze prumérna velikost akustického tlaku
poroste pfimo tmérné s v N.

Neéktefi se pokouseli fesit tlohu pomoci fazort. Pokud diléi ptispévek jednoho zpévaka
k akustickému tlaku vyjadiime pomoci komplexni exponencidly p; = A;cos(wt + ;) =
= R(A;e! ) celkovy akusticky tlak je potom

p= ij Z R(A, l(wt-HP] =R (eiwt ZAjei%> .
J J

Pokud tedy déavaji jednotlivi zpévaci harmonicky prispévek k akustickému tlaku se stejnou frek-
venci, celkovy akusticky tlak bude mit také harmonicky prubéh (s touz frekvenci), a to i pfi

ruznych dil¢ich amplitudach. Celkova amplituda je pak dana vyrazem ‘Z] Aje'%i|. Ve fazoro-
vém diagramu bude kazdému ¢lenu Aj;e'? piisluset vektor o velikosti A; natogeny o piislusny
thel ¢;.

Pokud budou vSechny A; = A stejné a vSechny fazové posuny ¢ zcela nahodné, vy-
sledna amplituda bude déna vzdalenosti od poc¢ateéniho bodu pfi ndhodné prochéazce pti kroku
délky A. Tato vzdélenost je v pruméru pfimo tmérna druhé odmocniné pocétu kroku, takze
amplituda akustického tlaku bude taktéz pfimo imérnd odmocniné poctu zpévaku

(o]

coz souhlasi s nasim vysledkem vyse.

ip;

Marek Necada
marekn@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.4 ... pane Wurfl, ale na Mésici ({ body; primér 3,38; tesilo 8 studentii)
Pana Broucka pri mésicni piihodé pronasledovala Etherea, kterou lze pripodobnit hmot-
nému bodu. Pan Broucek ale, potom co si objednal vepfové se zelim, se ji zbavil tim, ze ji
uvéznil mezi dvéma pevné uchopenymi palkami ve vzdalenosti [, které jsou kazda natocena
o néjaky uhel, a Etherea mezi nimi skdkala jako pingpongovy mic tak, Ze se odrazila vzdy ve
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stejné vysce. Aby ji potrépil strachem, vlozil doprostied sit vysky h. Pan Broucek je dimyslny
sibal, a tak chtél, aby (stejné jako v ping-pongu) na kazdé poloviné spadla aspor jednou na
zem. Vypoctéte, s jakou frekvenci v zdvislosti na vSemoznych parametrech (natoceni palek,
pocdatecni rychlost micku, thel,...) Etherea 1ét4, a kdy je tato frekvence nejvyssi. Piedpokld-
dejte, ze pohyb je rovinny a pfi odrazu od piekazky (od Mésice nebo od pélky) se akorat méni
rychlost na opac¢nou; cely pohyb probiha ve vakuu.

Lukds cestou na schuzku rdd hraje ping-pong.

Modifikovany ping-pong

Pii feSeni tlohy vyuzijeme prevazné symetrii ilohy a déle zakont zachovani.

Jak ze zadani vime, Etherea se odrazi vzdy ve stejné vysce. Dale vime, Ze prfi odrazu na zemi
se neméni vodorovnd slozka rychlosti. Z prvni podminky pouzitim zakona zachovani energie
vidime, ze velikost rychlosti je stejna pro kazdy odraz. Z druhé, vime-li, Ze se neméni celkova
velikost rychlosti pfi odrazu, plyne, Ze se neméni ani velikost svislé slozky rychlosti.

7Z této uvahy plyne, ze béhem jednoho preletu se zachovavaji velikosti vodorovné i svislé
slozky rychlosti.

Studujme nyni pohyb Etherey geometricky. Pohybuje se mezi palkami po parabole, resp.
dvou shodnych parabolach vzajemné posunutych.

Pokud by Etherea zac¢inala sviij pohyb smérem dola a dopadla az za sitkou, tak by vzda-
lenost pruseciku paraboly s osou x od z-ové souradnice vrcholu byla vétsi nez 1/2, potom by
ale jiz nestihla vystoupit do dostatecné vysky pro odraz od druhé palky.

Etherea se musi tedy zacit pohybovat vzhiru. Pokud by vSak k druhé palce ptiletéla shora,
znamenalo by to, Ze se Etherea odrazila v poloviné ,stolu®, kde je sitka.

Nyni jiz vime: Etherea zac¢ind sviij pohyb smérem vzhiru, k palce priléta zdola, velikosti
vodorovné i svislé slozky se béhem letu neméni.

Z obrazku v zadani je vidét, Ze ¢ast trajektorie ,po odrazu od zemé“ a ,pred odrazem od
palky* jsou shodné. Oznacime-li dobu letu zleva doprava 7', vz0, vyo velikost vodorovné, resp.
svislé slozky rychlosti v okamziku odrazu od stolu, g velikost gravitac¢niho zrychleni na povrchu
mésice a E celkovou energii Etherey plati

l
Vz0o = f ) (1)
T
Vyo = 95 ’ (2)
2F 1 _
m v3o +vio = 1927’2 +1PT72. 3)

Nezdvislymi parametry alohy jsou I, E, m a g. Zavedeme nyni redukovanou energii E =
= E/(mg®) a redukovanou délku | = 2I/g. Dobu pohybu 7' miizeme vyjadiit Gpravou rov-
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Tio=\E+\/E2—12,

jak je vidét, pro jednu pocatecni rychlost existuji i dvé trajektorie mezi palkami splitujici
zadani. Pocatecni energie také musi spliiovat podminku F > [, jinak by doslo k vice nez
jednomu odrazu od mésise, a to my nechceme.

Etherea se miZe pohybovat po libovolné (prvni, nebo druhé) trajektorii tam a po libovolné
zpét. Z této volby plynou také uhly natoceni palek. Zajima-li nds maximalni frekvence pohybu
musi pohyb probihat stejny ¢as tam i zpét (pokud pro rychlejsi trajektorii presko¢i Etherea
sitku cestou tam, zdold ji i cestou zpét).

Pro toto nastaveni se neméni velikost vodorovné slozky rychlosti a svisla slozka se zméni
na opacnou, a tedy palky musi byt nastaveny svisle.

Aby byla frekvence pinkéani co nejvyssi, musime maximalizovat vodorovnou slozku rychlosti
vz0. Cim bude vy#§{ vodorovna slozka rychlosti, tim musi byt podle vztaht (1) a (2) mensi
vyska, do které se Etherea béhem pohybu dostane. Mozn4 trajektorie je vSak diky sifce omezend
ze spodu. Proto by méla Etherea, aby byla co nejvydésené;jsi, pfi svém pohybu mijet sitku co
nejblize.

Uvazujme nyni situaci na obrazku, palka je ve vysce p nad stolem. Pro trajektorii mezi
minutim sitky a dopadem na stil plati prvni vyraz nize. Studujeme-li trajekrorii mezi odrazem
od zemé a dopadem na péalku plati druhy vyraz nize. Vzdélenost mezi sitkou a mistem dopadu
znacime z, proto plati, ze vzdalenost mezi bodem dopadu a koncem stolu je I/2 — x. Za vyraz
Vz0Uyo dosazujeme z (1) a (2).

nice (3) jako

l
hv2g = %az — ng,

> gl (L_N_g(L_.Y
TN

Odectenim téchto dvou rovnic od sebe, nislednym vyjadfenim x a dosazenim do prvni
z nich, pouzitim f = vz0/(2l), dostavame pro periodu pohybu Etherey

1|g <(h+p)+2«/h2—hp+p2>.

Fre =\ 2 (h =)
Pokud se vsak budeme ptat na nejvyssi moznou frekvenci, idealni trajektorii je parabola,
kterd protind osu x na okrajich stolu a vrchol je totozny s hornim okrajem sitky.

Lukas Ledvina
lukasl@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha III. P ... aljeja, niti! Jsou shnilé (8 body; primér 2,20; vesilo 5 studentii)

Zkoumejte dvojity uzel, kterym jsou spojena dvé vlakna
o poloméru r a souciniteli klidového tfeni f. Jakou silou mu-
sime tahat za konce vldken, aby se uzel , proklouzl“? Dosadte
typické hodnoty pro nitky a zjistéte, zda se pfitom nepretrhne
vlakno. V uzlech se ukdji Jakub.

Uvazovany uzel

Nejprve si ujasnéme, za jaké konce uzlu budeme tahat. Predpoklddejme, ze uzel uz je
utazeny. Pak, budeme li tahat za horni dva konce (dle obrazku v zadani) nebo za spodni dva,
uzel bude prokluzovat o poznéni 1épe, nez kdyz budeme tahat za levy horni a pravy dolni konec
(levy dolni a pravy horni). Je to tim, ze se smycky po lanu mohou odvalovat a valivy odpor
je obecné mensi nez smykové tfeni. (Vyzkousejte si, lana se vdm budou v ruce kroutit, coz
je zptisobeno tim odvalovanim.) Budeme-li tahat za levé (respektive pravé) konce, uzel se jen
pfesmykne, a protoze tahdme za konce stejného provazu, budeme tahat tak dlouho, az provaz
preskubneme.

Obr. 2. Podrobny nékres uzlu

Pojdme se zabyvat tim piipadem, kdy se lana po sobé& nevali, ale jen se smykaji.
— TYeni v misté A: Aby klouzal bily provizek po ¢arkovaném, musi sily Fi a F> spliiovat
rovnici vlaknového treni
F> > F; 1e“”f s

kde ¢ je uhel opasani (vnitini thel oblouku, na kterém se dotyka vldkno druhého vlakna).
V nasem pripade€ je ¢ pfiblizné rovno 2w. Tedy

Fs > FleQ“f .

— Tteni v misté B: Lanka bilé smycky jsou v tomto misté prekiizena a Sedou smyckou jsou
tlacena k sobé. Problém smycek je symetricky, takze sila,kterd bila lanka tlaci k sobé je
rovna F1 + F» = F (uvazte si uzel a zjistite, Ze lanka jsou v misté B téméf rovnobéznd).
Lanka se tfou jednak o sebe navzajem a pak jesté o lanka Sedé smycky, takze tieci sila
pfipadajici na jedno z nich je Fy = F'f.
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Potfebujeme dopocitat sily F1 a Fb. Z obrazku je vidét, ze

Fi=F =Ff,
F,=F-F=F(1-f).

Dosadime do podminky klouzani smycky z bodu A, kde se pak vykrati tazné sila F' a po upraveé
dostaneme rovnici
1-f

Z vysledného vzorce je vidét, ze klouzani nezavisi na tazné sile, protoze ona sama zbtisobuje
tlak, ktery zptsobuje tfeni, jakozto i tah, ktery ho musi pfekonat. Vyslednd podminka si
klade néaroky tedy pouze na koeficient tfeni. Tato podminka bude splnéna, pokud f bude
z intervalu 0 az zhruba 0,25. To v8e ovSem plati, zanedbame-li schopnost uzlu udrzet néjaké
napéti, které vznikne, kdyz uzel utdhneme. Ve skutecnosti ale toto napéti existuje a proto se
proklouznuti uzlu jevi jako hrani¢ni zalezitost, kterd ma urcitou limitni silu, za kterou zacné
uzel proklouzavat. Na urceni této hranicni sily by bylo potfeba znat Youngiv modul pruznosti
nité v obou smeérech a Poissoniv pomeér, abychom urcili napéti uzlem drzené. Uzel totiz zacne
proklouzavat, az tazné sila prekro¢i silu odpovidajici zadrzenému napéti.

-1>0.

Tereza Zabojnikova
terka@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II1.E ... kroky (8 bodii; primér 5,45; vesilo 20 studentii)
Postavte dlouhé domino a huréd do toho! Zmérte rychlost padani pro znamé rozmeéry kva-

diikii a proménnou vzdalenost mezi nimi. Ustali se viibec rychlost?
Vzpominka na pdd Berlinské zdi.

Teorie

V nasledujicim textu nacrtneme odvozeni exaktniho vztahu pro rychlost Sifeni Cela viny,
jak jej uvadi literatura. Zajemci o hlubsi studium doporucujeme si ¢lanek pfecist; neni ani
prilis dlouhy, ani néjak zasadné narocny.

Prfedem ale zkusme pouzit intuici. Po $fouchnuti do prvni kosticky bude nejprve néjakou
dobu trvat, nez se rychlost $ifeni vlny ustali. Pfedpokladejme tedy, Ze jsme jiz v ustalené
situaci, kdy je rychlost padani konstantni, a zamysleme se, na ¢em vSem tato rychlost zavisi.
Rozhodujici roli hraje pomér vysky kostky a vzdalenosti mezi nimi. Ocekavame, ze ¢im je tato
vzdélenost vétsi, tim bude rychlost mensi, nebot padajici kosticka narazi do nasledujici v nizsi
poloze a ptreda ji mensi hybnost.

Abychom ziskali konkrétnéjsi teoretickou predstavu o tom, jak hledand zavislost vypada,
potfebujeme nejprve tlohu formalizovat a zjednodusit. Oznaéme d a h po Fadé tloustku a vysku
jedné dominové kosticky a necht m je jeji hmotnost. Pfedpokladejme, Ze jde o homogenni kvadr
neklouzou, a tedy v ivahu staci brat pouze rota¢ni pohyb. Vzdalenost mezi kostickami zna¢me s
a pismeno n pouzijme k oznaceni jejich poctu.

Podivejme se nejprve na situaci po celém déji, kdy jsou jiz vSechny kostky popadané. Z této
polohy lze vy¢ist Ghly 9;, které sviraji kostky se svislym smérem. Zjevné ¥, = t/2 aproi < n
je mozné z goniometrie situace vyjadrit 9; jako funkci 1, coz se hodi pro zpétnou rekonstrukci
pohybu. Jelikoz néas zajima predevsim experimentalni feSeni tlohy a protoze tato faze je velmi

9
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pracnd, omezime se pouze s timto pozorovanim a faktem, ze predposledni domino je na konci
pokusu v poloze ¥,—1 = arctg(s/d), kterou budeme pro zjednoduseni situace povazovat za
shodnou pro vSechny kvadiiky.

Uhlovou rychlost rotace padajiciho i-tého domina oznaéme w;. Jejim pfesnym analytickym
vyjaddfenim se zde zabyvat nebudeme, nebot je lze nalézt v literatute.

Zamérme se nyni na energii padajicich kostek. Jisté plati zakon zachovani energie, ktery
maji na konci déje nenulovou vysku nad povrchem podlozky; v souladu s nasi aproximaxi je to
k' = d(h+s)/2v/d? + h2) se postupné proménuje v energii rotacni a nakonec se ztraci v podobé
tepla do okolniho prostfedi. Pro energii rotacniho pohybu zname vztah

— 1 2
Er7§jw y

kde I je dobfe znama konstanta — moment setrvacnosti

I=1m(h* +d°),
vzhledem k poloze osy rotace.

Nyni jesté uvedme, Ze doba padu i-té kosticky se da vypocitat jako integral, zndme-li priabéh
thlové rychlosti a pocateéni a koncovou polohu.

7 téchto vSech udaju, které jsme zde pouze nastinili, Ize odvodit asymptotickou rychlost
(tj. pro n — co a po ustaleni déje) sifeni Cela viny

s+ h ..

h 11— 00

W‘H

i

V této formulce vystupujici proménna t; se odvolava na dobu padu i-té kosticky z pfedchoziho
odstavce a pocité se jako bezrozmérna veli¢ina.

Literatura

Na&s text vychazi z ¢lanku J. M. J. van Leeuwen, The Domino Effect, 2004, ktery lze volné
stahnout na adrese http://www.ilorentz.org/~ jmjvanl/domino.pdf.

Experiment

Zahy se ukazalo, ze doba padu standardnich 28 kosticek domina je velmi kratka a ze bude
nutné pouzit sofistikovanéjsi metodu méteni ¢asu nezli pouhé stopky. Vzhledem k faktu, ze
padajici domino zptusobuje hluk, rozhodli jsme se pro méfeni pomoci mikrofonu a software
pro zpracovani zvuku (konkrétné Audacity). Nase dominové kosticky mély hmotnost m =
= (4,5+0,1)g a rozméry h = (45+1)mm a d = (21 £ 1) mm. Postupné jsme je rozestavo-
vali ve vzdalenostech odpovidajicich nasobkim jejich tloustky, nebot tak Slo pomérné rychle
a presné i tak ¢asové naro¢nou vystavbu provést.

Pro kazdou hodnotu s jsme provedli tfi rtiznd meéfeni, jejichz vysledky jsou zaneseny v ta-
bulce. Casové tidaje jsou v milisekundach a znamenaji, jak dlouho trval pad celého hada.

10
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Tabulka vysledkt méfeni

meéfeni / s [mm)] 7 14 21 28 35

celkova vzdal. ns [mm] 385 574 763 952 1141

t1 [ms] 840 790 1160 1854 2585

to [ms] 790 827 1111 1649 2393

ts [ms] 655 889 1114 1630 2294

7 [ms] 761 835 1128 1711 2421

o7 [ms] 96 50 28 125 148
absolutni rychl. [m-s~'] [0,51 40,13 [ 0,69 + 0,06 | 0,68+ 0,03 |0,56 & 0,08 | 0,47 £ 0,07

Zavér

Z nasich méfeni je evidentni, ze se zvétsujici se vzdalenosti klesa rychlost Sifeni viny, mé-
Fime-li ji relativné jako pocet spadlych domin za jednotku ¢asu. OvSem, uvédomime-li si, Ze
jednotlivé bloky jsou od sebe zaroven dal, situace tak jednozna¢na neni. Dokazuje to fadek
»absolutni rychlost“ vysledné tabulky. Ten naznacuje, ze maximalni rychlost Sifeni se dosa-
huje pti vzdalenosti mezi kostkami zhruba 14 mm. Tento nas zavér je ve shodé i s vysledky
nékterych resteld.

Meéli bychom jesté vystétlit, pro¢ mame v méfeni tak velkou chybu. Pfedevsim je tfeba ji
pricist nepfesnostem pii stavbé domina a hlavné pfi odecitani dat z Audacity. Béhem padéani
vznikaly rizné ozvény a dozvuky, a tudiz ne vzdy se podafilo naméfit ,,Cistou* dobu padani.

Tomas Jirotka
byrot@fykos.mff.cuni.cz

Serial na pokracovani

Kapitola 5: Interakce svétla s latkou

Uvod

V predchozim dile naseho seridlu jsme vybudovali teorii svétla jako elektromagnetického
vlnéni, ale zatim ji aplikovali jen na par jednoduchych prikladl, vesmés na svétlo Sitici se ve
vakuu. Naproti tomu v bézném zivoté se sotva setkdme se svétlem ve vakuu — ve dne se k nam
slunec¢ni svétlo 8ifi skrz atmosféru sestavajici z molekul vzduchu, se kterymi slozité interaguje
a dava tak vzniknout modré barvé oblohy, nebo jindy, kdyz prsi, mizeme diky odlisnému
chovani svétla v kapkach vody pozorovat duhu.

At uz venku nebo v laboratofi, vétsina zajimavych efekt nastava, kdyz svételnd vina pro-
chézi materidlem s elektromagnetickymi vlastnostmi, tedy prakticky ¢imkoli, nebot kazdy atom
obsahuje zaporné nabité elektrony a kladné nabité protony. Zhruba feceno je mechanismus in-
terakce svétla s latkou nasledujici: oscilace elektromagnetického vinéni rozkmitaji elektrony®

1) Kromé elektrontt mie svétlo rozkmitavat i molekuly jako celek (diky tomu funguje mikrovlnna
trouba), anebo interagovat s jadry atomu.

11
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v latce, jiz svétlo prochazi, a ty ziskanou energii vyzaruji, pfiCemz vyzafené pole se pak sklada
s polem ptvodnim.

Protoze ruzné latky maji elektrony v atomech uloZeny riznym zptsobem, budou se i jejich
optické vlastnosti lisit. Relativné pfesné predpovédi kupodivu dostaneme, pokud si piedsta-
vime, Zze dany elektron je k jadru poutédn podobné jako zavazi na pruziné, tedy silou piimo
umérnou vzdalenosti od jadra. Stejné jako harmonicky oscilator tedy bude mit jistou pfiroze-
nou (rezonanéni) frekvenci kmiténi a dand ldtka bude vykazovat silné optické vlastnosti pravé
v okoli této frekvence. Jelikoz v oblasti viditelného svétla je frekvence totéZz co barva, mame
pred sebou ptiblizny divod, pro¢ razné latky maji riznou barvou.

Rezonanéni frekvence elektronii v atomech ndm umoziiuje vypocitat kvantova mechanika —
na této urovni uz klasické Newtonovy zadkony neplati. Teoreticky se tak daji pfesné vypocitat
optické vlastnosti, tedy predevsim barva, libovolné latky. Pozoruhodnym zjisténim je, ze pro
vét§inu materidli, které jsou bézné k nalezeni v pfirodé, se rezonanéni frekvence pohybuji v ob-
lasti viditelného svétla. Kdybychom tedy méli k dispozici bryle umoznujici vidéni v libovolné
Casti spektra, od radiovych vin A =~ 1km az po gamma paprsky A =~ 1pm, svét by se nam
jevil zajimavy jen v tzké oblasti 400nm < A < 800nm, tedy pfesné v regionu, na ktery jsou
naladéné nasSe oci. Jak asi toto souvisi s evoluci barevného vidéni?

V nasem seridlu bohuzel neni dost mista pro odvozeni optickych vlastnosti jednoduchych
latek ze zakladnich principi, v nasledujici ¢asti se proto omezime na pripad, kdy elektrony
v atomech reaguji na elektromagnetické pole lineadrné. Jak jiz bylo zminéno, pro vétSinu ma-
terial je tento model velmi blizky realité. Uvidime, Ze z tohoto jednoduchého predpokladu
za pouziti Maxwellovych rovnic vyplyva vlastnost latek, se kterou jsme se jiz setkali — index
lomu. V pfirodé ale existuji latky, pro které nas zjednodusujici ,linearni“ pfedpoklad neplati
zpusobem. Pfi prichodu svétla témito materidly se mizeme setkat se skutecné zajimavymi
jevy — index lomu zavisi nejen na frekvenci svétla, ale i na jeho intenzité (viz seridlova uloha),
miuze dochazet ke generovani vln s nékolikanasobnou frekvenci, efektivnimu zesilovani paprski
a spousté dalSich pozoruhodnych tkazt. Témito latkami se zabyva obor nelinedrni optika a na
internetu se 0 ném miizete dozvédét mnohem vic nez z predchézejicich fadku.

Dipdlovy moment

Jak mizeme vySe zminéné myslenky zabudovat do nasi teorie elektromagnetického vinéni?
Radi bychom meéli veli¢inu, ktera popisuje, jak dana latka elektricky reaguje na prilozené pole.
Protoze ale budujeme makroskopickou teoriiZ, nezajimame se uz o jednotlivé atomy a jejich
elektrony, ale o veli¢iny zprumérované pies objem mnohem vétsi nez je objem elementarnich
castic. Vlozime-li kus nevodivého materialu do elektrického pole, elektrony se vici jadru mirné
posunou. Celkovy néboj se ale nezméni, protoze mame porad stejny pocet protoni a elektroni.
Co se ale zménli, je takzvany elektricky dipolovy moment, coz je vektorova veli¢ina, kterd nam
tika, jaké je priumérné vzajemné posunuti kladného a zaporného naboje.

Méme-li v prostoru jeden kladny a jeden zdporny ndboj + g a — q (celkovy ndboj je tedy
nula), pficemZ + ¢ je oproti — ¢ posunuty o vektor d, vypocitame dipélovy moment p tohoto
paru jako

p=qd.

Podobné, muzeme definovat hustotu dipélového momentu P v daném misté jako celkovy di-
pélovy moment na jednotku objemu. Mame-li tedy v prostoru v jednom metru krychlovém n

2) Tedy teorii, ktera se nestara, co se d&je na mikroskopickych vzdalenostech.
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pard + q, — q z ptedchoziho piikladu, bude primérny dipdlovy moment
P =nqd.

Smysl veli¢iny P je v tom, ze v nasem pfibliZzeni velice jednoduse souvisi s elektrickym polem
E, jak uvidime za chvili. Pfesnou zdvislost P(E) by ndm spravné méla poskytnout kvan-
tové-mechanickd teorie chovani elektront v atomech pri nenulovém vnéjsim elektrickém poli,
takze zatim zadny konkrétni predpis nepifedpokladejme a linearni vztah pouzijme az pozdéji.

Pokud prilozené elektrické pole zavisi na poloze, bude i vektor P zaviset na poloze a na-
hromadéné posunuté elektrony tak v daném misté zptusobi nenulovou nidbojovou hustotu o,
kterou muzeme z P vypocitat jako

o=-V-P. (5)

Pro pochopeni tohoto vztahu si pfedstavte malou krychlicku v prostoru. Naboj, ktery z ni diky
ménicimu se P vystoupi, je (V- P)V, kde V je objem krychlicky, a protoze se celkovy néboj
zachovava, dostaneme naboj v krychli¢ce jako —(V - P)V, odtud (5).
Podobné, kdyz se bude pouzité elektrické pole ménit s éasem (a ve svétle se rozhodné

s Casem méni), bude se ménit i P, a posunujici se ndboje v atomech se budou zdalky jevit jako
proudy. Takto zptisobenou proudovou hustotu j v daném misté vypocitame jako (promyslete
prog)

. OP

i=a- (6)

Maxwellovy rovnice v latce

Nyni bychom radi nasli rovnice popisujici svétlo pfi prichodu latkou. V minulé kapitole
jsme uvedli rovnice, kterymi se vzdy tidi elektromagnetické pole za pritomnosti libovolnych
naboju a proudi. ProtoZe jediné nidboje a proudy v nasem materidlu pochézeji z posunujicich
se elektroni a protonti, mizememe vzit Maxwellovy rovnice z predchoziho dilu a dosadit do
nich g a j ze vztahu (5) a (6). Pfeskupenim ¢lent tak dostaneme

V-<E+£>:O
€0

0B

E+ = =
V x +8t 0
V-B=0
10 P
B-—-—|E+— )=
V x c26t< +EO) 0,

které predstavuji Maxwellovy rovnice pro elektomagnetické pole v latce. Vidime, ze vypa-
daji témér jako Maxwellovy rovnice ve vakuu z minulého dilu, s tim rozdilem, ze v Gaussové
a Ampérové zdkoné se misto E objevuje nova veli¢ina E + P/eg. Abychom mohli tyto rovnice
vyftesit, musime védét, jakym zptisobem souvisi P a E. Jak uz jsme nékolikrat zminili, ve
velkém mnozstvi pfipadu je vztah mezi nimi linearni

P =eoxE, (7

13
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kde konstanta® x se nazjva elektrickd susceptibilita®; z praktickych dtivod se faktor imérnosti
piSe ve tvaru eoy, nebof nova veli¢ina z Gaussova a Ampérova zdkona pak nabude tvaru
(14 x)E. Dosazenim (7) do Maxwellovych rovnic v ldtce dostaneme novou sadu rovnic

V-E=0
oB
E+ —— —
V x +8t 0
V-B=0
1+ xO0E
B — = =
V x =z o 0,

ktera je identickd s Maxwellovymi rovnicemi ve vakuu s novou ,rychlosti svétla“

v:ﬁ. (8)

Dostali jsme tedy pozoruhodnou piedpovéd — celd slozitd zédlezitost s interakci pivodniho
oscilujiciho pole a atomovych elektronii ma za nasledek “pouze” to, Ze se bude svétlo latkou
§ifit odlisnou fazovou rychlosti. Nase teorie tedy predpovida index lomu! Vztah (8) nam fika,
ze index lomu v daném materidlu bude

n=-+/14+x.

Ziskali jsme ale viibec néjaky novy poznatek? Ano, kromé ospravedlnéni ndmi dfive pouzi-
vaného modelu geometrické optiky ted muzeme teoreticky zacit od zakladi a z elektronové
struktury odvodit vzorec pro x, a tedy i pro n v daném materidlu. Teorie indexu lomu se
zaroven stala mnohem bohatsi — ukazuje se, Ze n = /1 + x miiZe zaviset na frekvenci, mize
byt mensi nez jedna (pro zaporné x), a co teprve, kdyz x < —1. Na podrobné&jsi rozbor rtiznych
zajimavych situaci zde ale neni dost mista, a tak se v nasledujicich ¢astech omezime na pfipad
x > —1.

Odraz a lom na tenké vrstvé

Pouzijme nyni ziskané vysledky na vyreseni nasledujici ilohy: méjme svétlo dané uhlové
frekvence w dopadajici kolmo na desku tloustky a vyrobené z materidlu (skla) o indexu lomu n,
kde a mize byt srovnatelné s vlnovou délkou svétla (viz obrazek 3). Pfedpokladejme, Ze mimo
desku je index lomu rovny jedné (vzduch). Jakd bude intenzita a fazovy posun odrazeného
o propusténého svétla v zavislosti na uvedenych parametrech? Pro feseni potfebujeme jesté
jednu ingredienci, kterou jsou takzvané okrajové podminky na hranici mezi latkami s riznou
susceptibilitou (indexem lomu). VySe sepsané rovnice s konstanim y nam povi feseni v kazdé
oblasti zvlast, a tato jednotlivd feseni pak musime v souladu s Maxwellovymi rovnicemi na
rozhranich spravné “sesit” pravé pomoci okrajovych podminek.

3) Viibec ne konstanta, x obecné zavisi na frekvenci ozafujiciho svétla, ale mize byt funkci prakticky
cehokoli od intenzity az po vnéjsi magnetické pole.
4) Anglicky susceptible = nachylny, citlivy.

14
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Obr. 3. Svétlo dopadajici na tenkou vrstvu

Okrajové podminky jsou obecné odlisné pro slozky E a B tecné a kolmé na rozhrani, a mu-
zZete je najit ve standardnich ucebnicich elektromagnetismu. V nasi jednoduché situaci jsou ale
vektory pole rovnobézné s rozhranim (jehoZ normélovy vektor zvolime ve sméru z) a soufadny
systém si tedy mizeme otocit tak, aby E mélo slozku jen ve sméru z: E = (E(z,t),0,0).
Okrajové podminky na obou rozhranich pak nabydou jednoduchého tvaru

a) E(z,t) spojité na rozhrani,
b) dE(z,t)/dz spojité na rozhrani.

Obé podminky se daji odvodit z Maxwellovych rovnic aplikovanych na rozhrani, prvni s nich
vyplyva z Faradayova zdkona a druha z Ampérova zdkona, zkuste vymyslet pfesné zdavodnéni.

Nyni uz mame vse potfebné pro vyreseni nasi tlohy. Oznac¢me si oblasti vzduch — sklo —
vzduch po fadé I a II. Pro popis nam staci elektrické pole, protoze magnetické pole je jim
plné urcené (viz étvrta kapitola). Uhlové frekvence w bude stejné ve viech oblastech, nebot
dopadayjici svétlo o frekvenci w rozkmitava elektrony pravé touto frekvenci a elektrony pak na
stejné frekvenci vyzafuji. Viechny veli¢iny v nasi tloze tedy museji zéviset na case jako e™*“*.
Jestlize je vinové ¢islo dopadajiciho svétla ve vzduchu k = w/c, bude odpovidajici vinové &islo
ve skle nk. V kazdé oblasti jsou mozna dvé feseni — vlna jdouci v kladném a zdporném sméru
osy z, pricemz v oblasti III chceme jen propusténou vlnu, zaporné jdouci slozka je tedy nulova.
Mame potom

Ei(z,1) )

El(z,1) = ! gi(—hz—wt)
E]](Z,t) = Fn1 l(nkz wt)
Efi(z,t) = Bfel " mhz=eb
Emi(z,t) = Em gllk(z—a)— “’t)

kde indexy odpovidaji jednotlivym oblastem a celkova pole dostaneme jako Ei(z,t) + Fi(z,t),
Eu(z,t) + Efi(z,t) a Emi(z,t). Predpokladame, Ze zndme amplitudu E; dopadajiciho svétla
a snazime se vypocitat zbylé amplitudy, zejména odrazenou E{ a propusténou Ei, hleddme
tedy Ctyfi kompexni ¢isla. Na kazdém rozhrani musi platit okrajova podminka pro E a jeho
derivaci, dohromady tedy Ctyfi rovnice, ¢ili pfesné pocet, ktery potfebujeme. Tyto rovnice po
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apravé zni
E1+ E; = Eu + Enp
Er — Ef = n(Eu — Exp)
EHei(nka) + Eﬁefi(nka) = Em
n (Enei(nka) o E{Iefi(nka)) _ EIII )

Jejich vyFeSenim pro neznamé Ej, Fr, Ef; a Ei dostaneme®

<n — %) sin(kna)
E{ = - EIa

(n + %) sin(kna) + 2i cos(kna)

2i

Em = 1
(n + ﬁ) sin(kna) + 2icos(kna)

Er.

Druha mocnina absolutni hodnoty téchto komplexnich ¢isel reprezentuje intenzitu odrazeného,
resp. propusténého svétla, a jejich obecné nenulova imaginarni ¢ast pak fazovy posun oproti
dopadajicimu svétlu. Sami se presvédéte, ze | Ef|* +|Efn|® = |Er|?, jak oekdvame ze zakona za-
chovani energie. Mtizeme se ptat, za jakych okolnosti vSechno svétlo projde a zadné se neodrazi,
tedy kdy E{ = 0. Dostaneme tak podminku

(n7%>$n@mﬂ:0,

tedy bud n = 1 a zaddn4 deska svétlu v cestd nestoji, nebo kna = mx, pro m € N. Pro dobie
zvolené tloustky desky a tedy budeme pozorovat rezonanc¢ni efekt, kdy vSechno svétlo deskou
prochazi.

Tento rezonanc¢ni jev je zodpovédny za to, Ze olejové skvrny na louzich se ¢asto jevi duhové.
Dochézi zde k odrazu sluneéniho svétla na dvou rozhranich vzduch — olej a olej — voda, a protoze
olejova vrstva nemd vSude pfesné stejnou tloustku, bude se i rezonanéni (v tomto piipadé
maximalné odrazivd) frekvence ménit od mista k mistu. Pro olejové vrstvy s faddovou tloustkou
stovek nanometr pak pozorujeme vysledny efekt zahrnujici celé viditelné spektrum.

Metoda transferovych matic

Pro naroc¢néjsi ¢tenafe jesté na zavér popiseme elegantni matematickou metodu usnadnujici
vypodet chovani svétla pii priichodu vétsim mnozstvim vrstev s obecnymi tloustkami a indexy
lomu. V predchézejici ¢asti jsme elektrické pole v oblasti IT popisovali pomoci amplitud Ei; a Ef;
pravo- a levojdouci viny. To ale v obecném piipadé neni moc praktické, nebot tyto amplitudy
se na rozhranich méni nespojité. Okrajové podminky naproti tomu zarucuji, ze celkové E
a jeho prostorova derivace se na rozhrani nikdy nezméni. Proto bude vyhodné elektrické pole
na kazdém rozhrani popisovat jako vektor

(dEidz)'

5) Amplitudy elektrického pole uvniti skla neuvadime.
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Prichodu svétla kazdou vrstvou pak bude odpovidat nasobeni tohoto vektoru matici ptrifazenou
dané vrstvé. Nachazime-li se v oblasti s indexem lomu n a nase svétlo ma vlnové cislo k,
tak pfechod mezi popisem (pravojdouci,levojdouci) a (E,dE/dz) zajistuji navzajem inverzni

matice (dEb;dz> _r <§:) 7 (g:) =7 (dEE/dz) :

/11 11 —i/kn
T_(ik:n —ikn)’ T _2<1 1/kn>

Pravojdouci a levojdouci amplitudy E~ a E~ se pfi priichodu vrstvou tloustky a a indexu
lomu n zméni na E~e*"* a E~e™ " 4 vektor (E,dE/dz) se tedy efektivné nasobi matici
A(a,n) pfipsanou dané vrstvé

gtkna 0 _1 cos(kna) sin(kna)/kn
Ala,m) =T ( 0 e_ik”“) ™, Ala,m) = (—kn sin(kna)  cos(kna) ) '

Dopadé-li nyni svétlo kolmo na sérii N vrstev o tloustkach a; a indexech lomun; (j =1,...,N),
kdy kazd4 vrstva je popsand matici A; = A(aj, n;), obdrzime vysledny vztah mezi amplitudami
FEq, E, a E}, po fadé dopadajiciho, odrazeného a prochazejiciho svétla

Ep o —1 Ed
( 0 ) =T ANANfl...A2A1T<EO> .

Ackoli tento vysledek muze vypadat ponékud hrozivé, pracuje se s nim mnohem lépe, nez
se soustavou 2N + 2 rovnic, které bychom dostali aplikaci okrajovych podminek na vSech
N + 1 rozhrani. Pokud se navic vrstvy periodicky opakuji, mizeme sou¢in AyAn_1 ... A2A;
Casto vypocitat presné. Podobné jako v predchazejici casti se pak da vysledek pouzit pro
vypocet rezonancnich frekvenci a dalSich vlastnosti sloZené optické soustavy.

Uloha V.S ... svétlo v litce

a) Index lomu v nelinedrnim materidlu zavisi na intenzité svétla I jako n = n1 + nol, kde n;
a n2 jsou konstanty vétsi nez nula. Zamyslete se, co se bude dit s paprskem svétla dané sirky,
ktery timto materidlem prochazi. Predpokladejte, Ze intenzita paprsku klesa se vzdalenosti
od jeho stfedu. (Staéi kvalitativni ivaha, odvaznéjsi se mohou pokusit vybudovat analyticky
model.)

b) Deska tloustky a sestdva z 2N stejné Sirokych rovnobénych destidek ze dvou materidlt
o indexech lomu n; a ns posklddanych ,na stiidacku“. Svételnd vlna dopadé kolmo na
Celni desticku. Jaky bude efektivni index lomu této smichané desky pro N — oco? Napada
vés pro¢? (Napovéda: pro libovolnou matici A plati

N
lim (I + é) =exp(4),

N —o0 N

kde I je jednotkova matice a exp(A) = I + A+ A%/20 + A3/314- ... )
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Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1234PE II1I % =

Student Pilny MFF UK 4 344 3 8 32 100 95

1. Kristyna Kohoutovd G, Zamberk 3214 2 7 19 69 55

2. Filip Murdr G, Masarykovo nam., Ttebi¢ 4 - -4 - 8 16 83 33

3. Lubomir Grund G Zéabieh 41 - 3 - — 8 74 23

4. Vladan Gloncak G Ludovita Sttra, Trendin 31 --0 4 8 44 17

5. Vladimir Macko G L. Stara, Zvolen - - - - 0 50 14

6. Klaudia Mrazikova G Ludovita Sttra, Trendin 2 - - 4 6 52 12

7. Lukds Timko G P. de Coubertina, Tabor 3 -2 - - - 5 53 10

8. Samuel Pudek G Ludovita Sttra, Trendin 31 -- - - 4 19 9
Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PE I % =

Student Pilny MFF UK 4 3 4 4 3 8 32 100 95

1. Jakub Vosmera G Matyéase Lercha, Brno 333 -45 18 87 67

2. Peter Kosec G Ludovita Stara, Trenéin 3 -1 - -6 10 65 31

3. Patrik Svancara G Ludovita Stara, Trenéin 4 - — — 5 9 68 26

4. Gabija Marsalkaite 2 - - -5 7T 56 19

5. Kristina Nesporova G, Boskovice - - - - -6 6 73 11

6. Jan BydzZovsky G J. Heyrovského, Praha - -1 - - - 1 69 9

7. Samuel Havadej G J. A. Raymana, Presov 3 -12 -1 7T 8 7

8. Lucia Filovd Hotelova akadémia, Brezno - - - - - 0 40 6

9.—-11. Jan Cesal SPS Otrokovice - - 3 3 38 3

Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor - - - - - o 75 3

Martin Pitrik SPS elektrotechnicka, Havifov 210 - - - 3 27 3
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PE I % =

Student Pilny MFF UK 4 3 4 4 3 8 32 100 95

1. Tomds$ Pikdlek G, Boskovice 4 32 4 2 8 23 81 69

2. Anna Chejnovskd G Christiana Dopplera, Praha -21 - -7 10 72 54

3. Dominika Kalasovda G, Boskovice 2105 7 15 55 45

4. Martin Buchadek G Ludka Pika, Plzen 53 2 - - - 10 91 40

5. Stefan Badza Mat. gymnézium, Bélehrad 1312 - — 7 51 38

6. David Krska G J. V. Jirsika, C. Budéjovice 2 -3 - - 5 69 22

7. Jiri Ndrozny G, Boskovice - - - - - - 0 88 21

8. Zoltan Jehn - - - - - 0 80 20

9. Barbora Drozdovd G Ludovita Stara, Trendéin 3 - - - -5 8 49 18

10.—-11. Jir7 Jelinek G, Blansko - - - - - - 0 70 16

Ondrej Maslikiewicz SPS, Hronov -1 - - -4 5 41 16

12. Stefan Stanojevic Mat. gymnazium, Bélehrad - - - - - 0 48 10

13. Katerina Jirakovd G J. Pivecky, Slavi¢in 2 - - - 2 60 9

14.—15. Mustafa Cevizci Yamanlar College, Izmir — - - - - o 47 8

Jarier Wannous G Ludovita Stara, Trenéin 2 - - - - 6 8 67 8

16. Juri Taborsky G, Palackého 191, Ml. Boleslav - — - — — - 0o 41 7

17. Zuzana Bogdrovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - 0 50 2
Kategorie ctvrtych rocniku

jméno skola 1234PE I % =

Student Pilny MFF UK 4 3 4 4 3 8 32 100 95

1. Petr Rysavy G J. Heyrovského, Praha 341335 19 82 73

2. Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy - 33 - - - 6 73 45

3. Stépdn Poldcek G F. Palackého, Val. Mezitici - - - = - 0 78 43

4. Zdenék Novdk G, Ceska Kamenice - - - - - - 0 63 30

5. Jan Bogar G Ludovita Stara, Trenéin - - - = - = 0 74 29

6. Zuzana Docekalovda G, F. Hajdy, Ostrava — - - -7 7 84 26

7. Karel Kral G, Most - - - - - - 0 67 18

8.—9. Jana Bazovd G TLudovita Stura, Trendin -3 - - -6 9 61 17

Lada Peksova G Christiana Dopplera, Praha - - - - - - o 77 17

10.—11. Tereza Jerdbkovd SPS a SOU Letohrad - - - - - - 0 76 16

Michal Zandska G J. Skody, Pterov - - - - - - 0 100 16

12.-13. Petr Cagas G, Lesni ¢tvrt, Zlin - - - - - - 0 65 13

Tereza Steinhartova G J. K. Tyla, Hradec Kralové - - - - - - 0 87 13

14. Jan Hodic G J. Ressela, Chrudim - - - - - 0 48 10

15. Nurullah Karakoc Yamanlar College, Izmir - - - = - = 0 31 9

16.—17. Pavel Novotny G P. de Coubertina, Tabor - =-1- - - 1 29 4

Kristyna Onderkovd G, Budéjovicka, Praha - - - = - = 0 50 4

18. Barbora Handkovd -3 - - - - 3 100 3

19. Petra Vahalova G, Plasy 2 - - - - 2 50 2

20.—21. Martin Bachraty G Velka okruzna, Zilina - - - - - 0 25 1

Michal Husek G, Bucovice - - - - - - 0o 13 1
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FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro feseni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastieSsen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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