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20. roénik, Gloha III. 2 ... pfistani na Titanu (5 bodu; primér 3,10; esilo 20 studenti)

V patek 14. ledna 2005 na povrchu Titanu hladce pristala sonda Huygens, pojmenovana
po objeviteli Titanu. Materska sonda Cassini ji nesla k Saturnu 7 let. Jedna se dosud o nej-
vzdalenéjsi pristani umélé sondy v déjinach.

Pristavaci modul o ¢isté hmotnosti (bez paliva) m, vybaveny reaktivnim motorem, se vzna-
el v klidu nad povrchem meésice (gravitacéni zrychleni je zde g). Mél k dispozici palivo o hmot-
nosti My — m a zdsobu energie o velikosti Ey, kterou vyuzival k urychlovani paliva (rychlost
a mnozstvi paliva vypuzovaného z motoru lze libovolné ménit). Jakd je maximélni doba, po
kterou se sonda mohla vznaset v konstantni vysce? Poradte fidicimu stredisku, jakym zpiiso-
bem by meélo naprogramovat rychlost a mnozstvi vypuzovaného paliva, aby této maximalni
doby dosahli. Ulohu vymyslel Marek Pechal.

Oznacme okamzitou hmotnost paliva vypuzovaného z modulu za jednotku casu jako p,
velikost jeho okamzité rychlosti pak v. Je-li v ¢ase ¢ hmotnost modulu i s palivem rovna M
a modul se nehybné vznasi, je jeho hybnost nulova. V case ¢t 4+ dt bude hybnost soustavy
modul-palivo rovna pvdt, protoze béhem doby dt¢ bylo vypuzeno palivo o hmotnosti pdt
rychlosti v a modul je (podle pfedpokladil) stéle nehybny. Zména hybnosti soustavy je tedy
rovna pvdt, to se vSak ma podle Newtonova druhého pohybového zdkona rovnat impulsu
pusobici sily, tj. Mgdt. Srovnadnim pak dostaneme

wo=>Mg.

Protoze néas zajima, jak se spotiebovava palivo a energie, bylo by vhodnéjsi mit misto
okamzité rychlosti paliva ve vzorci okamzity vykon, tedy energii spotfebovavanou na jeho
urychlovani za jednotku casu. Tu ozna¢me obvyklym zptsobem jako P. Snadno nahlédneme,
ze plati P = % . Vyjadiime-li odtud v, pak dosazenim do pfedchozi rovnice dostavame

\V2Pu= Mg.

Pro dosaZeni maximalni mozné doby vznaSeni je nejvyhodnéjsi, kdyz modul spotiebuje
veskerou zasobu paliva i energie. Pokud by totiz na konci procesu zbylo néjaké palivo a nezbyla
zadna energie, mohli bychom vybrat néjaky casovy interval v pribéhu vznaseni, v némz bychom
ponékud zvysili mnozstvi paliva vypousténého za sekundu (avSak tak, aby stéle jesté néjaké
na konci zbylo). Potom bychom ov§em pro zachovani konstantniho tahu motoru museli béhem
tohoto okamziku o trochu snizit vykon P, a tak bychom uspofili energii, kterd by spolu se
zbytkem paliva umoznila prodlouzit dobu vznéseni.

Jednou z moznosti, jak popsat pribéh procesu, by tedy mohlo byt udani zavislosti mnozstvi
zbylé energie na hmotnosti modulu (nebo naopak, to v8ak v dalsim postupu pfili§ nehraje roli),
tedy uréité funkce E(M), pro kterou plati E(Mo) = Eg a E(m) = 0 a kterd musi byt zfejmé
rostouci. D4 se ze znalosti pribéhu této funkce urcit celkovd doba vznaseni T'?7 Vskutku ano,
a to nésledujicim zptisobem. Provedeme-li derivaci E(M) podle ¢asu (Gasové derivace budeme
znadit teckami), dostaneme pomoci pravidla o derivaci slozené funkce E’(M)M. Derivace zbylé
energie podle Casu je vSak zfejmé rovna zaporné vzatému P, stejné tak jako casova derivace
hmotnosti modulu podle ¢asu je az na zaporné znaménko rovna . Dostaneme tak rovnost P =
= E'(M)p. Dosazenim do vySe odvozené podminky vzndSeni s ohledem na rovnost p = -M

pak ziskdme
7 dM
—+/2F (M)E:Mg. (1)
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Metodou separace proménnych dostaneme pro dobu vznéseni (v podstaté jen mechanicky osa-
mostatnime dt a vlozime integra¢ni znaménka na obé strany rovnosti)

/2E/ T M, QE’(M)
dM:/ dt = T= ——=dM.
0 Mg

M, m

Snazime se tedy maximalizovat ur¢ity integral volbou vhodné funkce E (M), spliujici na-
vic jisté podminky, které jsme jiz uvedli. Zfejmé mizeme p¥i hledani extrému sméle zahodit
multiplikativni konstanty a hledat tak pouze maximum integralu

VEQD
M

m

(2)

Uloha, kdy hledédme funkci, pro kterou néjaky integralni vyraz nabjva extrémni hodnoty, je
asi pro vétsinu z vas nanejvys podezreld. Na stfedni skole nic takového nepotkate, ackoliv jde
o velmi uZiteény typ tloh.! Vzhledem k nesmirné uziteénosti tohoto postupu mi snad ti, kdo
jej znaji tfeba z Feynmanovych prednasek, odpusti drobné opakovani.

Takovéto tlohy se fesi v principu podobné jako hledani extrému funkce. To, Ze jsme na-
§li extrém, zjistime tak, Ze pokud se o kousek pohneme libovolnym smérem, hodnota funkce
se ,vice méné“ nezméni. My budeme s nasi funkci také malinko hybat (variovat ji) pri¢ita-
nim néjaké pomérné libovolné zvolené malé funkce a budeme sledovat, jak se méni hodnota
integralu.

Dosadme tedy do naseho integralu misto E(M) souéet E(M) + n(M), kde n(M) bude ona
malé funkce. Dostaneme tak

Mo /BT £ ()
/ i dM .

m

Protoze funkci f(z) mizeme v okoli zvoleného bodu zo pomérné dobfe aproximovat vyrazem
f(@) =~ f(zo)+f (azo)(x :co) (je to jako nahradit graf funkce jeho te¢nou v bodé Zo), dostaneme

odtud pro \/E'(M) + n/(M) ptiblizny vyraz /E' (M) +n' (M)/2/E' (M

Zména hodnoty integralu zptsobena prlctemm nasi malé funkce je tedy priblizné rovna

/MO ﬂdM.
m  2M\JE(M)

Integrace per partes pak dava

- " M d _r dM
” _/m "0 e yen ) M

Vsimnéme si vSak, ze hodnoty E(M) jsou v bodech m a Mo pevné dané a funkce (M) v nich
tedy musi byt nulova. To ovSem vynuluje prvni ¢len v tomto vyrazu.

Hledame-li extrém puvodné uvazovaného integralu (2), musi byt jeho zména jistym zpuso-
bem malé bez ohledu na volbu funkce 7n(M). Neni nic pfimocafejsiho, nez zkusit, zda nékdy

n(M)
2M\/E' (M)

1) Kdo nékdy nechtél védét, proé ze viech kiivek dané délky ohrani¢uje nejvétsi plochu pravé kruznice?
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registruji, ze se tak skutecné stane, pokud bude vyraz pod integralem v odvozeném vyjadieni
zmény identicky nulovy. Protoze jsme vSak funkci (M) mohli zvolit tak, Ze sama neni nulova
nikde (samozfejmé kromé obou krajnich bodw), musi byt

4 (1 Y_,
dM \ 2M/E'(M) )

To uz je obycejna diferencidlni rovnice, jejimz integrovanim a tpravou dostaneme nejprve

1 ’
ez — (M)
a nasledné pak .
E(M)=A e

Integrac¢ni konstanty A a C zvolime tak, aby bylo E(My) = Eg a E(m) = 0. Dostaneme pak
hledanou funkci

BE(M) = % (1 - %) , (3)
B(M) = oo ()

(M() - m)M2 '
Nakonec vypocitame zavislost vSech podstatnych veli¢in na ¢ase. Dosazenim (4) do (1)
a upravou ziskame
. Mo —m
M= -M’gy| .
g 2EOM0m
Tuto rovnici dofesime separaci proménnych
1 1 Mo —m
— = — gy . (5)
M(t) Mo 2E0Mom
Odtud také mizeme dostat dobu 7" polozenim M = m.

1 2E0(M0 — m)

T=-
p Mom (6)
Dosazenim (5) do (3) ziskdme
o ’ITLM()E()
E(t)—E() tg Q(Mo*m).

Zderivovanim podle ¢asu najdeme vztah pro veli¢iny P a p.

Eo Tg> M@ 1
P(t) = =2 = :
O=7- 0= 05 Gy 2
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Vyuzitim vztahu P = % pv? dostaneme

2F,
o(t) = ng\zo +gt. (8)

Vztahy (5) az (8) davaji vSechny podstatné informace o idealnim pribéhu vznaseni modulu,
které jsme hledali.

Jisté jste si v8imli, Ze jsme nedokazovali, Ze pro nalezenou funkci uvazovany integral (tedy
doba vznasSeni) nabyva skuteéné maximalni hodnoty. Intuitivné mizeme tento nazor podepiit
faktem, ze hodnota integralu (2) je shora omezena?, a tedy by mél byt jeding nalezeny extrém
maximem. Matematicky zcela spravny dikaz by byl pravdépodobné docela zdlouhavy. Tento
problém ve svém originalnim feSeni (zaloZeném ovsem na ponékud odliSném principu, nez jaky

zde byl popséan) velice hezky vyfesil Tomds Tintéra. Marek Pechal

marek@fykos.mff.cuni.cz
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2) Uzijeme Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti, podle niz plati

(/2 f@)a@)dz)” < [° (@) de - [° %) da,

tedy v naSem ptipadé

2
M, /B (M M, M, 1 1 1
AdM S/ E'(M)dM-/ —dM =FEy | —— — | .
Jm M m Jm M2

m My



