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Mili resitele!

Dostavate do rukou autorska reseni prvni série tloh spole¢né se svymi opravenymi tlohami.
Ve vzorovych feSenich se nejen dozvite, jak mélo vypadat reSeni spravné, ale i jaké jste délali
nejcastéji chyby apod. S jakymikoliv dotazy ¢i nesrovnalostmi se miizete obratit na opravovatele
uloh, jejichz e-maily jsou uvedeny pod prisluSnym vzorovym feSenim.

Na konci brozury najdete vysledkovou listinu po jednotlivych roc¢nicich. U Studenta Pilného
je napsan plny pocet bodt za prislusné tulohy. Pokud jste dostali bodt vice nez on, znamena
to, ze se vase Tfeseni opravovateli libilo natolik, ze vam udélil prémii. Ve sloupci oznaceném ,,I¢
je uveden soucet bodu za prvni sérii, ve sloupci ,,%“ procentualni zisk z tuloh, které jste letos
poslali. A ve sloupci poslednim je uveden celkovy pocet bodu ziskany za aktudlni ro¢nik.

Dale bychom chtéli pozadat ty, ktefi ndam letos jesté neposlali FeSeni zadné tulohy,
a presto chtéji dale dostavat nova zadani a vzorova reseni, aby nam napsali dopis ¢i
mail. Pokud tak neucini, dalsi postu jiz od nas letos dostavat nebudou.

Vasi organizatori

Ano, mohli jsme pro Vds vymyslet normalini fyzikalni dlohu —
a KRASNOU!
Stacila by jednoducha fyzikalni myslenka, rychle odvozeny
elegantni vzorec. K tomu jesté néjaka ta vabnicka pro nové resitele.

Jenomze my jsme rekli NE!

Z3adnd nudnd zadani & Fedeni, Zddny med kolem huby;
kdyz uz FYKOSJ tlohu, tak pékné drsnou, a to pro vsechny!
S netrividlnim trikem, s rafinovanou tvahou,

s vypecenym integralem nebo difkou,
at’ se nejen novi, ale i stavajici resitelé FYKOSu néco priuci.

Veselé Vanoce a stastny novy rok!
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Zadani lll. série

Termin odeslani: 5. unora 2007

Uloha III. 1 ... obloZeny létajici talir

Na zamorském parniku pripravuje pro posadku jidlo kuchar Thomas. Na podavani talirt
ma sikovné zarizeni. Pruzinovy drzak udrzuje vrchni talit porad ve stejné vysce. Vzdalenost
mezi talifi je 1 cm. A protoze je more bouflivé, sloupec 25 talifi pékné kmita. Jaka je frekvence
téch kmita?

Uloha III. 2 ... pristani na Titanu

V patek 14. ledna 2005 na povrchu Titanu hladce pristala sonda Huygens, pojmenovana
po objeviteli Titanu. Matefska sonda Cassini ji nesla k Saturnu 7 let. Jedna se dosud o nej-
vzdalen€jsi pristani umeélé sondy v de€jinach.

Pfistavaci modul o ¢isté hmotnosti (bez paliva) m, vybaveny reaktivnim motorem, se vzna-
sel v klidu nad povrchem mésice (gravitacni zrychleni je zde g). Mél k dispozici palivo o hmot-
nosti M a zadsobu energie o velikosti Fo, kterou vyuzival k urychlovani paliva (rychlost a mnoz-
stvi paliva vypuzovaného z motoru lze libovolné ménit). Jaka je maximélni doba, po kterou se
sonda mohla vznaset v konstantni vysce? Poradte fidicimu stfedisku, jakym zptisobem by mélo
naprogramovat rychlost a mnozstvi vypuzovaného paliva, aby této maximalni doby dosahli.

Uloha III. 3 ... vzddlenost vizualni dvojhvézdy

Z redukovanych hvézdnych spekter slozek dvojhvézdy (podle pfitomnych spektralnich ¢ar,
z nichz zadnad v tomto pfipadé neméni svou polohu v ¢ase) jsme urcili spektralni t¥idy obou
hvézd a nasledné odhadli jejich hmotnosti na 2 a 3 hmotnosti Slunce. Z pozorovani daleko-
hledem s ohniskovou vzdalenosti 3 m vime, ze slozky skutecné obihaji v neménné vzdalenosti
5 thlovych minut od sebe jednou za 50 let.

Dokazete z téchto informaci ur¢it vzdéalenost dvojhvézdy od Slunce? Pokud ano, uvedte,
jak jste jednotlivé informace pouzili, anebo nepouzili, a vysledek vhodné zaokrouhlete. Také
okomentujte, jaky vliv na néj mé nepresna znalost idajli, zejména hmotnosti.

Uloha III.4 ... topeni Alberta Einsteina

Albert Einstein se v diichodovém véku (narozdil od svych vrstevniku $tourajicich se v za-
hradce) zamyslel nad riznymi paradoxnimi jevy. V zimé si v§iml, ze kdyz ohfiva vodu v topeni
pfimo ohném, ucinnost je velmi mala.

Napadlo ho vyzkousSet jiny postup. Vzit idealni tepelny stroj a pouzit kotel a venkovni
vzduch jako teplou a studenou lazen. Praci, kterou z tohoto stroje ziska, pak vlozit do jiného
idealniho tepelného stroje, ktery bude odebirat teplo vzduchu a predavat jej vodeé. Jestlize jsou
teploty kotle, vody a vzduchu 711, T> a T3, jaka je Gc¢innost ohfevu vody? Nedochazi nadhodou
k poruseni druhého termodynamického zakona?
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Uloha III.P ... akrobat na lyZich

Jisté znate lyzarskou disciplinu akrobatické skoky. Lyzar po rozjezdu z kopce najizdi na
mustek a skace do vzduchu. Pred dopadem zvladne skokan provést nékolik vruta a salt. Vy-
svetlete, jak to lyzar déla — co musi udélat, aby se zacal otacet tak, jak chce. Jak vyvratite
tvrzeni, ze podle zdkona zachovani momentu hybnosti se musi skokan po celou dobu skoku
otacet kolem stejné osy a stejnou rychlosti?

Uloha II1. E ... Planckova konstanta

Navrhnéte a dostatecné teoreticky zdivodnéte metody k experimentalnimu urceni Planc-
kovy konstanty, které se daji realizovat doma, ptip. s vybavenim ve skolni laboratori, a alespon
jednu z nich provedte. VSechny veli¢iny, které je mozné experimentalné uréit (zvazte uziti sta-
tistiky), co nejpresnéji zmérte a spravné vyhodnotte velikost této fundamentilni konstanty
s prislusnou experimentalni chybou.
Ndpoveda: LED dioda s ochrannym rezistorem stoji cca 5 K¢.
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Reseni |. série

Uloha I.1 ... tajemna hmota (4 body; primér 1,88; vesilo 25 studentii)

Tajemna hmota je homogenni a izotropni oblak plynu na pocatku v naprostém klidu. Tento
oblak o celkové hmotnosti M ma piesné tvar koule. Zjistéte, jak se (lokalné) v objemu oblaku
bude ménit hustota pri gravitacnim kolapsu. Okomentujte rychlost hrouceni v okamziku, kdy
bude vsechna hmota tésné pred zhroucenim do jednoho bodu. Ulohu zadal Pavel Brom.

Pro zacatek si vSimnéme, ze rozlozeni hmoty na pocatku kolapsu je sféricky symetrické.
Protoze neuvazujeme zadné vnéjsi ptisobeni na oblak, ktery je navic zpocatku v klidu, snadno
nahlédneme, Ze kulova symetrie se v prubéhu kolapsu zachova a ze rychlost hmoty v kazdém
bodé oblaku bude mit pouze radialni slozku.

Body, které na pocatku kolapsu lezely na téze kulové plose (rozumi se se stfedem v centru
oblaku), tedy budou mit i nadale vSechny stejnou vzdélenost od centra. Proto vzdalenost bodii,
které lezely na pocatku ve vzdalenosti 7o, je v Case t dana hodnotou néjaké funkce R(ro,t),
kterou se snazime najit. Funkce R pak plné popisuje priubéeh kolapsu oblaku.

Tato hledana funkce R musi spliiovat pohybovou rovnici, kterou nyni odvodime (a posléze
vyfesime).

Zrychleni bod1, které na pocatku lezely ve vzdalenosti r9 od stfedu, je ddno druhou parci-
alni derivaci R podle ¢asu (pfitom kladné hodnoty odpovidaji zrychleni sméfujicimu od stfedu
oblaku). Jak ale vime, je zrychleni udélované hmotnému bodu gravitacni silou rovno intenzité
gravitacniho pole v daném bodé.

Tok intenzity pole hranici uzaviené oblasti je roven 4G M, kde M je celkova hmotnost ob-
sazend v této oblasti (obdoba Gaussova zakona zndmého z elektromagnetismu, ktera vSak plati
pro kazdé pole, jehoz potenciél zavisi na vzdalenosti od bodového zdroje jako 1/r). Mame-li
tedy kulové symetricky zdroj, bude i intenzita jim buzeného gravitacniho pole kulové symet-
rickd (tj. zavisld pouze na vzdalenosti od stfedu a majici jen radidlni slozku) — ozna¢me jeji
velikost ve vzdéalenosti r od stiedu jako K (r). Uvazovany tok je pak roven 4wr?K(r), coz mé
byt, jak jsme fekli, rovno 4nGM, odtud K(r) = GM/r*.}

Tak konecné dospivame ke kyzené pohybové rovnici, kterd zni

G

R(To, t) = _—RQ(To,t)

M(?”(),t) .

Zde M (ro,t) oznacuje hmotnost obsazenou v kouli o poloméru R(ro,t) (pozor, ne rq) v ¢ase t.
Tento pomérné nevinny c¢len v nasi rovnici ndm ovSem zpusobi znacné problémy. Zavisi totiz na
prubéhu R(ro,t) pro vSechna 7o (jinak feceno, jednotlivé ,slupky“, na které si mizeme oblak
rozlozit, se teoreticky mohou v pribéhu kolapsu navzajem ,predbihat“; ve skutecnosti to sice

1) Toto je znamy vysledek, ktery ¥ika, ze gravita¢ni pole buzené sféricky symetrickym zdrojem je
v urCitém bodé ve vzdalenosti r od stfedu zavislé pouze na celkové hmotnosti uzaviené v kouli o polo-
meéru r a je stejné, jako kdyby byla celad tato hmotnost soustfedéna ve stfedu. ,,Vnéjsi“ hmota gravitacni
pole v daném bodé neovliviiuje.

4
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nedélaji, ale to zatim nevime). V dusledku toho se z nasi pohybové rovnice stane nepékny
hybrid mezi diferencialni a integralni rovnici.?

Mame tedy teSit néco, na co nemame zadny rozumny aparat. V takovém pripadé vétsSinou
zbyva jen jedina pouzitelnd moznost — doufat, ze reSeni bude v néjakém pékném tvaru, a pokusit
se jej uhodnout (samoziejmé nebudeme hadat jen tak nazdafbuh, ale pokusime se své odhady
podepfit néjakymi rozumnymi argumenty).

Neéktefi z vas spravné uhodli, ze oblak se bude hroutit rovnomérné (v tom smyslu, ze vzda-
lenosti jednotlivych bodt od stfedu jsou v kazdém okamziku pfimo timérné jejich ptivodnim
vzdélenostem v ¢ase t = 0). K nalezeni spravného feseni stacil také slabsi predpoklad, ze je-li
bod A na pocatku dale od stfedu nez bod B, pak tomu tak bude i po celou dobu kolapsu.
Ukazeme jednu z tvah, které nas mohly privést k urcité hypotéze o blizsi podobé pribéhu
hrouceni.

Na poc¢atku zfejmé plati, Ze hmotnost obsazena v kouli o poloméru rg je Gmérna rg, intenzita
gravitacniho pole tedy roste timérné rg, stejné tak velikost zrychleni hmoty ve vzdalenosti ro
od stfedu. Selsky rozum nam rika, ze velikost rychlosti, kterou hmota nabere za néjaky maly
cas At, bude také amérna ro a vzdalenost, o kterou spadne hmotny bod, jenz byl ptivodné ve
vzdélenosti 7o, jakbysmet. Co jsme tim ale dostali? Ze nova vzdalenost kazdého bodu oblaku
od stfedu je pfimo imérna jeho pivodni vzdalenosti. Cely oblak se tedy pouze ,stejnomérné
zmensil a ztistal nAm homogenni. Mame stejnou situaci jako na poc¢atku® (az na to, ze nyni
neni oblak v klidu — rychlost hmoty v ném je vSak stale imérna vzdalenosti od stredu a to
nadm umozni ivahu aplikovat znovu). Zd4 se, ze homogenita oblaku by se mohla béhem kolapsu
zachovavat. Potom by tedy funkce R méla byt tvaru R(ro,t) = rof(t), kde f(t) je néjaka funkce
casu (kterd v podstaté charakterizuje miru smrsténi oblaku; hodnota f(t) = 1 je poc¢atecni stav,
f(t) = 1/2 znamena, ze oblak se smrstil na polovi¢ni polomér, atd.), a M (ro,t) by bylo rovno
AT oor /3 (nezavisle na ¢ase — kazdy bod ma ,pod sebou“ stale stejnou hmotnost jako na
zacatku). Zkusime dosadit do pohybové rovnice a uvidime, jestli najdeme néjaké feSeni v nami
ocekavaném tvaru. Po dosazeni a par elementarnich tipravach dostaneme

4’TTGQO

f=-55

Vida! Dobré znameni, z rovnic ndm tplné vypadlo ro. Pokud si tedy poradime s touto obycejnou
diferencialni rovnici, mame vyhrano.

Podobné rovnice, ve kterych je druha derivace hledané funkce zavisla pouze na hodnoté této
funkce, se fesi nasledujicim trikem. Vynasobme celou rovnici 2f. Na levé strané tak dostaneme
derivaci f? podle ¢asu, na pravé pak vyraz —af/f2 (a je oznaceni pro konstantu 8nGog/3).
Integrovanim takto upravené rovnice podle casu na levé strané dostaneme

2401 = dt / df——+02

2)  Pro zvédavce, ktefi cht&ji védét, kde ze tam je ten integral, feknéme, Ze je schovany ve vy-

razu M (ro,t). Muzete si ovéfit, ze plati M(ro,t) = [, 4nr? o9 dr, kde po je pocateéni hustota oblaku
a integrujeme pres mnozinu A, kterd je dana jako A = {r € Rt : R(r,t) < R(ro,t)}. Tato mnozina
muze vypadat velmi divoce, pokud funkce R(r,t) nebude prosta v r.

3) Tato tivaha vypadd trochu jako matematické indukce, ale neni! Indukci rozhodné nemizeme pouzit
v oboru realnych cisel. Zde jde spise o takovou ,berlicku®, ktera nam ukaze dalsi smér nasich uvah.
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Obé aditivni konstanty si mizeme shrnout do jedné a f si vyjadiime jako f = —\/a /f+C
(znaménko minus volime, protoze nas zajima kolaps, tedy proces, pfi némz se f zmensuje
s Casem).

Neznama konstanta C' feseni komplikuje, tak se ji hned zbavime. Z toho, jak jsme si zavedli
funkci f, plyne, ze v ase t =0 je f(0) =1a f(O) = 0. Aby tedy platila vyse uvedend rovnost,
musi ziejmé byt C = —a, mame tedy

. df 1
=gy (G-,

Tuto rovnici mizeme vytesit takzvanou separaci proménnych. Nez to ale udélame, pozastavme
se u ni na chvili, protoze nam da odpovéd na to, jak se chova rychlost kolapsu, kdyz se polomér
oblaku blizi nule. Jestlize uvazujeme stale mensi velikost oblaku, jinymi slovy stale mensi f,
jde prava strana rovnice do minus nekonecna, tedy rychlost hrouceni roste nade vsechny meze
(asymptoticky jako 1/4/r). Musime si ale uvédomit, Ze toto plati pouze v klasické fyzice.
Ve skutecnosti by se na malych vzdalenostech zacaly uplatnovat jednak efekty specialni teorie
relativity, které by nedovolily, aby rychlost kolapsu prekrocila rychlost svétla, a pak také efekty
obecné relativity — horizont udalosti, dilatace casu, zmény délek v radidlnim smeéru.
Vratme se ted k nasi rovnici. Upravime si ji na tvar

dt = — df

Va@d/f-1)

Nyni mizeme na obé strany vlozit znak integralu a integrovat od ¢asut =0 do ¢

f(t) 1
= — df.
: /f«»:l e

Substituci w = \/1/f — 1, df = —2u/(u* + 1)* du si upravime integral na pravé strané a do-
staneme

2 [u) 1 q
t=—"— — _du.
\/5/0 (w2 +1)2 "

Integral vypoéitame trikem. Pokusme se vypocitat metodou per partes integral [ 1/ (u?+1) du.
Derivovat budeme funkci 1/(u? + 1) a integrovat funkci 1. Pak dostaneme

1 u —2u u (u> +1)—1
du = — | ———udu = 2 [ —————du.
/u2+1 TP /(u2+1)2uu u2—|—1+ / (u? +1)2 “
Upravime-li si jesté trochu pravou stranu, mame

1 U 1 1

odtud si uz snadno vyjadrime hledany integral jako

u(t) 1 B U(t) 1 u(t) 1 B u(t) 1
[ e manen ta ), w it w2
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Dosadime-li za u vyraz \/1/f — 1, ziskdvame

— % (\/W—I—arctg\/;) :T (\/T—Farccos\/_)
<

Muzete si ovérit, ze funkce t(f) je pro 0 < f 1 prostd, existuje k ni tedy inverzni
funkce f(t), kterda by po vynasobeni ro dala hledanou funkci R(ro,t). At se ale budeme snazit
sebevic, ze ziskané zavislosti t na f se ndm nikdy nepodafi vyjadrit f v zavislosti na ¢ pomoci
»jednoduchych® funkci.

To nam ovsem nebrani v tom, abychom si naptiklad vykreslili graf ¢ v zavislosti na f a z néj
preklopenim podle diagonaly dostali graf f(t).

Muzeme také vyuzit toho, ze objem oblaku je v case t roven V0f3(t) a hustota tajemné
hmoty (v kazdém bodé oblaku stejna, jak jsme zjistili) je 0o/ f3(t), tedy f(t) = (00/0(t))*/3,
a stejnym zpusobem vykreslit graf o(t) — viz obr. 1.

g £
0 0
0 1 0 1
t/a t/a
Obr. 1

Z nalezeného vztahu miizeme také docela snadno zjistit, jak dlouho bude cely kolaps trvat.
Staci najit limitu ¢ pro f — 0. Tak dostaneme pro dobu trvani kolapsu

T
2/a

K tomuto tdaji lze dospét také elegantni tvahou vyuzivajici treti Kepleriv zdkon o dobé
obéhu télesa. Ta totiz zavisi pouze na hmotnosti centralniho télesa a délce poloosy obézné
drahy. Na radialni pAd hmoty se pritom mtzeme divat jako na polovinu obéhu po ,,nekonecné
excentrické® eliptické draze. Nevyhodou tohoto pristupu je, Zze ndm nic nefekne o pribéhu

kolapsu. Marek Pechal
marek@fykos.mff.cuni.cz

T =
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Uloha I.2 ... sraZzka s asteroidem (4 body; primeér 2,80; vesilo 41 studentii)

Urcete, jaky tihel po srazce svirala trajektorie asteroidu a védecké lodi. Pied srazkou byl
kulovy asteroid v klidu a mél stejnou hmotnost jako lod. Uvazte, ze lod chrani stity, které maji
kulovy tvar. Probléem kulecnikovych kouli se zalibil Zuzce Safernove.

Oznacme polomeér kulovych stith rakety a polomér aste-
roidu r. Veli¢iny prislusejici lodi budeme indexovat pisme-
nem ,1“ a veliciny prislusejici asteroidu budeme indexo-
vat pismenem ,a“. Veli¢iny po stfetnuti oznacujme carkou.
Volme pravotihlou soustavu soutradnic s poc¢atkem v misté
styku téles pfi srazce. Osa x necht je uréena spojnici stiedi
téles. Osu y volme tak, aby vektor rychlosti rakety le-
zel v roviné zy. Slozky vektoru rychlosti oznacme v =
= (vz, vy, v2), pfi¢emz v, = 0 po celou dobu pohybu (nebot
ve sméru osy z nepusobi zadné sily).

Protoze lod je chranéna velmi pevnymi $tity kulovych
tvart, mizeme pii malych rychlostech uvazovat dokonale pruznou srazku. Prvni jednoduchy
pripad uvedeme bez ditkazu; po ¢elni srazce zustane lod v klidu a asteroid se bude pohybovat
rychlosti v (lod mu ptedé veskerou svou energii a hybnost). Nyni vyfesime obecnou srazku.

Nejdrive vypocitame tthlovou rychlost rotace lodi po srazce. Tteci sila mezi lodi a asteroidem
jest Fy = fF, a velikost momentu sily pusobici na lod M = fF,r. Snadno sestavime rovnici
vyjadiujici druhou impulzovou vétu dL/dt = M

J & = Ape fr,
At At
kde Aw a Ap, je zména tuhlové rychlosti a xz-ové slozky hybnosti béhem srazky, ktera trvala
dobu At. Pro homogenni kouli s momentem setrvac¢nosti J = 2mr? /5 dostavame zménu thlové
rychlosti

lod asteroid
Obr. 2. Srazka lodé

s asteroidem.

5 fAv,

T2

Jelikoz se lod pied srazkou neotadela, bude jeji ithlova rychlost po srazce w; = Aw. Na asteroid
pusobi sily stejné velikosti, avsak opacného sméru. Jeho thlova rychlost po srazce bude mit
tedy stejnou velikost w, = Aw, ale opa¢ny smér. Rotac¢ni energie obou téles po srizce je
vyjadrena vztahem

Aw

Bl =2-1J(Aw)? = Smf?(Av,)?.

2
Podle zakona zachovani momentu hybnosti vzhledem k po¢atku soustavy soutadnic (misto
styku téles pfi srazce) piSeme

/ / / / / /
mul,r = —Jw) + Jw, + mup,r — mu,, T = Uy = U1y — Uy -

’ s s . ’ / / 7 / / 7 4
Podle zakona zachovani hybnosti plati v, = vi, + va, a také v, = v, +v,, . Navic ze zakona
zachovani energie po nasobeni faktorem 2/m plyne

2 2 2E, 12 /2 12 ’2
/Ulm+vly - m +’Ulm+vly+vam+vay'

Upravou téchto vztaht ziskame

vy :5—va — vl :LU v =0
lx 2+5f2 lz ly ly » ax 2+5f2 lz ay )
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pohyb ve sméru osy y se tedy nezméni. Uhel mezi trajektoriemi po srazce je roven thlu mezi
vektory rychlosti po srazce, tj. vztahem

Gl 2+ 5f2

tga = L =2""Y tgq

kde « je tihel, ktery sviral vektor rychlosti lodi se spojnici stfed obou téles pred srazkou.
Pokud rotaci téles neuvazujeme ¢i je koeficient smykového tfeni f roven nule, je vysledek

. ;o o
jednoduchy o’ = 90°. Roman Derco

roman.derco@gmail.com

Uloha I.3 ... michani barev kaminku (3 body; primeér 2,10; vesilo 41 studentii)
Vysvétlete, pro¢ zkombinovanim svétel ze dvou barevnych kaminkii dostanou védci jinou
barvu, nez kdyz primo smichaji dvé barvy, které kaminky maji.
Uloha vznikla pri rozhovoru Honzy Prachare a Lucky Pospisilové o existenci hnédé barvy.

Nejprve se podivejme na pripad, kdy chceme zkombinovat svétla ze dvou barevnych ka-
minkid. Na zacatku méjme bilé svétlo, které rozlozime, a jednotlivé bilé svazky nechame projit
barevnymi kaminky a poté dopadnout na stejné misto. Jednotlivymi kaminky projdou svétla
v barvach kaminkt. Slozky proslych svétel se sc¢itaji a dohromady vytvari svétlo s vétsi inten-
zitou. Intenzita vysledné barvy se rovna souctu intenzit jednotlivych slozek. Hovorime o adi-
tivnim maichani. Napt. pokud kaminky maji barvu zlutou a azurovou, je vysledna barva svétle
zelena.

Prikladem aditivniho zptisobu michéani barev je barevny model RGB, ktery se pouziva napft.
v monitorech. Za zakladni barvy povazujeme cervenou, zelenou a modrou, pokud je smichame
vSechny, dostaneme bilou (mtizete si zkusit posvitit na jedno misto ¢ervenou, modrou a zelenou
baterkou). Pokud smichame dvé barvy, dostaneme z ¢ervené a modré purpurovou, z ¢ervené
a zelené zlutou a z modré a zelené azurovou.

Pokud chceme smichat barvy kaminkt, mtzeme bud kaminky rozdrtit a vznikly prasek
smichat nebo nechat bilé svétlo projit jednim kaminkem a svétlo, které z néj vyjde, druhym.
Svétlo, resp. odpovidajici ¢ast spektra je pri prichodech jednotlivymi barevnymi vrstvami stale
vice pohlcovano. Vysledna barva se sklada z vinovych délek, které zbydou po prichodu obéma
kaminky. V tomto pfipadé hovofime o subtraktivnim michdni. Pokud mame (jako v prvnim
pripadé) zluty a azurovy kaminek, je vysledna barva tmaveé zelena.

Na subtraktivnim michéni barev je zalozen barevny model CMYK, ktery se vyuziva napft.
pti tisku. Jeho zékladni barvy jsou zluta, azurova a purpurova. Smichanim vsech tii dostaneme
¢ernou barvu; pri smichani zluté a azurové vznikne zelena, zluté a purpurové cervena, azurové

/7 d /. »
a purpurove modra Petra Mala

peta@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha I.4 ... kapitaniiv denik (3 body; primér 3,14; vesilo 37 studentii)
Prispéjte né¢im zajimavym do deniku védecké vypravy (obrazkem ¢i jinym uméleckym
vytvorem, dobrodruznou pithodou v délce denniho hlaseni, fyzikalnim pozorovanim,. .. ).
Tvircitho ducha ve vas chtél probudit Honza Prachar.

Kapitaniiv denik, 26. listopadu 2223*

Nedavna pozorovani hranic Romulanské neutralni zény odhalila podezielé shlukovani ne-
znamé hmoty v sektoru 0056. Protoze federac¢ni sit dalkovych senzort jesté neni zdaleka hotova,
veleni se rozhodlo vyslat nas na prizkum.

¢

,Blizime se do dosahu senzorti, pane,“ ozval se védecky dustojnik.
,Prejdéte na impulz a zalefte tieba ... do nejbliz§i hvézdné soustavy. Jo, a ty senzory
zapnéte, at se nenudime.“

Osobni denik, kapitan S. Pilny, 27. listopadu 2223

Zacali jsme senzorovy prizkum soustavy. Svéte, div se, stale nic. Skoro mam pocit, ze si
z nas déla Hvézdna flotila srandu. Piredtim to bylo hlidani transportu dilithia, prace jak za
trest, a ted zas tohle. J4 to vidim tak, Ze se zase néjaky romulansky kapitan ozral a odstrelil
nasim smérem par asteroidii.

Zahvizdal interkom a z praskajiciho reproduktoru se ozvala kulometna palba slov prvniho
distojnika. Kapitan sice nerozumél ani n, ale aspon ho to vzbudilo a vzpomnél si, ze mu uz
davno zacala sluzba.

,INo, konecné néco,” pomyslel si, kdyz se drapal z postele.

,,Co tu mame?“ zeptal se po prichodu na miistek a hned ho udivilo, Ze na hlavni obrazovce
nejsou zadné hvézdy. ,,Spis, co tu nemame, pane,” neotalel s odpovédi védecky dustojnik, ,,pii
prizkumu soustavy jsme béznymi metodami nic nezjistili, ale pak jsme si v§imli, Ze z jednoho
mista nezachytavame zadné signaly. Podle vseho by tam meéla byt planeta, ale je tam tohle.“

,,Co?* rozespaly velitel nechapavé ziral na obrazovku.

,LTohle. Temna hmota. Visi nad planetou a vypada to, jako by ji celou obklopovala. Jenom
nad poly je jesté misto.“

,No jo, vidim,*“ vzpamatoval se kapitan, ,,vemte nas tam a zahajte prizkum, ja se jdu jesté
prospat,“ zivl a odesel.

To ale nemél délat. Jenom co vylezl z turbovytahu na chodbu, protéjsi sténa si tekla, ze
uz ma dost své normalni polohy, a vzala ho po hlavé. Kdyz ho probudil jakysi vousaty pan
s klicem od opodal stojici brany, zjistil, Ze je cosi Spatné.

Ano, lod se pfi nezvladnutém piiblizeni k planeté srazila s kusem temné hmoty a namifila
si to po nejkratsi mozné trajektorii k zemi, po cesté zapalila ptlku lesa na kontinentu a svezla
se po nejblizsim kopci az na jeho tpati. Vrcholky hor se rozblikaly riznymi svétly jako vanocni
stromecek.

»,Ja jsem vam ftikal, ze mate opravit ty inercidlni tlumice na chodbéach,” oboftil se prvni
duastojnik na vrchniho inzenyra, ,ted mame z kapitana tapetu.*

,,Co kapitan, ale jmeli,*“ blekotal z cesty naptl omraceny inzenyr.

,Co kdybyste se nékdo obtézovali s hlasenim skod?“ fekl prvni déstojnik s nadéji, ze
mu odpovi nékdo, komu vylet z obézné drahy nevyklepl mozek z hlavy. Mél stésti, zachranil

1) Hvézdné datum se zacalo pouzivat az 1. 1. 2323.

10



Fyzikalni korespondenc¢ni seminar UK MFF ro¢nik XX ¢islo 3/7

ho védecky diistojnik: ,Vypada to sakra bled€, pane, sekundarni trup jsme ztratili nékde ve
vzduchu, s nim i hlavni motory a pil posadky. Nastésti nam ztstal fizni reaktor a inercialni
tlumice. A interni senzory taky jakz takz funguji — zachytavam asi 42 znamek zivota, vcetné
nas.“

, Co to je, strejdo?“ zeptal se neidentifikovatelny humanoid jedince vedle sebe.
1o urcité bude posel z nebes. Nebo taky primadrni trup lodi Hvézdné flotily tridy Daedalus.
Ale spis ten posel. Zitra vezmem sousedy a pujdem se na to podivat.“

,Cti tnk psT,“ ozvalo se zpoza kusu upadené termoizolace.

,Jakra, uz zas ten kram nefunguje!“ zachiestil $éfinZenyr univerzalnim prekladacem a za-
volal na prvniho déistojnika: ,,Séfe, mame navstévu.“

K nouzovému taboru se ted blizila skupina postav.

,Ahoj, jak se vam libi na nasi planeté?“ ozvalo se.

,Ale, stromy jsou piili§ vysoké na muj vkus,“ odpovédél kdosi z posadky. Asi néjaké cervené
tricko.

I kdyz byli domorodci ponékud nakrknuti zpisobem piichodu prvnich lidi na jejich pla-
netu — kdo by nebyl, kdyby mu navstéva zapalila zivy plot a podupala zahonek — nakonec
se néjak domluvili a vyménou za zrcatka a cocky se ztroskotanciim podarilo ziskat listek na
lanovku do vyssich stromovych pater. A tak vymontovali subprostorové radio, nabili baterky
a vydali se na vylet.

»,Za jak dlouho temna hmota obklopi celou planetu?*“ napadlo prvniho dtistojnika.
,Podle poslednich méreni tak za mésic,“ dostalo se mu odpovédi.

, Myslite, ze bychom to méli domorodctim rict?“ zaclo jej trochu hryzat svédomi.
,Ale proc¢, za dva tydny tady bude zachranna vyprava, aspon bude sranda.“

Kapitandv denik, hvézdné datum 47853.35

P1i hlidkovani pobliz neutralni zény jsme zachytili nouzovy signal plavidla flotily. Z analyzy
vyplyva, ze patiil USS Odyssey, ktera se zde pred 147 lety ztratila. ..

Ales Podolnik
ales@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I.P ... vyska stromii (5 bodi; primér 2,53; resilo 38 studentii)
Odhadnéte vysku stromii na planeté. Uvazte vsechna mozna hlediska, ktera mohou vysku
stromii ovlivnit. Probléem se zalibil Zuzce Safernovée pri ctent knizky Svét ocima fyziky.

Maximalni vysku stromii limituje nékolik hlavnich faktord. VysSetfeme nejprve trosku po-
drobnéji, jak muze byt strom vysoky, aby byl schopen cerpat vodu az k svému vrcholu.

Predpokladejme nejprve, ze strom transportuje vodu zivou tkani. Céva by tak byla rea-
lizovana sloupeckem nad sebou postavenych bunék vzajemné oddélenych porézni bunécnou
sténou a polopropustnou membranou (propousti pouze vodu, nikoli rozpusténé latky). Trans-
port vody smérem vzhiru je zprostiredkovan osmézou. Osmoticky tlak je primo itmérny rozdilu
koncentraci roztokd mezi sousednimi bunkami a kazda vrchnéjsi bunka musi tedy obsahovat
koncentrovanéjsi roztok. Pokud osmoticky tlak mezi kazdymi dvéma sousednimi bunkami bude
roven rozdilu tlaku zptisobeného tihou vody v bunkach, céva bude schopna udrzet sloupec vody.
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Mizeme si rozmyslet, Ze tato rovnovaha nastane tehdy, kdyz osmoticky tlak zptisobeny rozdi-
lem koncentraci mezi nejvrchnéjsi a nejspodnéjsi bunkou cévy je roven hydrostatickému tlaku
vodniho sloupce

Posm = RT'AC = hog,

kde AC je rozdil molarnich koncentraci roztoku, h vyska vodniho sloupce, ¢ hustota vody.
Predpokladejme na chvili, ze nejvrchnéjsi bunka cévy ,snese“ koncentraci nasyceného roz-
toku® NaCl a nejspodnéjsi buiika obsahuje &istou vodu. V tom pfipadé posm = 3 MPa. To je
samoziejmé velmi nadnesené c¢islo. Osmoticky tlak v rostlinach dosahuje maximalné 1,5 MPa.
Dosazenim této hodnoty do rovnosti a vyjadrenim vysky h dostaneme maximalni vysku v pod-
minkach na Zemi

Pnax = 225™ — 150 m.
0g

Vyska je podle tohoto vztahu neprimo imérna gravitacnimu zrychleni, na planeté s polovi¢nim
zrychlenim by limitujici vyska byla tedy zhruba 300 m.

Ve skutecnosti vSak transport vody probiha kombinované zivou tkani a specializovanymi
pletivy, ktera jsou tvorena odumielymi bunkami, ze kterych se zachovaly pouze ¢asti bunécénych
stén. Céva je tedy v podstaté duta trubicka, ve které voda nemusi prekonavat zadné membrany.
Rychlost prenosu vody dutymi cévami je o mnoho rada vyssi nez rychlost prenosu zivou tkani.
Céva se da prirovnat ke kapilare. V kapilare voda v dtsledku kapilarni elevace vystoupa do
vysky

b 2T cos ,
reg

kde T je povrchové napéti vody, o thel smaceni stény kapilary (tyto hodnoty lze najit v tabul-
kach) a r polomér kapilary. Pfi bézné tloustce cévy 40 pm stoupne voda do vysky zhruba 37 cm.
To neni mnoho, feknete si mozna. Hlavni Cerpaci silou je totiz zminénad osmodza a kotfenovy
vztlak. OvSem pri tloustce kapilary 5nm, coz je $ifka pdért v bunééné sténé, dostaneme vysku
sloupce témér 3000 m. Takto tenké cévy by vsSak bylo velmi obtizné realizovat a navic prenos
vody by byl velmi pomaly. Kolobéh vody stromem zajisfuje kontinualni odpafovani z listi,
coz vynucuje nasavani vody koreny. Rychlost odparovani a tedy i rychlost cirkulace vody je
ovlivnéna tlakem atmosféry na planeté. Ten Ize tézko odhadnout, napf. na Marsu je gravitace
priblizné tfetinova, ale tlak atmosféry pii povrchu stokrat mensi. Pokud by celkovad hmotnost
svislého sloupce atmosféry na planeté byla stejna jako hmotnost sloupce atmosféry Zemé, tlak
pti povrchu by byl polovi¢éni. Tlak pfi povrchu je totiz priblizné dan tihou sloupce vzduchu.
Z tohoto hlediska by odparovani bylo rychlejsi a pro prenos vody by mohly slouzit uzsi kapi-
lary, coz by nepatrné zvysilo limitujici vysku stromu. Je vSak otazkou diskuse, jak nizsi tlak
celkové ovlivni vzrist stromt.

Druhym hlediskem je otazka lamani stromt. To si probereme trochu obecnéji. Vitr ptisobi
momentem sily M; vici paté stromu a vychyli strom ze svislé polohy. Ohnuty strom v dusledku
vlastni tihy ptisobi momentem sily Mz viici paté stromu a tento moment je tedy funkci velikosti
prohnuti — ¢im je strom prohnutéjsi, tim vetsi je rameno sily. Pro kazdé prohnuti je pro strom
charakteristicka sila pruznosti, ktera se snazi strom vratit do svislé polohy a ptisobi proti silam
vétru a tihy. Sile pruznosti mizeme tedy také prisoudit moment sily M3 vici paté stromu.
Pokud pri daném prohnuti jsou vychylujici momenty vétsi nez moment sily pruznosti, bude

5) Nasyceny roztok NaCl ma koncentraci 0,6 M, disociuje na dva ionty, celkova koncentrace solutii je
tedy 1,2 M.
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dochéazet k dalsimu prohybani. Existuje kritické prohnuti emax, pri kterém se strom lame.
Velikost prohnuti € mizeme definovat jako relativni prodlouzeni dfevniho vldkna na vnéjsim
oblouku prohnuti. Jakozto velké zjednoduseni prijmeme predpoklad, ze velikost Mz je primo
umérna e. Velikost My je dale imérna tize stromu a ramenu sily

My = AhogS - he = Ah®gSe,

kde S je obsah prifezu stromu, p hustota dreva, A néjaka konstanta shodna pro Zemi i zkou-
manou planetu. Velikost M3 je timérna prohnuti a priufezu stromu

M3 :BSE,

kde B je opét n€jaka konstanta shodna pro Zemi i zkoumanou planetu.

Jednoduchym pribliznym vypoctem zjistime, ze pfi prohnuti blizkém emax je M2 mnohem
vétsi nez M;. Zaroven se vsak pri siln€jSim vétru stromy casto lamaji, z ¢ehoz lze usoudit, ze
napf. smrky by pfi stejné tloustce uz o mnoho vyssi byt nemohly, protoze by se lamaly i bez
prispéni vétru.

Strom se nezlomi, pokud pfi prohnuti emax je M2 < M3, a tedy

2 1
Ah®gSemax < BSemax = h< : rh

%

P#i poloviénim g bude vyska stromt na planeté v/2-krat vétsi nez na Zemi. P¥i slabsim vlivu
vétru bude vyska stromu prirozené o néco vétsi, pri silné€jsim vétru o néco mensi. Miazeme si
vS§imnout, ze velmi tlusty strom by se ani pfi velkych vyskach nezlomil. V tom pripad€ by
vyska byla limitovana ,vodnim kritériem* a hlavné — uzivit a vybudovat tlusty kmen stoji
mnoho energie.

To uz se ale dostavame k evolu¢nimu hledisku. Rist stromu do vysky je hlavné vysledkem
konkurenc¢niho boje a tzv. ,zavodu ve zbrojeni“. Evolu¢ni pohled nam tika, Ze planetu obyvaji
ty druhy, které jsou schopné se ispésné rozmnozovat, a to mimo jiné znamena uspésné souperit
o ziviny. Vysoky strom mé dostatek svétla, avSak jeho vyska s sebou nese mnoho nevyhod
a strom na rust spotfebuje mnoho energie, kterou jiné druhy vénuji napriklad tvorbé semen.
Zemi obyva mnoho druhi rostlin, které se ridi riznymi strategiemi, a strategie ristu do vysky
se ukazala jako jedna z mnoha tuspésnych. Debata na toto téma by byla jisté velmi zajimava
a zaroven dlouha, nechame si ji tedy na jindy.

Konecné, nékdo by mohl namitnout, ze Biih stvoril zivot pouze na Zemi a nikde jinde.

Marek Scholz
mara@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha I.E ... sbirani sisek (8 bodi; primeér 5,00; vesilo 21 studentii)

Pocet spiral tvorenych supinami Sisek vychazejicich od Spicky neni libovolny, nybrz nabyva
hodnot 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,...To jsou cleny tzv. Fibonacciho posloupnosti, v niz dalsi ¢len
ziskame sectenim predchozich dvou, pricemz prvni dva ¢leny posloupnosti jsou 1 a 1. Jako kazdé
pravidlo ma vsak i toto své vyjimky. Nékdy se totiz stane, Ze pocet spiral je roven 1, 3, 4,
7,11,..., tedy prvku Lucasovy posloupnosti. Ziskame ji stejnym postupem jako Fibonacciho,
zaciname ale s 1 a 3.

Vasim ukolem je zjistit, jak casto a za jakych podminek se tato anomalie vyskytuje na
Zemi. Prozkoumejte zavislost na co nejvice riznych parametrech (napf. roste-li strom v lese ¢i
volné). Temito a jinymi cisly v prirode se zabyva Lenka Zdeborovd.

Uvodem naseho feSeni uznejme, Ze se tentokrat nejednalo o klasickou experimentalni tilohu,
nebot vyzadovala jiné metody feSeni, nez jsme obvykle byli zvykli. V tomto textu se nejprve
pokusime vysvétlit cosi o tajemstvi jevu zvaného phyllotaxe, povime si, jak vSe souvisi s Fibo-
nacciho, resp. Lucasovymi Cisly, a zavérem provedeme zpracovani ,namérenych“ hodnot.

Teorie

V zadani ulohy jsme vas odkazovali na studijni text http://artax.karlin.mff.cuni.cz/~
zdebl9am/phyllot.pdf, ve kterém se miizeme docist zdtivodnéni, proc¢ se Supinky sisek skladaji
do spiral, jejichz pocet v obou smérech otaceni je vzdy roven dvéma po sobé jdoucim cislim
z Fibonacciho posloupnosti { F, }n2;. Toto zdivodnéni povazujme tedy za vylozené a nebudeme
jej zde dale rozebirat.

Avsak tak tomu neni pokazdé. Onim divodem je fakt, Ze zminéné usporadani souvisi se
Zlatym Tezem® (pfipomenime jeho hodnotu © = (1 + v/5)/2), ke kterému konverguje pomér
Fo+1/F,. Jenze Fibonacciho posloupnost neni jedind, jez ma tuto vlastnost. Chovaji se tak
vSechny posloupnosti prirozenych cisel dané rekurentnim vzorcem a, = a,—1-+an—_2 bez ohledu
na hodnoty prvnich dvou ¢lend. Dikaz je prosty.

Predpokladejme, ze a

lim =1L,
n—o0 Gp_1
a dokazme nyni, ze L = ©. Nejprve si rekurentni zadani posloupnosti upravme do tvaru

Gn+1 = Gn + an—1 a vydélme jej clenem a,,. Tim dostaneme rovnici

an—1
=1+ ,
a:n an

An+1

kde za oba zlomky muzeme v limité n — oo podle predpokladu dosadit L, resp. 1/L. Rovnice
se nam tak zjednodusi do krasného tvaru

L=1+

)

SIS

ktery az napadné pfipomina rovnici, kterd vede na zlaty fez. A skuteéné! Resenim jsou ¢
L1 = (14++5)/2 a Ly = (1 —/5)/2, jenze druhy kofen nemé smysl, vzdyt vSechna &

6) Nékteré zdroje uvadéji téz souvislost ze zlatym whlem v = 360° - (2 —0O) ~ 137,5°, k némuz v ne-

kone¢nu konverguje pomér 360° - F, /F,,1 2. Pod timto tthlem se nachéazeji osy dvou po sobé vyrostlych
Supinek ¢i listka. Ale v tomto textu se zlatym thlem zabyvat nadale nebudeme, pouze jej uvadime jako
zajimavost.
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v posloupnosti jsou kladna a Ls < 0. Vidime tedy, ze vySe uvedeny rekurentni vztah vede vzdy
ke zlatému Fezu.”

Naskyta se tedy otazka, pro¢ sisky, ale i jiné prirodni vytvory (kvétenstvi, listy na
stonku, . .. ), preferuji pravé Fibonacciho posloupnost. Odpovéd na tuto otdzku neni znama.
Jako by pocatecni prvky posloupnosti mély byt co nejnizsi (v pripadé Fibonacciho 1, 1; pokud
jde o Lucasovu posloupnost 1, 3) a vyssi ¢isla nebyla pro rostlinky dostateéné pritazliva,
prestoze nékteré takové rady konverguji ke zlatému fezu rychleji. O vysvétleni nejasnosti se
mame pokusit pocitanim spiral tvorenych supinami Sisek. Celosvétova statistika uvadi vyskyt
v praméru 2-5 % pripadu ¢isel z Lucasovy posloupnosti. Abychom i my mohli zpracovavat data
néjak rozumné, zkompletujeme veskerd dostupnad dorucend meéreni. Tim dostaneme pomeérné
rozsahly statisticky soubor dat, ve kterém (moZnd) objevime néjakou zavislost.

Postup a vysledky méreni

Nyni ve strucnosti jesté rozeberme metodu méreni. Kazda siska ma dva typy spiral —
pravotocivé a levotocivé. Jejich pocty jsou vzdy dva po sobé jdouci ¢leny vySe zminénych
posloupnosti. Diky tomu jsme schopni rozhodnout i sporny pocet 3. Nejvhodnéjsi je pocitat
spiraly po obvodu ve zvolené trovni tak, ze si vzdy jednu spirdlu zvolime za vychozi a néjak ji
oznacime.

Budeme zkoumat dva parametry — druh a osamélost (sam ¢i v lese) stromu. Timto ome-
zenim se pokusime ziskat jesté vétsi mnozstvi dat, nez kdybychom zkoumali kazdou lokalitu

zvIast.

Tabulka uvadi pocty sisek, jejichz pocty spiral odpovidaji Fibonacciho,
resp. Lucasové posloupnosti, v zavislosti na druhu a umisténi stromu.

Druh | Umisténi |Lucas | Fibonacci | Relativni pocet 8isek Lucas [%)]
Smrk v lese 27 619 4,2
Smrk | osamocen 5 179 2.8

Borovice v lese 61 766 7,4

Borovice | osamocena | 24 136 15,0

Modiin v lese 39 170 18,7

Modfin | osamocen 32 109 22,3

Celkem 188 1979 8,8

Prestoze jsme méli k dispozici data z réiznych koutt svéta (Cesko, Slovensko, Francie, Svy-
carsko, USA), vyskyt anomaélnich sisek byl vSude pfiblizné stejny. S nasim vysledkem 8,8 % jsme
se sice dostali lehce nad obecné uznavany sveétovy primeér, ale vzhledem k malému mnozstvi
sisek jde spise o nahodu.

Zda se tedy, ze vyskyt abnormalnich Sisek je veskrze nahodny jev, neda se presné urcit
néjaka zavislost napf. na zemépisné poloze, nadmorské vysce ¢i druhu stromu. Patrné nasimi
zaveéry revoluci v biologii nespachame, i kdyz je tfeba zminit i urcité specialni poznatky:

e Vyskyt lucasovskych sisek se zda vyssi u modfinu a borovice nez u smrku. Otazkou je, zda-li
nedoslo k chybnému zjisténi poc¢tu spiral vzhledem k tomu, ze modrinové a borovicové sisky
jsou castéji deformované a nepravidelné.

e Na jednom stromé mohou vyrust SiSky obou typi, nebot nebyl pozorovan strom plny vy-
hradné anomalnich sisek.

7)) Obdobného triku vyuziva i ditkaz konvergence 360° - Fy, /Fp 12 — .
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e 7 ptredchoziho pozorovani vyplyva, ze typ spiral nebude zaviset na genetické vybaveé daného
stromu nebo jeho umisténi v krajiné.
e Radimu Pechalovi (Roznov p. R.) a Jakubu Michdlkovi (t.¢. v USA) se podafilo najit
smrkovou Sisku s poctem spiral 6.
Snadno zjistime, Ze ¢islo Sest patti do fady 1, 5, 6, 11,... nebo 2, 2, 4, 6, ..., ale takovych
moznosti je vice. Rozhodnout bychom mohli, pokud bychom znali pocet spiral v opacném
sméru. Ale kazdopadné je to vice nez anomaélie.

Poznamky k resenim

Nejcastéjsi chybou resitelt byla ignorance faktu, ze Sisky maji dva sméry staceni spiral a ze
pocty spiral v obou smérech jsou dva po sobé jdouci prvky posloupnosti; tedy je mozné, ze
S$isky s poc¢tem 8 a 13 jsou vlastné totozné, nebot maji v jednom sméru 8 a ve druhém 13 spiral.

Namét pro dalsi praci/projekt

Pokud by se nékdo chtél tomuto problému vénovat hloubéji, je to dobry napad, vzhledem
k tomu, ze vétsSina informaci o phyllotaxi jsou domnénky. Doporuceny postup by byl zvolit
si néjaky lesik (cca 2 ha) a po nékolik let tam rok co rok sesbirat veskeré Sisky a data takto

rubézné zpracovavat. vy g
p p Tomas Jirotka

byrot@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I.S ... Bohrova hypotéza (4 body; primeér 2,59; vesilo 87 studentii)

V této tloze se budeme zabyvat atomem vodiku, ktery je tvoren velice hmotnym jadrem
s nabojem e a lehkym elektronem o hmotnosti m s nabojem —e, ktery kolem jadra obiha pro
kruhové trajektorii.

a) Urcete, jak na zakladé klasické fyziky zavisi vzdalenost elektronu od jadra atomu na jeho
celkové (kinetické a potencialni) energii E.

b) Prijméme Bohrovu hypotézu, Zze moment hybnosti elektronu je kvantovan, tzn. miize naby-
vat jen velikosti L. = nh, kde n je prirozené cislo. V jaké vzdalenosti potom miize elektron
kolem jadra atomu obihat?

c) Urcete frekvenci fotonu, ktery elektron vyzari, pokud prejde z n-té do m-té povolené vzda-
lenosti od jadra.

Zadal autor serialu Jarda Trnka.

a) Celkova energie elektronu se sklada z potencialni a kinetické ¢asti

E = B + Fyor = 2o — —©
- kin pot T o ATegr

Rychlost elektronu zjistime z rovnosti elektrostatické a odstredivé sily

v? e? N e2
m — = V=3 —.
r ATeqr? Areomr

Dosadime za velikost rychlosti v do vztahu pro energii a vyjadiime zavislost r = r(E).

62

C 8meoE
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Zaporné znaménko je zde plné v poradku, protoze pro vazané stavy je £ < 0. Volny elektron
ma nulovou energii.

b) V dkolu a) jsme vidéli, ze v klasické mechanice se elektron muze nachéazet v libovolné
vzdalenosti od jadra. Nalozme ted na problém Bohrovu kvantovaci podminku L = nh/2x.
Z toho jednoduse zjistime, jaké rychlosti muze elektron nabyvat, v = v(r).

n nh
L=mvvr=— = ov= )
27 2rtmr

Srovname-li tento vztah pro rychlost se vztahem z ¢asti a) ziskany ze silové avahy, dosta-

neme -
e2 nh n“h<eo
= = r= =

dregmr 2rtmr mme

Vidime tedy, ze vzdalenost elektronu od jadra nemiize byt v Bohrové modelu libovolna, ale
mutze nabyvat jen hodnot r, = ron?, kde n je pfirozené &islo, a
h2€0

mme?

ro = =53-107""'m =0,53A

se nazyva Bohruv polomeér.
c) Z ukold a) a b) odvodime, Ze elektronu na n-té hladiné odpovida energie

62 me4

1 1
E, = — — M _ 1Ry - = _13,6eV . — .
8TEoTn 8e2n2h? Y2 V2

Tento vztah definuje energetickou jednotku atomové fyziky — Rydberg (Ry). Pfi preskoku
elektronu z n-té do m-té hladiny se vyzari foton o energii

4
me 1 1
AE,m =FE, —FEp=——=|— - —=|.
8cZh? (m2 n2>

Podle Planckovy hypotézy je energie fotonu primo imeérné frekvenci, tj. £ = hf

F _ABEuy,  me* (11
"t h o 8e2h3 \m2 n2 )

Jarda Trnka
jarda@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 3: Zaklady kvantové mechaniky

Ve tretim dile naseho seridlu probereme zakladni aspekty kvantové mechaniky. Dozvime
se, co viilbec znamena, ze je néco kvantoveho, jak kvantové systémy popisovat atd.

Popis klasického a kvantového systému

Objekty, se kterymi v kvantové mechanice pracujeme, nazyvame kvantové systémy. Mizeme
si pod tim predstavit elementarni Castici, atom, molekulu, ale tfeba i sviidnou prodavacku
zeleniny nebo kyblik slizu. Prosté je to cokoliv, co popisujeme jako celek (ovSsem samoziejmé
muze mit néjakou vnitini strukturu). Kli¢ovym pojmem kvantové mechaniky je potom stav
systému®, ktery popisujeme pomoci vektoru v Hilbertové prostoru”. V ném lze zvolit urcitou
bazi a potom kazdy stav |¢) lze napsat jako linedrni kombinaci vektort této baze

n

) = > ¢li) -

j=1
Rikame, Ze stav [1) je superpozici stavii |j). Pokud si vzpomeneme na zavér minulého dilu,
tak tam jsme se zabyvali ¢astici se spinem 1/2. Béaze tohoto prostoru méla jen dva prvky |1) =
=1}, |2) = |]). Stejnou proceduru lze uéinit pti popisu slozitéjsiho systému, jen ta baze bude
mnohem vétsi (obecné bude mit nekoneéné mnoho prvku, jak uvidime pozdéji).

Rozklad vektoru popisujici systém do baze neni specialitou kvantové mechaniky, to samé
de facto délame na klasické trovni. Predstavte si, ze mame systém mnoha stejnych kulicek.
Jak v daném okamziku popiseme jednu z kulicek? No potrebujeme védét, kde se nachazi — to
urcuje polohovy vektor x, no a samoziejmé taky, jak rychle se pohybuje — tuto informaci v sobé
skryva vektor hybnosti p.!° Tedy pokud zname polohovy vektor x a hybnost p, mame danou
kulicku plné charakterizovanou.'® K uréeni polohového vektoru potfebujeme tii parametry
(jeho slozky ve sméru os z, y a z), stejné tak urceni hybnosti vyzaduje t¥i parametry (opét
slozky ve sméru souradnicovych os). Celkoveé je tedy k popisu kulicky zapotfebi Sest parametri,
dany prostor stavi je Sestidimenzionalni. (V klasické mechanice mluvime v této souvislosti
o fazovém prostoru.)

Méreni v kvantové mechanice

Veskeré informace o kvantovém systému se dozvidame prostiednictvim méreni. To vSak

vvvvvv

chceme, kolikrat chceme a systém to neovlivni. Asi nejlepsi predstavu o méfeni v kvantové

8) Nebudu filozoficky plkat o tom, co to vlastné je. SAm néazev to urcuje.
9)  Zavzpominejte na minuly dil, bude to potieba.
10)

Presnéji o rychlosti néco rika vektor rychlosti v, ale ten s hybnosti jednoduse souvisi p = mv.
Hybnost je ovSem z jistych divodt k popisu vhodnéjsi.
11)  Samoziejmé jsou zde jesté velic¢iny jako hmotnost, velikost, atd., ale fekli jsme, Ze jsou vSechny

kulicky stejné, tudiz nas toto nemusi zajimat.
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mechanice ziskame, kdyz si dany meérici pristroj predstavime jako jakysi filtr, ktery propousti
pouze stavy s danou vlastnosti. Opét vyuzijme pfipad ¢éastice se spinem 1/2 a pfedstavme si,
ze systém pripravime ve stavu

V) = c1[T) + c2ll)

a méfime, zda se tento systém nachézi ve stavu |T) nebo ||). Co miZeme ¥ici o vysledku tohoto
méreni? Klasickou tivahou bychom dostali jednozna¢nou odpovéd, zkratka ten spin mifi bud
nahoru nebo doli. V kvantové mechanice nikoliv. O tom svédc¢ii to, ze dany stav je superpozice.
To, co jsme schopni Fici, je pouze pravdépodobnost, ze namérime |T) ¢i |]). Nejedna se pouze
o tento priklad, celd kvantovad mechanika dava pouze pravdépodobnostni predpovédi, tj. nerika
presné, co se stane, ale pouze s jakou pravdépodobnosti se to ¢i ono realizuje.

Pokud mame pfipraveny systém ve stavu |1) a méfime, zda se nachazi v néjakém stavu |j),
pak kladnou odpovéd dostaneme s pravdépodobnosti

wj = (1)

Jednd se tedy o kvadrat skalarniho souéinu puvodniho stavu [¢) a stavu |j), ktery na tomto
stavu ,,hledame*.
Pro nas priklad
2 2 2 2
wr = [(TY)"=ci,  w =) =c3.

Z normovanosti vektoru |i) dostaneme, ze plati wy + w; = 2 + 2 =1, tedy celkova pravdé-
podobnost, zZe néco nameérime, je 1. To zni logicky.

Béhem meéreni dochazi k tzv. redukci stavu. To znamena, ze po méreni se systém jiz nebude
nachazet v zadné superpozici, ale v ¢istém stavu (tj. ve stavu, ktery 1ze popsat vektorem baze),

tedy v [¢0") = |1) ¢i |¢") = |]). Celkové dostaneme:

1. S pravdépodobnosti wy = ¢} se bude systém nachazet po méfeni ve stavu [¢') = [1).
2. S pravdépodobnosti w| = c3 se bude systém nachéazet po méieni ve stavu [¢') = |]).

Obecné méjme n-dimenzionalni prostor s bazi |j), kde j = 1,...,n. Na tomto prostoru
mame obecny vektor |¢) popisujici stav systému. Tento stav podrobime méfeni na nasem
méficim pristroji, ktery zjistuje, zda se nas systém nachazi ve stavu popsaném vektorem |7).
Potom s pravdépodobnosti w; = |(j[¢)|> = ¢} se bude systém nachdzet po méfeni ve stavu
) = 1)

Pokud uz pfed méfenim méame systém pfipraveny ve stavu [¢)) = |j), bude podle vyse
uvedeného po méfeni s pravdépodobnosti ¢; = 1 ve stavu [¢)') = |j) a s pravdépodobnosti ¢;: =
= 0 (j' # j) ve vSech ostatnich stavech |j'). Tedy pokud uz na za¢adtku mame cisty stav, tak
meéfenim se s nim nic nezméni.

Pozorovatelné jako operatory

Na Hilbertové prostoru stavt lze zavést operatory, které prislusi tzv. pozorovatelnym. Ty
symbolizuji veli¢iny, které miizeme na daném stavu mérit. Z klasické fyziky zname napft. energii,
hybnost, polohu, impulsmoment (moment hybnosti), ty vSechny do kvantového svéta piene-
seme. Navic nové mame tieba spin, ktery nema klasicky analog.

Libovolnou pozorovatelnou lze tedy reprezentovat pomoci operatoru A. Pro néj muzeme
najit prislusné vlastni stavy |A;) a vlastni ¢isla A;, jak jiz vime z minulé kapitoly.

AlA) = AiAY,  i=1,...,n.
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V pripadé, ktery jsme diskutovali minule, tj. ¢astice se spinem 1 /2 (kde nas zajimal pouze
spin), je timto operatorem A = S3 (o tom, pro¢ ho oznacujeme takto, se dozvime pozdéji),
s vlastnimi stavy |A1) = |1), |A2) = |]) a vlastnimi éisly A; =1/2, Ay = —1/2.

Sslty =351, Ssll) =310

vvvvvv

Energie

Operator energie se nazyva hamiltonidan a oznacujeme ho jako H. Vlastni stavy maji ostrou
hodnotu energie. To znamend, Ze muzeme pfesné Fict, jakou energii stavu |F;) naméfime.
V pripad€ superpozice vlastnich stavil tak ucinit nemiizeme, micha se tam vic energii a pri
méteni dostaneme jen pravdépodobnostni odpovéd. Analogicky to platii pro jiné pozorovatelné.
To, jakych hodnot mize energie nabyvat, zalezi na konkrétni situaci.

H|E;) = Ei|E;).

Muze se stat, Ze energie bude nabyvat spojitych hodnot (pak nebude mozno hodnoty energie
ocislovat), stejné jako poloha a hybnost, o ¢emz si povime v nasledujicim odstavci.

Poloha a hybnost

Operatory polohy a hybnosti znacime X , Tesp. P. Popisuji, v jaké poloze se dany systém
nachazi, resp. jakou ma hybnost. To samoziejmé lze Tici pouze o vlastnich stavech daného
operatoru. Stavy popsané linearni kombinaci nemaji pfesné definovanou polohu (resp. hybnost)
a vysledek métreni ma opét pouze pravdépodobnostni charakter.

Xlz) = zlz), Plp) = plp) .

Tentokrat vlastni stavy ani vlastni hodnoty necislujeme, protoze tyto dvé veliciny jsou spo-
jité, neexistuji diskrétni hodnoty pro polohu a hybnost. Proto z, resp. p tady znaci libovolnou
hodnotu. Samoziejmé mizeme mit néjaké okrajové omezeni, ale jinak se obecné systém mize
nachézet napt. jak v poloze z = 1,02 nm, tak v z = 1,03 nm.*?

Toto plati v jednorozmérném pripadé. Pokud budeme uvazovat trojrozmérny pripad, stane
se z operatoru X vektorovy operator X = (X1, X2, X3), obdobné pro hybnost. Rovnice pro
vlastni stavy a vlastni hodnoty potom budou mit tvar

X|x)=x|x),  Plp)=plp).

Impulsmoment

Specialnim typem operatoru je impulsmoment. Jedna se o vektorovy operator (trojroz-
mérny), jez lze zapsat ve tvaru J = (31, J 2, 33), tedy operator, ktery mé t¥i komponenty — ve
sméru os z, y a z stejné jako operator polohy ¢i hybnosti. Z jistych davoda (které uvidime za
chvili) se méfeni impulsmomentu charakterizuje pomoci dvou operatort — kvadratu velikosti

12)  Pfesnéji  mlze nabyvat libovolného realného &sla. Predtim jsme é&islovali energii F; piirozenymi

Cisly i. Zde to nejde, protoze redlnych ¢isel je vice nez pfirozenych (maji vétsi mohutnost).
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J2 =17 T+ 3% +J 3 a projekce na t¥eti osu Jz. Pro vlastni hodnoty téchto operatori lze odvodit
(jak ukdzeme v nékterém pristim dilu)

Py =G+ 1)),  Tslm) =mlm),

kde j je nezaporné celé nebo polocelé cislo, které nazyvame velikost impulsmomentu, a m
probihd hodnoty m € {—j,—j + 1,...,7}. Vysledek pro projekci na osu z je intuitivni —
muzeme naméfit projekci od plus celé hodnoty spinu (mifi ve sméru osy z) az po minus celou
hodnotu (mifi proti sméru osy z). Mezitim je rtzné sklopeny vektor spinu, kde se uplatni jen
Cast.
mentu je v tomto pripadé spin Castice j = s a udava néco jako ,,antrm moment hybnosti®.
Dale orbitalni impulsmoment L? L3 charakterizovany orbitalnim momentem hybnosti j = [
(to nabyva pouze pfirozenych msel) je primym analogem klasického momentu hybnosti.
Jednoduchym prikladem, ktery uz byl nékolikrat zminovan, je operator spinu a castice se
spinem 1/2. Pro tu si jako cvifeni muzete odvodit nésledujici (vSe, co k tomu potfebujete,
najdete na konci minulého dilu)

SM=iN=3G+)Mm, S =31,
Sy =31 =L +1)]1) Ss|l) = —1[1).

Proto vlastni vektory |1) a ||} lze znagit ve tvaru vlastnich vektort operatort 5% a Ss.
M =ls=1/2,5. =1/2), 1) =1]s=1/2,s, = —1/2).

Zde jsme vidéli zajimavou véc — vektory |1), ||) byly vlastnimi pro oba operatory S2% a Ss.
Tento zavér mé obecnou platnost (jak si ukazeme za chvili), vlastni stavy operatoru 1mpulsmo-
mentu J> jsou zaroven vlastnimi stavy operatoru projekce impulsmomentu na treti osu J 3.

Narozdil od spinu, ktery nema v klasické fyzice zadnou analogii, orbitalni impulsmoment
(¢ili moment hybnosti) je znamy uz v klasickém ptipadé. Proto v korespondenci s klasickou
fyzikou zavadime

L=XxP.

Ve slozkach potom dostaneme'?

)

3 ~ o~
Z 81'ijij, ,kdei:1,2,3.

Jk=1

Kvantovani fyzikalnich velic¢in

Konecné se dostavame k zakladnimu rozdilu klasické a kvantové mechaniky. Cely aparat
popisu stavi pomoci vektort v Hilbertové prostoru, zavedeni pozorovatelnych jako operatori se
sice v klasické fyzice nepouziva, ale v principu by mohl. Zasadni rozdil je ovSem skryt v méteni
veli¢in. Pokud na klasické arovni mérime dvé fyzikalni veli¢iny, viibec nezalezi na tom, v jakém

13) Eijk Se nazyva Levi-Civittv symbol a plati: €123 = €231 = €312 = 1, €321 = €132 =213 = —1 a0

ve vSech ostatnich pripadech. Tedy kazda cCislice se mezi indexy smi ocitnout pouze jednou a v tom
pripadé je vysledek 1 ¢i —1 podle toho, jestli se jedna o sudou ¢i lichou permutaci.
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poradi je budeme mérit. Typicky pokud zmétrime polohu a potom hybnost télesa, vyjde nam to
samé jako kdybychom to métreni provedli obracené. To vsak v kvantovém svété neplati! Mezi
jednotlivymi pozorovatelnymi se zavadeéji tzv. komutacni relace, které tuto disproporci urcuji.
Komutacni relaci operatort A a B mtizeme zapsat ve tvaru

[A,B] =C

kde C je néjaky operator. Pokud C = 0, pak rikame, ze operatory AaB komutuji a o pozo-
rovatelnych, které témto operatorim prislusi, fikdme, ze jsou kompatibilni. To znamena, zZe je
jedno, v jakém poradi mérime, vzdy vyjde to samé. Podle definice komutatoru totiz

A B = AB-Bi

a pokud [21, E] = 0, pak plati AB = BA. Obg veliciny tedy lze mérit soucasné a nestarat se
o to, ktera z nich byla prakticky zméfena jako prvni, protoze je to jedno. V klasické fyzice jsou
kompatibilni vSsechny veli¢iny, v kvantové fyzice ne. Zcela zakladni je komutacni relace mezi
operatory XaP

(X, P] = inl,
kde I je identicky operator'*. Dilezité Je, Ze to neni nula! Na zakladé této komutacni relace
se da také ukazat, jak piisobi operator P na vlastni stav operatoru X ¢ehoz v nasledujicim

vyuzijeme.'®

~ d
Plx) = —ih —|x) .
j7) = ~if |z)
Dalsi zasadni komutacni relace souvisi s operatory impulsmomentu. Mozna se vam zdala
trochu podivna konstrukce, kterou jsme v minulém paragrafu délali, ale ma své hluboké opod-

statnéni. Projekce impulsmomentu (nap¥. spinu) na riazné osy totiz spolu nekomutuji
[J17 ']2] 70

atd. Komutacni relace, kterou se de facto definuje impulsmoment (tj. pokud slozky néjakého
vektorového operatoru A tuto relaci spliiuji, pak je A impulsmomentem), maji tvar

(T3, T3] = ieiju Tk,

kde indexy i, j a k probihaji hodnoty 1,2, 3 (ty odpovidaji jednotlivym osdm x, y a z jako uz
predtim).

14)  Jen pro pfipomenuti, operator identity ptisobi na libovolny stav tak, Ze ho nechavé nezménény, tj.
M) = |¢).

15)  Odvozeni je jednoduché. Komutator [3(\, 13] nechdme zaptsobit na vektor |z)
X(Plz)) — P(X]z)).
Po dosazeni za operator P dostaneme
L= d L d o= Lo d Lo d ) . )
—ihX —|x) +ih —(X|x)) = —ihX —|z) +1hX — |x) + ih|z) = ih|x) = iAl|z) ,
dzx dx dzx dz
kde jsme vyuzili vztahu /X\|x> = z|z).
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Konkrétné tedy napt. plati [jl J 2] = i73. Proto nelze soucasné métit projekce spinu (¢i or-
bitalniho impulsmomentu) na osu x a y. Co vSak vzdy plati, je kompatibilita jedné z projekci Ji
s operatorem kvadratu impulsmomentu J?

[J:,J%] =0, konkrétne [J1,J%] =[J2,J?] = [J3,J%] =0.

Vzajemné komutujici veli¢iny jsou velmi dilezité pro volbu baze na Hilbertové prostoru
a i jinak, jak uvidime v zapéti.
Uplnd mnoZina pozorovatelnych

Klicovym tkolem je volba béaze na Hilbertové prostoru. Zatim jsme se zabyvali pouze jed-
noduchym ptipadem ¢astice se spinem 1/2, kde néas nezajimalo nic jiného nez jeji spin, zaddna
poloha ¢i hybnost, zkratka nic. Proto bylo zfejmé, ze bazi lze utvofit ze dvou stava [T) a |]).
Nicméné ve slozitéjsich pripadech to tak byt nemusi. Naptiklad pokud budeme chtit popsat
elektron v atomu vodiku, tak by bylo prirozené zvolit jako bazi vlastni stavy hamiltonianu,
tj. stavy s ostrou hodnotou energie |E;). To v8ak ani zdaleka nestaci, existuje totiz vice ruz-
nych stavi se stejnou energii, které se lisi napt. hodnotou orbitalniho impulsmomentu. Proto
kdybychom se divali pouze na energii, pak by stavy |EF = FE2,l = 0) a |E = F»,l = 1) byly
z naseho pohledu stejné, coz nejsou.

Abychom byli schopni zvolit , kompletni“ bazi, je potfeba najit tzv. uplnou mnoZinu pozo-
rovatelnych, zkracené UMP. Je to maximalni moZna mnozina navzajem kompatibilnich ope-
ratort. To znamena, ze jim odpovidajici pozorovatelné mizeme soucasné mérit a navic maji
vSechny stejné vlastni stavy!*® Nalezeni této mnoziny je ¢asto nelehky tkol, nicméné pokud se
to povede, tak poté kazdy vektor baze je jednoznacné urcen vlastnimi hodnotami operatort
z UMP. Vlastnim hodnotdm téchto operatort ¥ikime kvantovd ¢isla. Kazdy vektor baze je
potom plné definovan uréenim vsech kvantovych ¢isel (odpovidajicich operatorim UMP). Na-
priklad pokud operatory A a B tvori UMP, pak kazdy vektor je charakterizovan dvéma ¢isly a
a b, jez jsou vlastnimi hodnotami vysSe zminénych operatort. Lze tedy psat

Ala,b) = ala,b),  Bla,b) = bla,b).

Vektory |a,b) poté tvori bazi naseho prostoru a libovolny vektor lze napsat jako jejich line-
arni kombinaci. Kvantova ¢isla a a b mohou nabyvat bud diskrétnich hodnot (napft. spin),
nebo libovolnych hodnot ze spojité ¢iselné mnoziny (napi. poloha). To zélezi na konkrétnich
operatorech a konkrétni situaci.

Jako jednoduchy ptiklad si vezméme systém ¢éstic s raznym spinem (nic jiného kromé ¢ spinu
nas ted nebude zajimat). Uplnou mnozinu pozorovatelnych ted tvoii operatory 52 a 5'3 (jez
komutuji, jak jsme si jiz fekli). Zadne Jiné operatory s témito dvéma nekomutuji, tudiz nelze
tuto UMP jiz rozsitit. Operatory Sy a S, sice komutuji s SZ, nicméné nekomutuji s S5.17 Na
tomto Hilbertové prostoru tedy méame bazi |s, m) charakterizovanou dvéma kvantovymi ¢isly —
s je velikost spinu castice a m projekce spinu na osu z.

S%|s,m) = s(s+1)[s,m),  Ss|s,m) =mls,m).

16)  Pokud plati [A,B] =0 a oznacime Ala) = ala), potom 0 = [A, B]| lla) = AB|a) — aB|a) tudiz
(B\a)) = a(B] )), coZz znamena, ze B\a) je vlastnim vektorem operatoru A ¢i jeho nasobkem B\a} =

= bla).

17)  Pravdou je, ze za UMP lze zvolit i dvojice {§2, §1}, {§2,§2}, ale to nic nového nepfinese, jedna

se pouze o preznaceni os.
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Pro predstavu uvedeme prvnich par vektort baze

s=0: s =0,m =0)
s=1/2: s=1/2,m=-1/2), |s=1/2,m=1/2)
s=1: s=1,m=-1), |s=1m=0), [s=1,m=1)

Vidime, ze tato baze bude mit konecné mnoho prvkii, pokud se omezime jen na cCastice se
spinem s < n, kde n je néjaké ¢islo. Nicméné pokud povolime libovolné spiny, bude tato baze
nekone¢nérozmérna.

7 predchoziho je ziejmé, Ze nelze zvolit za UMP operatory X a P vzhledem ke komutaé-
nim relacim. Jinak konkrétni volba této mnoziny samoziejmé zavisi na konkrétnim fyzikalnim
problému. Uz proto, ze hamiltonian (operator energie) je pro kazdou situaci jiny. Pak se muze
napriklad stat, ze jednou bude s operatorem P komutovat, podruhé ne apod.

Uloha III.S ... impulsmoment

a) Dokazte, ze z komutacni relace [jz, jg] = i€jk jk plyne kompatibilnost operatoru J » S ope-
ratorem J2.
b) Definujme posunovaci operatory

ji:jlj:ijg.

Vypoditejte komutaéni relace [J1, J_], [Js, Ji] [T+, T
c) Na zakladé téchto vztahii dokazte, ze vektory J +]7,m) jsou vlastnimi stavy operatoru J J?
a J a plati pro né

P(Txlim) =G+ D Txlim)),  T(Jzlim)) = (mE1)(Jlj,m)).
d) (Bonus) Z piedchoziho vyplyva, ze
Tilim) = oD Gm)lj,m+1),  T-|jm) =alD(G,m)jm-1),
kde a(¥)(j,m) jsou koeﬁmenty zavislé na j a m. Urcete je.

Rada: Uzijte relace (J i) =7 - a toho e pokud operator ptisobi napravo jako A, tak nalevo
pusobi jako hermitovsky sdruzeny A

(al (Alb)) = ((alAT) |b).

18)  Konkrétné u operatoru spinu se s timto nesetkdme, protoze nejvyssi spin Castice, kterou zname je

1, resp. 2, pokud uvazujeme i gravitony. Ale tfeba u orbitalniho impulsmomentu Zadné takové omezeni
neni a baze by byla v tomto pripadé skute¢né nekonecnérozmeérna.
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\%4 /7 VvV V= o
Poradi resitelii
s o
po |. séri

Kategorie Ctvrtych rocnik(
jméno skola 1234PES I % X
Student Pilny MFF UK 4 4 3 3 5 8 4 31 100 31
1. Pavol Pseno G Ruzomberok - 4335 7 4 26 96 26
2.—3. Jakub Benda G Jana Nerudy, Praha 34345 — 4 23 100 23
Tomds Bzdusek G Piestany 4 4 3 4 4 — 4 23 100 23
4.—5. Martin Formdnek G Uherské Hradisté 142 3 3 4 4 21 68 21
Daniel Simsa G J. Jungmanna, Litoméfice -4 13 4 5 4 21 78 21
6. Lukds Malina G Ch. Dopplera, Praha -4 2 -2 8 4 20 83 20
7.—10. Ondrej Bogdr G Ludovita Stara, Trené¢in - 4143 - 4 16 84 16
Radim Pechal SPSE Roznov p. R. -313 3 6 0 16 59 16
Frantisek Pribyl G Milevsko 1433 2 1 2 16 52 16
Krystof Touska G J. Vrchlického, Klatovy - 433 2 4 - 16 70 16
11. Jan Jelinek G Konstantinova Praha 2 4 2 3 1 3 15 65 15
12. Ales Pilgr - 43 -3 - - 10 83 10
13.—14. Michal Pavelka G Strakonice 1 2 - - - 4 7 58 7
Tomds Tintéra G Ch. Dopplera, Praha - 4 3 - - - 7 100 7
15. Jakub Hromddka G Frydlant nad Ostravici -4 - - - = 2 6 75 6
16.—17. Pavel Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek e 4 100 4
Matyds Rehdk G Nymburk - 12 - - -1 4 36 4
18. Jaroslava Lavkovd G Poprad - - - 2 -0 2 22 2

Kategorie tretich rocniki

jméno skola 1234PES I % X
Student Pilny MFF UK 4 4 3 3 5 8 4 31 100 31
1. Dalimil Mazdc G Jana Keplera, Praha 3433 3 6 4 206 84 26
2. Marek Necada G Jihlava 3233 4 6 3 24 77 24
3. Jakub Michalek 4 4 2 3 - 6 4 23 88 23
4. Helena Svobodovd G Ch. Dopplera, Praha -4 2 3 2 8 3 22 81 22
5. Lukds Ledvina PCG Karlovy Vary 4 2 2 -3 5 4 20 71 20
6. Jan Hermann G Cesky Krumlov 2 4 3 3 2 4 18 78 18
7. Lucie Pospisilovd G Matyase Lercha, Brno -4 2 4 3 - 4 17 89 17
8. Jakub Marian G Litomeéricka Praha 04331 -1 12 52 12
9.—-10. Iva Kocourkovd G nam. TGM, Zlin - -33 2 -3 11 78 11
Zdenék Vais G Boskovice 2 - -1 -8 - 11 73 11
11.-13. Juraj Hartman Jirdskovo G Néachod - -33 - - 4 10 100 10
Petr Sedivy G Dasicka, Pardubice 11232 -1 10 48 10
Pavel Trudic SPS Hronov - 4 — 2 — 4 10 77 10
14. Pavel Motal SPS a SOU Kuiim 1013 - -0 5 28 5
15. Tomas Talanda G Tisnov - - 2 2 - - 4 50 4
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 4 43 3 5 8 4 31 100 31

1. Martin Vyska G Nad Aleji, Praha 4 433 3 - 4 21 91 21

2. Helena Paschkeovd G Terezy Novakové, Brno 23232 3 0 15 48 15

3. Lukds Cimpl G Frenstat pod Radhostém 1133 2 2 2 14 45 14

4.—5. Zuzana Chlebounovd G M. Kopernika, Bilovec - 4133 - - 11 78 11

Peter Vanya G Ludovita Stura, Trenéin 1113 2 3 0 11 85 11

6. Radek Kricek G Décin 213 -2 -1 9 45 9

7.—8. Alzbéta Pechovd - - - - - 8 - 8 100 8

Dana Suchomelovd G Ludovita Stura, Trenc¢in -2 -3 3 - 8 67 8

9.—11. Katarina Baxovd G Ludovita Stura, Trenéin - -4 2 - - 6 75 6

Jana Figulovd G Ludovita Stura, Trenéin -1 -3 2 - - 6 50 6

Dmytro Mishchuk SPS Hronov 011310 - 6 22 6

12. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha 11 --2 -1 5 29 5

13. Richard Polma G Mlada Boleslav - - - = - = 2 2 50 2

14. Jan Sedek SPS Hronov - =-1- - - - 1 33 1
Kategorie prvnich roCnikii

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 4 43 3 5 8 4 31 100 31

1. Jdn Bogdr G Ludovita Stura, Trenéin 23344 7 - 23 85 23

2.-3. Jana Bazovd G Ludovita Stura, Trenéin - -14 2 6 - 13 68 13

Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin 12131 2 3 13 42 13

4. Simona Larnkovd G Havlickiv Brod 1013 - -0 5 28 5

5.—6. Lumir Gago SPS Hronov - -13 - - - 4 67 4

Tomas Kohlschtter SPS Hronov - 013 - - 4 40 4
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Anketa

Mili tesitelé, jsme velmi radi, ze jste jedni z nemnoha lidi, ktefi se po precteni uloh nad
nékterou z nich zamysleli a poslali nam alespon naznak feseni. Ne kazdy méa trpélivost a chut
obétovat svij c¢as feseni fyzikalnich tloh. Avsak ne vSichni premyslivi studenti se o FYKOSu
dozvi, coz je velka skoda. Proto bychom touto anketou radi zjistili néktera fakta, ktera nam
napomuzou pii propagaci FYKOSu a ziskavani dalsich tesiteli. Otazky prosim zodpovézte
podle nejlepsiho svédomil!

1. Jak jste se dozvédéli o FYKOSu?

2. Proc jste jej zacali resit?

3. Odhadnéte, kolik studenti na vasi skole by se mohlo stat resiteli FYKOSu.

4. V ¢em myslite, Ze je FYKQOS obtizny pro ostatni?

5. Jak obtizné vam ulohy pfipadaly poprvé? A co ted?

6. Ocenili byste jednodussi prvni tlohu?

7. Navrhnéte, jak upozornit ostatni studenty na FYKOS:

8. Na zavér mate prostor na poznamky pro organizatory:



Tyden s aplikovanou fyzikou

Zaroven jsme pro vas pripravili druhou anketu tykajici se letosni novinky, Tydne s aplikova-
nou fyzikou (TSAF), jehoz soucéasti bude tradi¢ni akce Den s experimentalni fyzikou v pondéli
2. dubna 2007. Na zakladé posledni ankety jsme se rozhodli vnést zménu — DSEF se bude se-
stavat ze tii spolec¢nych exkurzi: navstévy jaderného reaktoru VRO1, laboratore nizkych teplot
a jaderné magnetické rezonance (NMR). Spolecné se téz ztucastnite pfednasky o NMR. Dalsi
tTi exkurze si zvolite sami z nabidky Sesti riznych exkurzi, 1épe tak mizeme vyhovét vasemu
zajmu a ti z vas, co se ucastni DSEFu opakované, mohou navstivit nové exkurze. Jedna se
o predbézny prizkum vaseho zdjmu a nemutzeme garantovat, ze se vybrané exkurze nakonec
uskutecni. Pokud o DSEF nemate zajem, napiste ndm proc¢ a zbytek ankety nemusite vyplno-
vat.

1. DSEFu se chci zicastnit [1 za kazdou cenu L1 spiSe ano [ jesté nevim L1 dékuji, nemam zdjem,

protoZe
2. Exkurze
exkurze v minulosti | Gcasti | zajem (A/N) | preference
STM (rastrovaci tunelovy mikroskop) | byla pfed 3 r.
hvizdy (méfeni vyboji v atmosfére) nebyla
prach (zkoumdani naboje) byla pted 3 r.
kosmické fyzika (u dékana) byla pted 3 r.
Van der Graaftv urychlovac byla pred 3 r.
Mossbauerova spektroskopie nebyla
Legenda:

e ucasti — Kolikrat jste se podobné exkurze zucastnili v predchozich letech?
e zijem — Ano/Ne, mdm/nemam zijem (znovu) absolvovat.
e preference — Poradi dle vaseho zadjmu v mnoziné nabizenych exkurzi (1 — chci nejvic, ... ).

3. Vase prani a naméty na exkurze (pouze v aredlu MFF v Trdji).

4. Poznamky a vzkazy.

Soutéz o tricka a ro¢enky FYKOSu

Odpovézte na nasledujici otazku:
Kolik organizatord FYKOSu prislo na FYKOS/ vanocni besidku?

Autory odpovédi, které se budou nejvice blizit skutec¢nosti, odménime.



