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19. roénik, Gloha IV .S ... étvrty dil (5 bodd; primér 4,09; vesilo 11 studenti)

a) Jakou tepelnou kapacitu plynu sloZeného z tfiatomovych molekul s atomy uspoiadanymi
do vrcholi trojuhelniku predpovida klasicka fyzika? Na jakou hodnotu tato kapacita po-
klesne pfi snizeni teploty na 100 K?

b) Zjistéte chovani vyrazi pro vnitini energii krystalu a energetické spektrum zafeni ¢erného
télesa pro malé teploty. Odvodte déle tzv. Wientv posunovaci zékon. Ten Fika, Ze frek-
vence wy,, pro niz ma zavislost intenzity zareni ¢erného télesa na teploté maximum, je
primo umérna teploté.

¢) Vypracujte lepsi teorii tepelné kapacity krystalu, aby uvazovala kolektivni kmity atoma.
Priipadné integraly nemusite pocitat.

Ndpovéda. Uvédomte si, Ze se krystalem $ifi zvukové viny (jak pFicné, tak podélné, a to riiz-
nymi rychlostmi). Po¢et modii nemiize byt vétsi, nez je pocet stupiit volnosti 3N krystalu
(N je pocet ¢dstic).

Zadal autor seridlu Matous Ringel.

a) Pfi feseni budeme postupovat naprosto stejné jako v seridlu. Vime, ze na kazdy kineticky
stupenn volnosti jedné molekuly pfipadd stiedni kinetickd energie kT'/2, a z viridlového
teorému je ndm také znamo, Ze na kazdou harmonickou interakci mezi dvéma casticemi
piipada stfedni potencidlni energie k7'/2.

Nasi tfiatomovou molekulu si mizeme predstavit tak, jako to uka-
zuje obrazek 1; pruziny znamenaji harmonickou interakci mezi ¢asti-
cemi. Pruziny jsou tfi, proto je stfedni potencialni energie molekuly
rovna 3kT'/2.

Stfedni kinetickou energii molekuly muZeme urcit velice snadno.
JelikoZ pracujeme se tfemi atomy a kazdy se mize hybat ve tfech smé-
rech, mame dohromady devét stupni volnosti. Proto stfedni kineticka
energie molekuly bude 9kT'/2. Pocet stupiit volnosti jsme mohli ur¢it i ponékud jinym
zpusobem, a sice rozlozit si pohyb molekuly na jisté elementarni pohyby. Jednim z nich

Obr. 1

svislé osy a dvou os prochdzejicich vzdy jednou molekulou a stfedem protéjsi strany (tii
stupné volnosti); nakonec jsou to t¥i kmitavé pohyby, podminéné pruzinami. Celkem rovnéz
dostavame devét kinetickych stupnt volnosti.

Jelikoz se v jednom molu plynu nachézi Na molekul, molarni tepelna kapacita plynu
je rovna

¢c=Na-(3+3)kT =6RT.

Pokud plyn ochladime na teplotu 100 K, ,zamrznou“ vibrac¢ni stupné volnosti molekuly;
tuhost pruzin klesa k nule. Tepelna kapacita se zmensi pravé o pfispévek potencidlni a ki-
netické energie kmitl, tedy o 3k7/2 + 3kT/2 na molekulu. Novd mérné tepelna kapacita
proto bude rovna

ci0k = Na - SkT = 3RT .

b) Nyni se podivame, jak se chovaji inkriminované v seriadlu odvozené vzorce pro nizké teploty.
Nejprve prozkoumame zavislost tepelné kapacity krystalu

R exp (hw/kT)
O KT? (exp (iw/kT) — 1)

C
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Pfi malych teplotéch je pomér hw/kT velice velky. Ve jmenovateli tedy miizeme s klidnym
svédomim zanedbat jednicku, ¢imz dostaneme

2 2

h w
A

exp (—hw/kT) .

Einsteintiv model fesi zasadni rozpor s tfetim termodynamickym zdkonem — tepelna ka-
pacita jde se snizujici se teplotou k nule. Pfedpovézeny pokles je v zdsadé exponencialni.
Experimentalné pozorovand zavislost oviem klesa k nule mnohem pomaleji, a to jako T2.
Situaci ponékud napravime v dalsi podiloze.

Pro spektralni hustotu energie zafeni ¢erného télesa jsme v seridlu odvodili vztah

w(w) = 1 hw?
w23 exp(hw/kT) —1°

Malé teploty odpovidaji velkym 3. Stejné jako v predchozim odstavci lze zanedbat jednicku
ve jmenovateli oproti exponenciale, ¢imz ziskdme

3

hw
u(w) =V 23 exp(—hw/kT) .

Opét jsme dosli k témér exponencialni zavislosti na frekvenci. V tomto ptipadé je vsak
tento zavér v naprostém souhlasu s experimentem.

Dalsim tkolem bylo najit maximum spektralni hustoty energie, respektive urcit jeho
zévislost na teploté. To provedeme snadnym derivovanim vzorce pro u(w). Nejprve si viak
pro pfehlednost ozna¢ime x = hiw/kT. Podminka nulové derivace zni

_d 1 Aw?® d z3
T dwm2cd exp(hw/kT) —1  dzer —1’°

kde jsme vynechali vSechny na frekvenci nezavislé faktory. Vypocitame posledni derivaci

0 32 B z3e®
e* —1 (ev—1)2"7

¢ili
3(e” — 1) =ze”.
Posledni rovnice mé jisté FeSeni z*, jez nejde uréit analyticky? (pro zajimavost z* ~ 2,82).
My jej vSak ani znat nemusime. Spokojime se s faktem, Ze v maximu plati x = z*, ¢ili
kT k

=z —~28_--T.
w=a 82 7

Y Nicméné jde odhadnout analyticky. Rovnici pfepiSeme na tvar 1—e™® = 2/3 a exponencidlu

rozlozime do Taylorovy fady e* = 1 +z + 2%/2 4+ 23/6 4+ ... To znamend = — z%/2 4+ /6 +

.= /3, tedy 2/3 = x/2 — 2?/6 + ... Zanedbame-li ¢len s druhou mocninou, dostaneme
odhad z* =~ 4/3 ~ 1,33. Ponechdme-li jej a vezmeme-li kladny kofen piislusné kvadratické
rovnice, nd§ odhad bude z* = 3,56. Po chvilce pfemysleni o zanedbanych ¢lenech si snadno
uvédomite, ze tyto dvé hodnoty omezuji z* shora i zdola.
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Odvodili jsme Wientiv posunovaci zakon.

¢) Nasim poslednim tikolem je vylepsit teorii tepelné kapacity krystalu. Jak jsme jiz naznaéili
v seridlu i v zadani tlohy, hlavnim problémem Einsteinova modelu je predpoklad, ze kazdy
atom kmita nezavisle na vsech ostatnich. Predstavme si napfiklad dvé sprazend kyvadla
(jakozto model krystalu o dvou atomech). ZkuSenost dokonce jiz s timto trividlnim modelem
nas udi, ze neni vhodné uvazovat kmity obou kyvadel samostatné, nybrz uvazovat kmity
coby superpozici dvou normdlnich kmitii (jeden z nich odpovid4 situaci, kdy se kyvadla
kyvaji ve fazi, a druhy v protifazi).

Potiebovali bychom tedy zjistit, jakého druhu jsou kolektivni kmity v krystalu. Napo-
véda nas nasmérovala na zvukové viny. Pfedstavme si napriklad stojatou zvukovou vinu
v krystalu. Kazda takova vlna o urcité frekvenci odpovida vpravdé kolektivnim kmitim,
nebot staci znat pohyb jediného atomu, abychom mohli uréit pohyb vSech ostatnich. Takova
stojata vlna ovSem nemiuze byt libovolné, nybrz plati pro ni zndmé kvantovaci podminka,
totiz ze do rozméru krystalu se musi vejit cely pocet ptlvin. Skutecné kmity pak odpovidaji
superpozici jednotlivych stojatych vin (modi).

Zavér zni: Misto individualnich kmitd uvazuj jednotlivé mody zvukovych vin. Odted
jsme v presné stejné situaci jako pfi odvozovani hustoty zafeni Cerného télesa. Muzeme
jej doslova zopakovat, pouze musime vhodné zaménit rychlost svétla (elektromagnetickych
vln) za rychlost zvukovych vln.

Pokud si osvézime zminény postup, snadno pozname, Ze vhodnym mistem k nahrazeni ¢

vvvvvv

P~

totiz jak pri¢né vlny, sifici se rychlosti v, se dvéma moznymi polarizacemi, tak podélné
vlny s jednou polarizaci a rychlosti v||. Kazdé z téchto vinéni prispéje pfislusnym zptisobem
do celkové hustoty stavi. Spravna hustota stavii bude proto dana vztahem

E?dE [ 2 1
EVWdE=V=—"2[2+= .
9(E) Vs (viJrvf)

Porovnejme tento vzorec s hustotou stavi pro svétlo. Snadno nahlédneme, ze nase g(F)
ziskdame zameénou
2 1 ger 3
s 7 s taT s
c vl ) v
kde jsme definovali jakousi efektivni rychlost Sifeni vln v (jez odpovidd tfem modtm —
dva pficné a jeden podélny). Az na jeden dale diskutovany drobny detail staci ve vSech
formulich pro zareni Cerného télesa provést tuto zaménu a ziskame tim odpovidajici vzorec
pro kmity atoma v krystalu.

Onen drobny detail spoc¢iva v otazce celkového po¢tu modt. Tento pocet neni pro elek-
tromagnetické zareni v krabici nijak omezeny. OvSem celkovy pocet modu v krystalu bude
jisté omezen poctem stuprid volnosti atomu v uzlech krystalové miize. Kazdy atom se muze
pohybovat ve tfech smérech (m4 t¥i stupné volnosti), krystal jako celek mé tedy 3N stupiti
volnosti. Poéet vybuzenych mod# musi byt (alesponi ptiblizné) roven tomuto ¢islu. Resenim
je neuvazovat mody s frekvenci vétsi nez néjaka urcita frekvence wp (Debyeova frekvence).
Ta je dana rovnosti celkového poctu modu a 3N

“p wp 3Y/ (2 3V Wi
3N = dw = dw = *“D
/0 9(w) dw /0 on2es T 2208 3
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odkud
1/3
wp = 2TV %
b e ’

kde jsme zavedli hustotu atomt ¢ = N/V. Nyni bychom napiiklad mohli vypodéitat vnitini
energii, a to jako

“p 3Vh [*r w3 dw T\ [T/T 22 da
E = = =9NEKT | —
/0 u(w) dw 2n2v3 J,  exp (hw/kT) — 1 Nk (TD) /0 et — 1’

kde jsme zavedli tzv. Debeyeovu teplotu Tp, spliujici Awp = kTDb.

Snadno prozkoumame limitni vlastnosti tohoto vyrazu. Pro velké teploty je horni mez in-
tegralu velice mala, hlavni pfispévek k integralu pochazi od malych x. Tehdy mtzeme misto
exponencialy napsat prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje a odhadnout integral jako [ 22 dx =
= (Tp/T)?/3. Potom E ~ 3NET a molarni tepelna kapacita je ¢ = dE/dT = 3NakT =
= 3RT, coz identifikujeme jako Dulongiv-Petittv zdkon. Pro malé teploty je naopak horni
mez integralu velmi velka. Integrand exponencialné klesd, takze hlavni prispévek k inte-
gralu pochazi z oblasti nevelkych z. Integral je proto téméf nezavisly na teploté. Zavislost
energie na teploté bude tedy dana pouze piedintegralnim faktorem, a to jako E ~ T*.
Tepelné kapacita je derivaci energie, proto ¢ ~ T° zcela ve shodé s experimentem.

Matous Ringel
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