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Mili resitele!

Novy (jiz devatenacty) rocnik FYKOSu teprve zacina a chtéli bychom dat prilezitost viem
studentiim jesté se zapojit do reSeni naseho seminare. Chces zamyslet nad fyzikalnimi
ulohami a problémy ¢i té lakaji dvé tydenni soustredéni a zajezd do CERNu,
které poradame pro uspésné resitele? Posli nam resSeni alespon jedné ulohy druhé
série!

Novym feSitelim bychom chtéli vzkazat, at se nelekaji toho, Ze v zadéani uloh se casto
neobjevi ani jedind zadand veli¢ina, narozdil od stredoskolskych ucebnic, kde byvaji zadané
pravé vsechny potfebné hodnoty. V nasem seminafi se vice chceme priblizit skutecné fyzice
a ne pouhému dosazovani do vzoreck.

Pokud je ve vasem okoli stale nékdo, koho fyzika bavi, ale o0 naSsem seminafi nevi nebo
si mysli, ze FYKOS neni pro néj, nebot ho fesi jenom vitézové celostatniho kola olympiady,
vysvétlete mu prosim, Ze to neni pravda.

At uz uvazujes o studiu na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy nebo ne, piijd
nas navstivit na Dnu otevienych dveri, ktery se kona v utery 29. listopadu (blizsi informace
na http://www.mfF.cuni.cz/verejnost/dod/). Potkas se s organizatory i ucastniky FYKOSu,
na odpoledne pripravujeme kratkou prezentaci. Pro vSechny mame maly darek. Kazdému,
kdo nam na Den otevrenych dveri prinese vyresenou ulohu druhé série, darujeme
jednu rocenku FYKOSu zdarma. Na misté bude k dostani i rocenka 18. ro¢niku, ktera se
pravé tiskne.

Pripomenme na zavér ne€kolik organizacnich zalezitosti.

Reseni tloh 1. série s priibéznou vysledkovou listinou dostanete se zaddnim 3. série béhem
prosince. Kazdému, kdo nam posle svlij e-mail, budeme vzdy poté, co nam od néj dojde Te-
Seni, posilat kratkou zpravu, ve které potvrdime, ze feseni skutecné doslo. Klasicka posta byva
nespolehliva a timto zpisobem predejdeme neprijemnym prekvapenim. Sva feSeni mizete sa-
moziejmeé celd posilat e-mailem na adresu fykos-solutions@miff.cuni.cz.

Aktualni déni v seminéafi sledujte na nasich www strankach http://fykos.mff.cuni.cz. Na-
leznete tam zadani a reseni uloh, aktualni poradi, diskusni forum a mnoho dalsich véci.

Prejeme plno napadi pri feseni tilloh a s témi pilnymi z vas se téSime na vidénou na jarnim
soustredéni.

Honza Prachar



Fyzikalni korespondenc¢ni seminar UK MFF ro¢nik XIX ¢islo 2/7

Zadani ll. serie

Termin odeslani: 5. prosince 2005

Uloha II.1 ... propiska na siiiirce

Ve stojici tramvaji visi u svislé desky na niti délky [ propiska o hmotnosti m. Tramvaj
se rozjede se zrychlenim a, které miizeme povazovat za konstantni. Vypocitejte, kam az toto
kyvadlo vykyvne (jaky maximéalni thel bude nit svirat s deskou) a kdy tuzka opét tukne do
desky.

Uloha II.2 ... funici lokomotiva

Lokomotiva s osmi vagény o hmotnosti 40t se rozjizdi na draze 1 km na rychlost 120 km /h.
Jaka musi byt minimalni hmotnost lokomotivy tohoto vlaku, aby se vlak rozjel bez prokluzovani
kol na kolejnici?

Pocitejte se soucinitelem klidového tieni f = 0,2. Odpor vzduchu a valivy odpor zanedbejte.

Uloha II.3 ... spektralni analyza

Ve spektru jisté hvézdy byla pozorovana emisni ¢ara hélia, ktera ma bézné vlnovou délku
587,563 nm. Nebylo vsak vinou pouzitého spektroskopu, ze byla rozmazana priblizné v rozmezi
587,60 nm az 587,67 nm. Pokuste se odhadnout teplotu hvézdy a jeji rychlost v prostoru. Cim
je rozmazani spektralni ¢ary zpisobeno?

Uloha I1.4 ... tepelna vodivost kovu

Odvodte jakym zptisobem zavisi tepelna vodivost kovu na teploté, pokud znate zavislost
jeho elektrické vodivosti na teplote.

Pro vodivostni elektrony miizete pouzit model idealniho plynu, tj. elektrony se pohybuji
volné (pfitomnost iontovych zbytkt viubec neuvazujeme) a pfimocafe az na obcasné srazky
s jinymi elektrony, které zméni smeér i velikost jejich rychlosti.

Teplo prenesené krystalovou mtizkou kovu je zanedbatelné oproti teplu prenesenému vodi-
vostnimi elektrony. Kazdy elektron ma tepelnou kapacitu c, ktera nezavisi na teploté.

Uloha I1.P ... dechové nastroje
Pokuste se vysvétlit, pro¢ je mozné pricnou flétnu ,,prefouknout” o oktavu vyse (tj. zahrat
stejnym hmatem i tén s dvojnésobnou frekvenci), zatimco u klarinetu toho dosdhnout nelze.

Uloha I1.E ... nadechrana slehacka
Zméite tlak plynu v sifonové bombic¢ce. Bombicka je bud plnénid CO2 a prodava se pro
plnéni sifonu v desetikusovém baleni, nebo je plnénd NO2 pro vyrobu slehacky.
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Serial na pokracovani

Kapitola 2: Aparat statistické fyziky

V tomto dile seridlu si vybudujeme aparat statistické fyziky. Nebudeme to délat podrobné
a rigor6zné, nebot bychom tim ztratili spoustu mista a nestacili bychom diskutovat zajimavé
jevy, kvili nimz vlastné o statistické fyzice mluvime. Budeme pracovat v ramci kvantové teorie,
a to hned ze dvou dtvodi; jednak se svét ridi kvantovou a nikoliv klasickou mechanikou,
jednak je kvantova statistika jednodussi. Ti, co podrobné neznaji kvantovou mechaniku, se
nemusi ni¢eho obavat, potfebné znalosti (az na jisté vyjimky) vylozime véas predtim, nez je
pouzijeme.
omezené systémy se mohou nachézet jen v urcitych diskrétnich stavech (tyto budeme nadale
nazyvat mikrostavy), které jsou charakterizovany svoji energii.’ Pokud vezmeme néjaky systém
a ponechame-li jej dostatecné dlouho v klidu, dobere se takzvané termodynamické rovnovahy.
To je stav, kdy se jiz neméni tzv. makroskopické veliciny, kterymi jsou naptriklad teplota,
tlak apod. Piikladem ndm bude zhavé zelezo nahle ponorené do studené vody. Teploty vody
i zeleza se budou ménit a za jisty ¢as dosdhnou svych rovnovaznych hodnot, které se jiz dale
(za stejnych okolnich podminek) neméni. Proces ustanovovani rovnovahy je slozity a je zalozen
na interakci mezi jednotlivymi ¢asticemi systému. Céstice na sebe ptisobi réiznymi silami (af
jiz elektrické, kvantové ¢i jiné povahy), ,tahaji“ se, ,strkaji“ do sebe a tim prenasi energii
v ramci systému, dokud nebude néjakym zptisobem rovnomérné rozdélena.

Boltzmanndv vztah

Jiz v minulém dile jsme rezignovali na popis slozitych systémt pomoci pfimého feseni
pohybovych rovnic. Misto toho jsme prohlasili, ze existuji jiné, statistické zakonitosti. Pro jejich
nalezeni ndm poslouzi nasledujici postulat, ktery je asi hlavnim principem statistické fyziky. Jak
jsme tekli vyse, castice neustale viri v jakémsi divokém tanci. Budeme predpokladat, ze pokud
se systém nachéazi v rovnovaze, pak toto vifeni, narazy, chaos mohou systém privést se stejnou
pravdépodobnosti do libovolého dostupného mikrostavu, to jest do takového mikrostavu, jehoz
existence je pripustna naptiklad z hlediska zédkona zachovani energie. V jiné formulaci tento
postulat fika, ze se systém v primeéru nachazi stejnou dobu ve vSech dostupnych mikrostavech,
takze pokud bychom v dany okamzik zjistovali mikrostav, se stejnou pravdépodobnosti bychom
dostali libovolny piipustny vysledek.? Toto tvrzeni se miZze zdat podivné. Rikdme tim vlastné,

Y Pro znalce. Samoziejmsé se jedna o znaéné zjednodusené tvrzeni; systémy se mohou naché-
zet v libovolné linearni kombinaci téchto stavi, pricemz linedrni kombinace stavi s riznymi
energiemi pak neméa presné urcenou energii. AvSak v kvantové statistice se da ukazat, ze ma-
tice hustoty systému musi byt v rovnovaze diagonalni v energetické reprezentaci. To je prave
pri¢ina, proc¢ lze takto uvazovat.

2) Jak jsme jiz vyse varovali, vSechny formulace jsou (doufdme) tmyslné nepfesné a vagni,
protoze presnym formulacim a podrobnym zdivodnénim bychom museli vénovat mnohem vice
mista. Pedanti se mtizou poucit v prislusné literature.
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ze je stejné pravdépodobné, Ze vSechnu energii systému bude obsahovat jedna castice, jako ze
energie bude priblizné rovnomérné rozdélena mezi vSechny castice. Ale ze zkusenosti vime, jak
je tomu doopravdy. Napriklad ve vodé maji vSsechny molekuly vétsinu casu priblizné stejnou
energii; ty nejvice energetické prodifunduji az k povrchu a opusti kapalinu (vypafi se), ovSem
je jich relativné malo vici ostatnim. Vtip spociva v tom, ze priblizné rovnomeérné rozdeéleni
energie je mozné realizovat nesrovnatelné vice zptisoby nez nerovnomeérné rozdeéleni.

Vyse recené plati pro izolovany systém, jenz ma neménnou celkovou energii. Ve skutec-
ném svété ale neexistuje doopravdy izolovany systém. Energie systému zavieného v sebelepsi
termosce se bude trosku ménit. Kdyz je ovSem systém velky, jsou jeho energetické hladiny
naskladany velice husté vedle sebe a i velice mald zména energie (mald na makroskopickd mé-
fitka) umozni realizaci obrovského kvanta novych stavii. Bude proto lepsi pristoupit k problému
z jiného uhlu.

Méjme dva systémy, jeden velky (napf. bazén, vzduch v mistnosti), druhy maly (napft.
hrnic¢ek s kidvou). Pfedpokladejme, Ze celkova energie Ey obou systémi (dohromady) se méni
velice malo, a to priblizné v intervalun FEy & A. Nechame-li tyto dva systémy dostatecné
dlouho interagovat, dosdhne se stavu rovnovahy, kdy vSechny dostupné mikrostavy budou
stejné pravdépodobné. Zkoumejme, jaka je pravdépodobnost P(FE,,), ze maly systém bude
v daném mikrostavu s energii E,,.

Tuto pravdépodobnost najdeme oklikou, totiz pies pomér P(E,,)/P(E,) pravdépodobnosti
nachéazet se v konkrétnich mikrostavech s energiemi F,, a F,. Kdyz budeme znat tento pomér
pro dané n a vSechna m, miZzeme z podminky jednotkové celkové pravdépodobnosti (tj. ze
systém se bude urcité nachazet v nékterém mikrostavu)

1=> P(Enm)

urcit spravny koeficient imérnosti.

Oznac¢me si n(F) pocet mikrostavi velkého systému (tepelného rezervoaru, termostatu),
které maji energii v intervalu E 4+ A. Jestlize maly systém ma byt v mikrostavu s energii E,,,
musi mit termostat energii v intervalu Ey — E,, *+ AN Pravdépodobnost P(E,,) pak bude
podle hlavniho principu statistické fyziky tmérna pocétu n(Eo — Ey,) mikrostavi termostatu,
které jsou energeticky ptripustné (celkova energie E,, + (Eo — E,, + A) se pohybuje v dovole-
nych mezich). Koeficient imeérnosti zatim nezname. Uz ale umime uréit vysSe zminény pomér
pravdépodobnosti

P(Ewm) _ n(Eo— Em)

P(E,)  n(Eo—En) exp(lnn(Eo — Em) — Inn(Eo — En)] .

Jelikoz je termostat veliky, je i celkova energie velikd viici energii malého systému, tj. Eo > E.,,.
Ukazuje se, ze veli¢ina 3(F), definovana vztahem S(F) = dlnn(F)/dE, je skoro konstantni pri
zménach velikosti F,, energie E. Proto miizeme logaritmy v exponenciale nahradit v prvnim
ptiblizeni diferencidlem,* ve které zanedbame ¢leny vyssiho fadu nez prvniho, ¢imz dostaneme

P(Em) _  -6(B.~B,)
P(En) '

3) Predpokladame, ze termostat je natolik velky, ze se v tomto intervalu nachézi velmi mnoho
mikrostavi.
4 Jak znamo, pro mala h plati ptiblizné f(z + h) ~ f(z) + f'(z) - h.

4
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Polozime-li P(Ey,) = C - exp(—fEn), z podminky normalizace snadno uré¢ime konstantu C

1=S"P(E,) = 1=C-Se "8

odkud plyne tGstfedni (tzv. Boltzmanniv) vzorec statistické fyziky
o BEu
Zm e_BEm )

Sance nachézet se v daném mikrostavu exponencialné kles4 s energii mikrostavu. K odvozeni
vzorce budeme mit jesté dva komentéare.

Predstavme si izolovany systém, jenz se nachézi v rovnovéaze a méa teplotu 10°C. Poté jej
ponofime do nadrze s vodou o stejné teploté. Je zfejmé, ze pritomnost okolni vody (termostatu)
podstatné neovlivni zadné jiné vlastnosti systému kromé relativné nezajimavé fluktuace ener-
gie systému. Ackoliv ndm pfitomnost termostatu pomohla pfi odvozeni, neni (pokud jsme
dostatecné opatrni a klademe spravné otazky) pro pouzivani Boltzmannova vzorce nutna.

Druhéa poznamka se tyka podsystému né€jakého systému. Predstavme si naptiklad krystal
kovu a v ném jeden urcity atom ¢i skupinu atomii. O této skupiné nyni miézeme uvazovat jako
o malém systému a o krystalu, jenz obsahuje nesrovnatelné vice atomi, jako o velkém systému,
termostatu. Na jednotlivé atomy ¢i jejich skupiny pak také miizeme aplikovat Boltzmanniv
vzorec. Konkrétnim aplikacim Boltzmannova vzorce na konkrétni systémy se budeme zabyvat
v dalsich dilech serialu.

P(Em) =

Viyznam velic¢iny 3 z Boltzmannova vztahu

Dale bychom chtéli vyjasnit vyznam velic¢iny (. Za tim ticelem prozkoumame jeho vlastnosti.
Predevsim si uvédomme, ze pokud [ roste, rychle se zmensuje pravdépodobnost stavi s velkymi
energiemi a naopak, coz je vidét z Boltzmannova vzorce. Nyni si predstavme si dva izolované
systémy A a B s energetickymi hladinami A; a B;, pro néz plati

o—BaA; o—B5B;

N Zz e Badi a Pp(Bi) = Zl e—BsBi’

Potom je spojime tak, aby si mohly vymeénovat teplo. Za néjakou dobu se dosdahne rovnovahy,
kdy bude pro slozeny systém platit Boltzmanniv vzorec, ve kterém za energetické hladiny
dosadime hladiny slozeného systému A; + B;. Hodnota (3 slozeného systému se ustali na néjaké
rovnovazné hodnoté Gr. V rovnovaze pak bude pro slozeny systém platit Boltzmanntv vzorec
ve tvaru

P4(A;)

e—ﬁR(AH-Bj) B e_BRAi e—BRBj
Zi,j e—Br(A;+B;) Zz e—BrA; Zz e—BrBj; °
Rozdéleni pravdépodobnosti v systému A (ktery nyni predpokldddme v rovnovéize se systé-
mem B) miuzeme urcit snadno; neklademe zadnou podminku na energii systému B, ¢ili mu-

sime scitat pres vSechny mozné energie systému B. Hledané rozdéleni v systému A pak vypada
nasledovné

P(Ai + B;) =

o~ BrA;

Zi e—BrA;

a jak vidime, ma tvar Boltzmannova vzorce s parametrem (3 = (r. Nicméné uplné stejnou
avahu jsme mohli provést i pro systém B. Z toho plyne dulezité tvrzeni, totiz ze jsou-li sys-
témy A a B v rovnovaze, potom maji stejnou hodnotu 3, tj. Ba = Br = (. Je zfejmé, ze
totéz tvrzeni plati i pro libovolny pocet systému v rovnovaze (nejen pro dva).

Pa(Ai) = Y P(A;i + B) =
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Tato vlastnost je charakteristicka pro jistou veli¢cinu znamou z kazdodenniho zivota, totiz
teplotu. Jak znamo, teplota predmétii, nachazejicich se v rovnovaze je stejna; pokud ne, tece
teplo od teplejsiho ke chladnéjsimu, dokud se teplota nevyrovna. OvSem nemitizeme primo
polozit 3 = T. Rekli jsme totiz, Ze pii rostoucim [ klesa pravdépodobnost stavii s velkou
energii; to vSak plati pro klesajici teplotu, nebot ustava tepelny pohyb ¢astic a Sance velkého
energetického excesu klesa. Naopak pri vétsich teplotach jsou pohyby prudsi. Proto jsme nuceni
definovat termodynamickou teplotu coby pfevracenou hodnotu (8 vzorcem

1
ﬁ_l{?_T7

ktery ma jiz spravné vlastnosti. Koeficient k je tzv. Boltzmannova konstanta, jez nam umoznuje
meérit teplotu T' v ,lidskych®“ jednotkach, totiz Kelvinech. Takto definovana teplota se shoduje
s teplotou, kterou znate ze skoly. Boltzmanntv vzorec s explicitné vyjadienym § ma tedy tvar

o Em/kT

Zm e—Em/kT

P(En) =

Statisticka (parti¢ni) suma

Ve skutec¢nosti vSak nechceme pocitat ani tak pravdépodobnosti jednotlivych mikrostavi,
nybrz hodnoty makroskopicky méfitelnych veli¢in (napft. tlaku, energie, magnetizace apod.)
pro dané parametry (napf. teplotu). To byla hlavni motivace zminéna na zacatku seridlu. Nyni
si ukazeme, jak se to déla.

Prvnim krokem je vypocet tzv. statistické (particni) sumy Z, definované vztahem

Z =% e Pbn,
m

kde index m bézi pres vSechny mikrostavy systému. Tato suma je veli¢inou, stojici ve jme-
novateli Boltzmannova vzroce; jde vlastné o pouhy normovaci faktor, zajistujici jednotkovou
celkovou pravdépodobnost. Presto z ni lze vypocitat vsechny makroskopické veliciny, které by
nas mohly zajimat.

Jako prvni ptiklad si vezméme vypocet stfedni energie systému.® Podle definice je stfedni
energie (budeme ji znacit U) rovna

U= ZEP( m) = ;n:me B

kde jsme pravdépodobnosti P(Em) vyjédfili pomoci Boltzmannova vzorce. Tento vzorec lze

vvvvvv

. ) - 19z _ 9z

5) Stfedni hodnota veli¢iny A je definované timto zpisobem. Mame-li mnozinu neslucitelnych
jevu s pravdépodobnostmi p, a nase veli¢ina A pri téchto jevech nabyva hodnot A, , pak jeji
stfedni hodnotou (A) rozumime soucet ) | A, p,. Konkrétnim pfikladem této definice je tieba
aritmeticky primeér; tam jsou vsechny pravdépodobnosti p, stejné.

6
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Stfedni hodnotu energie jsme vyjadrili pomoci derivace néjaké funkce 7.

Podobné miizeme odvodit i stfedni hodnotu tlaku. Tlak vstupuje do Boltzmannova vzorce
prostfednictvim energetickych hladin F,,. Tlak v m-tém stavu je zaporné vzatou derivaci
energie F,, tohoto stavu podle objemu, totiz

_ _9Em
Pm =""5v
Stredni hodnota tlaku pak bude
1 8Em —BE 1 0 —BE 8ﬁ_1an
() %:p (Em) Z; Bi% e BZ@V;G 57

Timto zpisobem miizeme vypocitat libovolnou stfedni hodnotu.
Na tplny zaveér zadefinujeme dvé dalsi veli¢iny a uvedeme nékteré dilezité vztahy mezi nimi,
které si mizete snadno ovérit prave predvedenym zplisobem. Zavedeme tzv. volnou energii

F=—-3"'lnZz
a entropii
S=—SP(En)InP(E,).
Plati
vop_1E g _OF
N oT’ - oT

apod. Tim tento dil seridlu konci, v pristim dile ziskané vztahy pouzijeme na néjaké konkrétni
systémy.

Uloha II.S ... aparat statistické fyziky

a) Jaky je vztah mezi poctem mikrostavu Q(FE) termostatu s energii In £ a veli¢inou n(FE)
(tj. po¢tem mikrostavi s energii v intervalu £ + A) pro mala A?

b) Méjme systém N nezavislych harmonickych oscilatori, pfi¢emz energie kazdého oscilatoru
muze nabyvat hodnot nhiw s n = 0,1, ... (zanedbavame energii nulovych kmiti). Jaky bude
mit tvar veli¢ina n(F) a B(F) pro velkd N a E?

c) Najdéte stejné velic¢iny jako v pfedchozim piikladu pro systém N neinteragujicich volnych
elektronti uvéznénych na tusecce, (*) ve ¢tverci, (**) v krychli.

Ndpoveda. Pouzijte de Broglieho relace mezi hybnosti a vinovou délkou de Broglieho viny.
Na tusecku se musi vejit cely pocet pilvin. De Broglieho viny ve ¢tverci si lze predstavit
coby soucin vln ve sméru osy x a osy ¥y, kvantovaci podminka je podobna jako pro tusecku.
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FYKOS
UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta

Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
180 00 Praha 8

www: http://fykos.mfF.cuni.cz
e-mail pro reseni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mfF.cuni.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ceskych matematikt a fyzikd.



